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I. 

Allgemeine  Theorie  der  Kegelschnitte  als  Curven  im 
Räume  betrachtet,  nebst  deren  Anwendung  auf  die 
Bestimmung  der  Bahnen  der  uim  die  Sonne  in  Kegel- 
schnitten sich  bewegenden  Weltkorper  und  der  Proxi- 
mitäten  dieser  Bahnen. 

Von 
dem    Heraasgeber. 


Als  Corveo  im  Räume  siod  die  Kegekcbnitte  bis  jetst  noch 
nicht  «iner  aosflihrllehen  und  allgemelben  Betrachtung  unterworfen 
worden,  was  um  so  auffallender  iaf,  weil  dieselben  bei  yielen  der 
wichtigsten  Anwendungen  aus  diesem  Gresichtspunkte  anfgefiEisirt 
werden  mfissen.  Ich  habe  daher,  nach  Öfteren  Versuchen,  in  dieser 
Abhandlung  eine  solche  Theorie  entwickelt,  und  davon,  was  Ich 
in  diesem  Falle  für  wichtig,  wenigstens  fllr  besonders' lehrreich 
hielt,  ein  Paar  Anwendungen  auf  die  Beantwortung  zweier  för 
die  Astronomie  bSchst  wichtiger  Fragen  gemacht,  bei  welchen 
man  nicht  vergessen  darf,  dass  sie  sich  unmittelbar  an  die  hier 
entwickelte  Theorie  anschliessen  sollen,  und  zunSchst  lediglich 
zu  deren  Erläuterung  bestimmt  sind. 


Allgemeine  Theorie  der  Kegelschnitte^  als  Cnrven    im  Räume 

betrachtet. 

5.1. 

Wenn  eine  gerade  Linie,  die  Directrix,  und  ein  Punkt,  der 
Brennpunkt,  gegeben  sind;  so  nennt  man  einen  Kegelschnitt 
jeäe   ganz  in  der  durch   die  Directrix  und  den   Brennpunkt  be» 

Th«ii  xxxvn.  1 
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stimmten  Ebene  liegende  Gurve  von  solcher  Beschaffenheit^  dass 
die  beiden  Entfernungen  jedes  ihrer  Pankte  von  der  Directrix  und 
dem  Brennpunkte  in  einem  gegebenen  constanten  Verhältnisse  zu 
einander  stehen»  so  dass  also  der  Bruch 

Eniferitung  vom  Brennpunkte 
Entfernung  von  der  IHrectrix 

für  all^  Punkte  des  Kegels6hnitts  eine  constante  Cürusse  ist,  welche 
die  Charakteristik  des  Kegelschnitts  heisst.  Die  durch  den 
Brennpunkt  gehende,  auf  der  Directrix  senkrecht  stehende  Gerade 
wird  die  Aze  des  Kegelschnitts  genannt. 

Da  hiernach  jeder  Kegelschnitt  ganz  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegt,  so  werden  naturlich  alle  Untersuchungen  über  die 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte  am  Besten  und  Einfachsten  auf 
dietse  Ebene  eingeschränkt  und  bloss  in  derselben  angestellt.  Sine 
derartige  Untersuchung  über  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte, 
wie  sie  in  der  Abhandlung:  Archiv  d.  M.  u.  P.  Tbl.  XXXI.  Nr.  Xlll. 
von  mir  —  und  bekanntlich  iji  anderer  Weise  früher  schon  oft  — 
bereits  durchgeführt  worden  ist,  bezwei^kt  die  vorliegende  Ab- 
handlang nicht  und  setzt  dieselbe,  voraus,  indem  diese^  Ab- 
handlung vielnaehr  im  Interesse  derjenigen  Wissenschaften,  flir 
welche,  wie  namentlich  für  die  Astronomie,  die  Betrachtung  der 
Kegelschnitte  als  beliebig  im  Räume  liegender  Curven'von  be- 
sonderer Wichtigkeit  ist,  nur  die  Entwickelung  der  allgemeinen 
Theorie  der  Kegelschnitte  för  den  Raum  überhaupt,  in  Verbin- 
dung mit  einigen  der  wichtigsten  astronomischen  Anwendtingeli 
dieser  allgemeinen  Theorie,  sich  zur  Aufgabe  macht,  im  Allge- 
meinen bemerken  wir,  dass  im  Folgenden  nur  rechtwinklige  Coor- 
dinatensysteme  Anwendung  finden  werden. 


§.2. 
Die  Coordinaten  des  Brennpunktes  seien  ft  g,  h,  und 

)''''-'''    cos«       cos/J       cosy 

seien  die  Gleichungen  der  Directrix.    Da  die  Axe  durch  den  Brenn- 
punkt geht,  so  haben  ihre  Gleichungen  die  Form: 

d? — /     V — ff      * — A 

2) *  .  .  — '=3^ — ^Ä ; 

'  cos  9      cos^      <^o^X 

und  weil  die  Axe  auf  der  Directrix  senkrecht  steht,  so  findet  be- 
kanntlich die  folgende  Gleichung  statt: 
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3)   .    .    .    .  co«aco89-f  co8/}cMf^*f cosycq^2=:0. 

BeseichneD  wir  deo  Dorcbschnittopunkt  der  Aze  mit  der  Di- 
reetriz  durch  (XTZ);  so  haben  wir  eacfa  1)  and  3)  zwisobeo.  den 
Coordinateo  IT,  F,  Z  dieeea  Darchachniitspiiokta  die  folgenden 
Gleichungen : 

cosa       cosiJ        cosr  ' 

C08  9      cos'^        eos%  ■  *  . 

ao8  denen  sich"  ferner  die  Gleichnngen : 

IX=a-f€rco8a,    Ä=z  f-f-GiCOSip, 
F=6+Gco8ß,     F  =  ^+CiC08if;, 
Z=:c-f  Crcoey;     Z  =  A-f  Cr|C08x; 
also  swiscbes  G  «nd.  &|  die  Gleichnngen : 

1(/^— O)— CrC08«+ CriC089=sO, 
(^^ft)_  Gco8 /5  +  Gl  cosiJ;i=  0, 
(A-^e)  — Gcosy+Gicosx  =0 
ergeben. 

Moltiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
cos«,  cos/9«  cosy 

und   addirt  sie  dann  su  einander;  so  erhält  man  nach  3),  unter 
gieichxeitiger  Berücksichtiguog  der  bekannten  Gleichung 

co8a*-f  cos  ^«f  oesy^  =s  ] , 

Ifir  G  auf  der  Stelle  deo  folgenden  Ausdruck: 
7).   .   .  G  =  (^-~a)cosa-f  (j^-^6)co8/?-f  (A— G)co8)f. 
Stellt  man  die  Gleichungen  6)  auf  folgende  Art  dar: 
Ccos«  —  G|  cosy =/— o , 
Geos/J— Gl  cos'^  =  jj^— 6, 
Gcosy  —  GiC08x  =  A — c; 
qaadrirt  sie  nun»  und  addirt  sie  hierauf  xu  einander;  so  erhält 
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man  nach  3),   wenn    man    zugleich    die   beiden  bekannten  Glei- 
chungen 

coii«*  +  co«|3«+co87«=l,    co»g>«  +  co8t^«+cos5:«s:l 

berücksichtigt,  die  Gleichung: 

8)  .  .   .   .G»+Gi*  =  (/^-a)«  +  (^-6)»  +  (A-c)«,  . 

woraus  sich 

Gl«  =  (f-  a)*  +  (^  -6)«  +  (Ä-c)*-  G» , 

also  nach  7):  o\ 

®i-±  J— [(/^— a)co8«  +  (5r-6)cos|J  +  (A-c)co8y]** 

ergiebt. 

Es  ist  auch: 

[(/— a)cos/3— (sr  — 6)cosa]«|i    / 
10)  .   .   ,  Gi=±j  +  [(^-6)co8y-(Ä-c)co8fl»j 
' +[(A— c)cos«— (/-a)cosyJ«) 

und: 

/  (^— a)«8ina«  +  C9— 6)Vm/J«  +  (A-c)Viny*  ^1 

1  — 2(^—  a)(g  —6)  cos  acoeß\ 

U)  Gi=±j  -2(^-6)(A-c)cos|5co8y 

(  — 2(A— cX/"— a)cosycosa 

Nach  6)  und  7)  ist: 

12) 

A=:a  +  l(/'-a)co8a  +  (^  — 6)cos/5+(A  — c)cosy)cos«. 
r=6  +  |(/'— a)eosa  +  (^— 6)cos/J+(A-c)cQsy|cos/J, 
Z  =  c  +  {(/— a)cosa  +  (^-6)co8/5+(A— c)cosy}cesy; 

also  nach  dem  zweiten  System^  von  Gleichungen  In  5): 

/V.q,^l(/— a)cosa-K^— 6)cos/g-f  (A— c)cosy|cos« 
cosg)  =  — '  ^j 

g^b--{(f'-a)co8a^-(ff'-b)cosß  +  (h-c)c6sy\cosß 
cosi(;  =  -^ ^  —     Q^ 

h^c—\(f --0)0080  + (g—6)€OBß  +  (h^c)coay\cosY, 
cos}[=- ;  Gl 
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wo  man  fiir  Oi  einen  seiner  obigen  Ausdrücke  su  setsen  bat, 
und  das  dadurch  eingeffibrte  doppelte  Zeichen,  wie  auf  der  Stelle 
•rbellet,  gana  in  der  Natur  der  Sache  liegt. 

Die  Gleichungen  der  Aze  sind  nach  2)  und  13): 

^-f 

/— a  — 1(^— a)cos«+(^ — 6)ce8/J  +  (A— c)cosy|co8a 

= V-9         . 

^—6—1  (f —  a)  cosa+(^  —  6)co8  /J  +  (A  —  c)  cos  t^}  cosjS 

»-A 

A  — c — \(f — a)coBa-{-{g — 6)cos^-f  (A  — c)cosy}cosy' 

In  Betreff  der  Grossen  G  und  Gi  erhellet  auf  der  Stelle  aus 
den  Gleichungen' 5),  dass  ,£r  die  positiv  oder  negativ  genommene 
Entfernung  des  Durchschnittspunkts  der  Axe  mit  der  Directriz 
von  dem  Pufikte  {abc)  \si,  jeoachdem  der  Durchachnittspuokt  der 
Aze  niit  der  Directrix  in  dem  der  beiden  von  dem  Punkte  (abc) 
ausgehenden  Theile  der  Directriz,  welchem  die  Winkel  a,  /?,  y 
entsprechen,  oder  in  dem  entgegengesetzten  Theile  der  Directriz 
liegt;  und  dass  Gi  die  positiv  oder  negativ  genommene  Entfer-  ' 
nung  des  Durchschnittspunkts  der  Aze  mit  der  Directriz  von  de^ 
Breonpuakle  {fgh)  ist,  jenachdem  der  Durchschnittspuilkt  der  Aze  . 
■il  der  DItectrIz  in  dem  der  beiden  von  dem  Brennpunkte  (fgh) 
aosgehenden  Theile  der  Axe,  welchem  die  Winkei  9,  '^,  %  ent^ 
sprechen^  oder  in  dem  entgegeagesetaten  Theile  der  Aze  liegt. 

Da  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  der  Punkt  {abc)  liegt, 
^o  hat  die  Gleichung  dieser  Ebene  im  Allgemeioen  die  Form: 

il0i?-a)  +  /»(y-6)+C(i-c)=:O. 

Weil  nun  aber  in  dieser  Ebene  die  ganze  Directriz  liegt,  so  er- 
giebt  sich  ans  vorstehender  Gleichung  und  den  Gleichungen  I) 
die  Gleichuhg: 

•  ilcosix-|'Acos(9-|'Ccosy^:0. 

Weil  aber  ferner  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  auch  der  Brenn- 
punkt {fgh)  des  Kegelschnitts  liegt,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

und  aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich  nun 
unmittelbar,  dass  mn,  well  es  hier  ollenbar  nur  auf  die  VerkSlt- 
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niwe  der  Grössen  J»  B,  C  ixl  einander  ankommt,  ffir  diese 
Grössen  die  folgenden  Ansdrü^e  setsen  kann: 

I^=  {g — ^)c06y~(^ — c)cosß, 
B=(h — c)co8a  — (/--a)cosy, 
C  =  (f—  ä)  coe/J— (17— 6)  cos  a. 

Also  ist  dhie  Gleichung  der  Ebene  des  Kegelschnitts  nach  dem 
Obigen : 

J6)  •   •   .      \(g — 6)cosy — (A — c)co8ß\(x — d)  \ 

+  t(*-c).cos«— (/^-a)co8y)(y-6)  j  =0, 
+  {(/*— a)co8|J  —  (y—6)cosa)(a;  —  c)  ' 

oder»  wie  sich  auf  der  Stelle  ergiebt«  wenn  man  in  dieser  Glei- 
chung f,  g,  h  fOr  Xt  y,  z  setzet,  und  die  dadurch  resultirende 
Gleichung  dann  von  der  vorstehenden  Gleichung  abzieht,  auch: 

17).    .    .        {(g^b)COBf—ih'-c)cOBß){x-f) 

+  |(A— c)  cos«  —  (/— a)  cosyKy— ^) 
+  {(/*— a)cos/?—'(^-T-6)cosa)(x-A) 


=  0. 


§.3. 

Von  einem  ganz  beliebigen  Pankte  (xyz)  im  Räume  wellen 
wir  uns  jetst  auf  die  Uirectriz  ein  Perpendikel  gefUlt  denken» 
und  den  Durcbschnittspunkt  dieses  Perpendikels  mit  der  üirec* 
tris  durch  (tt^f)  beselchnen.  Dann  werden  zwischen  den  Coer* 
dioaten  x^  y,  z  und  f,t),}  jedenfalls  Gleichungen  von  der  Form 


18)  x-y_y-iy^  z-f 

^ COSÖ         COSfD  COSO 


TT   > 


und  zwischen  den  Winkeln  a,  ß,  y  und  6,  m,  o  wird  die  Glei- 
chung 

19).    .    ,    .  cos,acosd-|-co8/?cosa)-|-cos/co80  =  0 

Statt  finden.     Ferner,  bat  man  nach  1),  well  der  Punkt  (^t)})  in 
der  Directriz  liegt,  die  Gleichungen: 

' '   '  cosa      cos/S      cosy 

Aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  folgt: 
21).   .   .(j?— ir)eo8a+(y— 9)ces/i+(»  — |)c«By  =  0, 
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•al«o: 

(j;  — a)co8a-|-(y«— 6)cos^-h(z  — c)co8}^ 

=r:(f-^a)C08«4-(9— 6)000/} -f(;  —  c)C0gy, 

aod  folglich  nach  20),  weil 

C08fl^  +  C08P*+C0S7*=5  1 


ist: 


22) 
jr  — a=:t(j;  — a)co8a-f  (y-6)cos/}-f  (z  — c)c86y)co8a, 
1^— :6  =  |(ar  — o)cosa+(y— 6)co»/J=Kx  — c)co8yjcq8/}, 
I  — c  =  I  (j:  —  a)  cos  a  +  (y — 6)  C08|S +(f — c)  co8  y)  cosy ; 


also: 


23) 

X — jr  =  (j;--a)  — t(^^a)oo8a4-(y— 6)co8|}-f'(z— c)co8y)cosa, 

y — 9  =  (y— 4)  — |(ar— a)co8«+(y  — ft)co8/?+(2  — c)cosy|cos/J, 

2  —  f  ^(z— c)  — |(a:— a)co8«+(y  — 6)eos/J+(x — ir)co6y}co8y. 

Beseichnet  P  die  Entfernung  des  Punktes  (xyz)  von  der  Di- 
reetriz»  also  nach  dem  Vorhergehenden  die  Entfernung  der  bei- 
den Punkte  (dryz)  und  (jT^f)  von  einander,  so  ist:  , 

/»  =  (^-rt*  +  (y  ^  9)»  +  (*-«•. 
folglich  nach  23),  wie  man  sogleich  flbersleht: 

24) 
/»=(x-a)*+(y-6)H(«— c)*-  l(a?-o)cosa+(y-6)  cot|3+(2-c)cosy  |«, 

oder: 

25)  . 

/»^  |(a:— a)cos/J— (jf  — 6)co8a|* 
+  {(y— 6)cosy  —  (x  —  c)  cos/J  I* 
+  !(«— c)eosa— (ar — a)cosy|*, 

oder : 

26) 

P*=(a:— a)*sina*+(y-ft)*sin/J*+(z— c)'siny**-2(x— a)(y— 6)cosacos/J 

— 2(y — Ä)(2— c)  cos /J  cos  y 
-*8(i— c)(a:— a)cosycosa. 
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Liegt  jetzt  der  Puokt  (a^yz)  in  der  Ebene  des  KegeUchnitts, 
so  müssen  seine  Coordinaten  entweder  die  Gleichung  16),  oder 
die  Gleichung  17)  befriedigen;  und  wenn  nun  dieser  Punkt  ein 
Punkt  des  Kegelschnitts  selbst  sein  soll,  so  mflssen'  nach  der 
'  Natur  der  Kegelschnitte,' wenn  die  Charakteristik  durch  nbezeich-. 
net  wird,  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (xyt)  von  dem  Brenn- 
punkte (fgh)  erhalten,  wenn  wir  das  Perpendikel  P  mit  der  Cha- 
rakteristik h  multipliciren,  es  muss  also 

(a:-/0*  +  (s;-^)*  + (X  -  *)•  =  n»/» 

sein.  Hieraus,  aus  16)  und  17)  und  aus  24)  ,25),  26)  ergiebt  sich 
nun,  dass  wir  die  allgemeinen  Gleichungen  <  des  Kegelschnitts  er- 
halten, wenn  wir  mit  einer  der  beiden  folgenden  Gleichungen: 

27) 

\(9  — 6)cosy— (A— c)cos/J|(a: — a)  \ 
+  {(*  — c)cosa-(/^-.a)cosy|(y— 6)  j  =0, 
+  ((/'— a)cos/J  —  (^—6)cosa|(i-^c)' 

|(^— 6)eosy— (A— c)cos/J|(jr— /)  \ 
+  t(Ä— c)cosa— (/"— a)cosy|(y— y)|  =0 
+  ((/'— ö)cos/5-(^  — 6)cosa)(x—A) ' 

eine  der  drei  folgenden  Gleichungen  verbinden: 

28) 

(:r-/)«+(y-^)«  +  (x-A)« 

=  n«  I  (a:-fl)«+(y-6)H(«-c)«-[(ar-a)cosa+(y-.6)cosj3+(i-c)cosyPl. 

(j;-/0»  +  (y-y)«  +  («-A)« 

![(x — a)co»ß^^(y — 6)cosap  ] 
+  [(y  — 6)cosy— («— c)cosj5]* 
+  [(*  ^  c)  cos  a  —  (x — a)  cosy]* 

(^-r)*+(y-5r)*+ (*-*)• 

=n*t(^-a)*sina*4-(y-6)VinjS*+(z-c)*siny*— 2(ar— a)(y— 6)cosacos/Jj 

— 2(y— 6)(z--c)cos/S  cosy  [ 
— 2(x— c)(a?--a)cosjfcos/j' 

Jenachdem  unser  Kegelschnitt  eine 

EIKpse ,  Parabel ,  Hyperbel 
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i«ty  ist  bekanotiieh  respectire: 

«<l,    11  =  1,    ii>l. 

§.4. 

Die  erste  der  drei  Gleiehangen  28)  bringt  mao  leicht  auf  die 
folgeode  Form : 

29) (x-f)«  +  (y-ir)*+(z-A)« 

Iö*  +  **  +  c*— (acosa  +  bcoaß  +  ccosy)*  \ 

-2[cfj;-|-6y-|-fz-(aco9a-f6cos/?-fccosy)(j?co6a-fyc08/7-fM;o8y)]v  . 
+a:*+y*+2*«— (xcog«+yeo8/J  +  xco8y)*  t  ' 

Wenn  wir  die  EntferDuog  des  Anfangs  der  Coordinaten  von  der 
Directrix  durch  11  bezeichnen,  so  ist  nach  24)  offenbar: 

30).   .  JI«'=o«  +  6«+c<-(aco8«+6cos/J  +  cco8y)«; 

and  wenn  wir  die  Entfernnng  des  Brennpunktes  von  der  Directrix 
jetzt  durch  E  bezeichnen,  so  ist  nach  24)  oifer  9): 

31) 

Bezeichflet  p  den  Parameter  des  Kegelschnitts,  so  ist  nach 
einer  beirannten  allgemeinen  Eigenschaft  dieser  Curven*): 

32)    .   . p  =  2ii£, 

also  nach  31): 

33) .p  = 

2«  V  (/•— a)«+(y— 6)«+(A-c)«—  l  y-a)cos«-K^-6)cos/»+(Ä-c)cosy  I« 

Wenn  wir  den  an  sich  willkfihrlichen  Punkt  (abe)  der  IH- 
rectrix  mit  dem  Punkte  zttsammen&lleii  lassen,  in  welchem  die 
Directrix  von  dem  auf  sie  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  ge* 
ftlltea  Perpendikel  geschnittto  wird;  so  ist: 

34)  .   . n«=a«+6«  +  c«, 

also  nach  30): 

35) acosa-f  6cos/3-|- ccosysO, 


*)  ArcbiT  d.  M.  und  P.  ThI.  \\\l.  S.  lOB. 
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wodorch  sich  die  Gleichangeo  29)  uod  33)  in  die  folgenden  ver- 
wandeln: 

36y (ar-/0«+(y-^)« +  (*-*)« 

a« + ft« + c«— 2(ap  +  6y  +  c*)  i 

\  +  «•+y*  +  i*— (a:co8«+yco«/J+  zcogy)*)  ? 

und:  ^ 

37) 

p  =  2nV  (A— a)«  +  (^  -6)«  +  (A— c)»— (/'co8«  +  ^co8/J  +  Acosy)«. 

Weiu)  wir  den  an  sich  wi|lkfihrlichen  Punkt  (a6c)  der  Direc- 
trix  mit  dem  Durchschnittspunkte  (XYZ)  der  Axe  mit  der  Di- 
rectrix  zusammenfalten  lassen;  so  ist: 

az=zX,    6=F,    c-Z; 

also  nach  jeder  der  drei  Gleichungen  12) : 

38)  .   .  (/•— a)cos«  +  (s'— 6)cos/?+(A— c)co8y  =  0, 
folglich  nach  33) : 

39)  ...   .  71  =  2nV  (/•^a)«+(^-6)«+  (*-  c)« 

Es  thui  der  Allgemeinheit  der  Betrachtung  keinen  wesent- 
lichen Eintrag,  wenfn  wir  der  Vereinfachung  der  analytischen  Aus- 
drücke wegen  von  jetzt  an  den  Brennpunkt  als  Anfang  der  Coor* 
dinaten  annehmen,  also 

/^=0,    5r  =  0,    A  =  0 

setzen;  denn  wenn  man  von  den  unter  dieser  Voraussetzung 
entwickelten  Formeln  wieder  zu  Formeln  flir  ein  beliebiges,  dem 
zu  Grunde  gelegten  Coordinatensysteme,  dessen  Anfang  der  Brenn- 
punkt ist,  paralleles  Coordinatensystem ,  in  welchem  die  Coordi. 
naten  des  Brennpunktes  f^g^h  sind,  fibergehen  will;  sobraacht 
man  alle  in  den  in«  Rede  stehenden  Formeln  vorkommenden  Coer- 
dinaten  bloss  um  ^  j^,  A  zu  vermindern.  Zugleich  aber  wollen 
wir  zu  weiterer  Vereinlachung  der  anlytischen  AusdrOcke  no4^h 
den  Punkt  (a6c)  mit  dem  Durcbschnittspunkte  der  Axe  mit  der 
Directrix,  also  mit  dem  Fusspunkte  des  von  dem  Anfange  der 
Coordinaten  auf  die  Directrix  geflülten  Perpendikels  zusammen- 
fallen lassen.    Dann  haben  wir  nach  35)  und  38)  die  Gieichung: 

40) acosa-f  öcos/J-i-^^cosysO, 

und  nach  37)  und  39)  die  Gleichung: 
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41) ps=9nVa>46«+e*; 

die  Gleichang  36)  wird  aber: 

=  r^)  —%ax  +  6y  +  «)— (arcosa  -|-yco8/}  +  *cos)')*, 

I 

oder: 

43)  .   . Jp« 

=  (1  — n*)(a:Hy*+»*)+»*(a?  eos« +y  co«  /}  ^  2CO«y)«+2n«(^+6y+ci), 

oder: 

44) 

^  +y*  +  «•  —  (^  co»a  +  jf  C08^  +  zcof  y)'  —  2(0«  +  ^Jf  +  ex)  • 

Endlich  ist   oadi  17)  die  Gleicbaog  der  Ebene  des  Kegel- 
schnitts: 

46) 

(6cos7--ceos/});r-f  (ccosa  —  ffcosy)^ -f  (acos/3  — 6cosa)z^(l> 


5.  6, 

Unter  den  am  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen  rfick- 
slchtlich  des  Coordinatensystems  gemachten  Voranssetsongen, 
die  wir  von  jetzt  an  immer  festhalten  werden ,  sind  die  Gleichen- 
gen  der  Axe  des  Kegelschnitts: 


«,... ;...,.. 'j=fH 


Von  einem  beliebigen  Punkte  (oryx)  in  der  Ebene  des  Kegel- 
schnitts wollen  wir  uns  nun  auf  die'  Axe  ein  Perpendikel  geAllt 
denken»  und  den  Durchschnittspunkt  dieses  Pchrpendikels  mit  der 
A^e  durch  (tioto)  bezeichnen »  wo  wir  dann  nach  46)  die  Glei- 
chungen : 

«)•     H="=«' 

haben.  Da  aber  das  in  Rede  stehende  Perpendikel  mit  der  durch 
die  Gleichungen  1)  charakterisirten  Direetrix  parallel  ist»  so  ha- 
ben wir  femer  offenbar  die  Gleichungen: 
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48)     £z:ü_«=|=i-l?  =  G,''; 

'  co8a        cos/J      cosy         * 

also : 

j  o;— tf  =:Gi'cosa,    y— ü  =  Gi'co8/5,    2— 10  =  Gi' cosy; 

und  folglich: 

a(a:— 1|)  +  6(y  -r)  +  c(z  -w)  =  Gi'(aco8a  +  6co8|J  +  ccosy), 

woraus  sich  Dach  40)  die  Glelohung 

49)  ...   .   .  a(a:— tt)  +  6(y— r)  +  c(i— w)  =  0 
ergiebl.. 

Stellt  man  diese  Gleichung  unter  der  Form 

«a?  +  6y  +  Cf  =  an  +  6c  +  et© 

dar,  so  erhält  man  nach  47)  die  Gleichung: 

oar  +  Äy  +  C2  =  &'(a*  +  6«  +  c«), 

also : 

^,      ax  +  6i+C2 

SO)  • •  ^'=^^»17^1^' 


und  daher  nach  47): 


oder  nach  41): 


ti: 


52) 


,'     V 


aa?*f6y  +  CT 

°  (Ö"  ' 
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Weil  der  Punkt  {xyz)  in  der  Ebene  des  Kegelschnitte  liegt, 
80  ist  Dach  45) : 

(6co8y— ccos|J)a:+(ccösa— acosy)y+(acos/J  — 6cosa)z  =  0. 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichung 

a«  +  6«  +  c« 
ax'{'by-\rcz  =  —^ — ^| w» 

and  eliniinirt  dann  aus  diesen  beiden  Gleichungen  nach  der  Reihe 
X«  scy  y;  so  erhält  man,  mit  Rflcksicht  auf  die  Gleichung 

a^o8«  +  6cos/J+ccosy  =  0,  ^   . 

leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

j  a:cos/J— ycos«  =  (acosjJ  — 6co8«) -». 
53)  ...  s  ycosy— «cos/J=  (6cosy — ccos/J)-» 

\    xcosa  — j:cosy  =  (ccosa  — öcos/)-; 
und  folglich  nach  47)  auch: 

a?cos/}— -yco«a==(acosi3 — icosa)  j» 

54).   .    .<  ycosy— 2Cos/S  =  (6cosy — ccosj})^» 

xcosa  — ofcosy  =  (ccosa — acosy)T; 


und: 


drCosjS— ycosa=  (acosjS — 6cosa)- 


55)  .   .    .  <   ycosy  — 2Cos/5=:(6cosy — ccosjJ)  —  » 

2COSO— ;i:oo8y=(ccosa — ocosy)— • 

c 

Aus  diesen  drei  Systemen  von  Gleichungen  leitet  man  leicht 
die  drei  folgenden  Systeme  ab,  wo  die  eine  der  drei  Gleichungen 
immer  eine  nur  der  Symmetrie  wegen  hinzugefügte  Gleichung  ist : 
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a:cosa  =  (jr — u^coifix-f -ticosix, 

56)  ....   ^  ycosa=r  (o:  — «)co6/?-f -«co8cr^ 
2C0S  a  =  (x — «)  cos  y  +  -  neos  a ; 

orcos/}  =  (y  —  t))co8a -f  7t?cos/9, 

57)  ....    ^  yco8/J  =  (y— r)cos/J+jrcos/J, 
z  cos /3  =  (y -^  o)  cos  }^ -f  Tt' cos /? ; 

arcos}'^  (z  — «>)cos»  +  -iocosy» 

58)  ....   /  yco6y=(z — fo)cos/3-f 'tocosy» 

c 

z  cos  y=^{% — w)  cosy  +  -  wcos  y. 

c 

Maltiplicirt  man  io  jedem  dieser  Systeme  die  drei  ^leichangen  mit 

eosa,    cos/},    coMy; 
und  addirt  die  Gleichangen  dann  za  einander,  so  erbllt  man,  weil 

cosa*+eos^+COSy*Äl,    ocosa-f  &co8J3-|-ccosy^=:0 
ist,  .die  drei  folgenden  Gleichangen : 

ix — tt  =  (orcosa-f  ycos/?-f  zcosy)cosa, 
y — ü  =  (a:eosa-|'ycos/}-|-zcosy)cos|3, 
z — «0  ;=s.  (x  cos  a  -f  y  cos  ß-tx  cosy)  cos  y. 

Werden  aber  die  Gleichangen  in  jedem  der  drei  oblgeii  Systeme 
qaadrirt  and  dann  zo  einander  addirt,  so  erhält  man: 

(a:«-|^H»*)cos««  =  (ar— tt)«+(a*+*Hc*)(^  coser«.   ^ 
ÖO)  \  («*+y*+«*)cos/J«  =:(^ -t?)*+(aH^Hc«)Q)  Cos/J«, 
(xHyH«*)cosy«  =  (z— w)«+(aH6Hc«)(^)  cosy«; 
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oder  nach  41):  ' 

I(a^+y*+»*)co8«»  =  (J-«)*+^-  (j/co»«»» 
(*»+y«+i*)co8|5«  =  (y-i.)«+£,  (j)  «08^. 

oder: 

(B)  .  .  ■      »•+J>"+^=(*ij)+4^(5)'. 

■  U-v^-=(S?)+^.:(')' 

Ist  Dan  der  Punkt  {xyz)  ein  Poikt  des  KegelscbBitts,  so  ist 
nach  43) : 

=  (^  -2(iia:  +  63f +  cz)  — (a?co8Ä+ycos/J+xcosy)*; 
aber  nach  52)  and  .59) : 

j:  cosa  +.VCOSP  +  zcosy  =  — =* — 0  =i » 

'  ^       '^  '       cosa      cosp      cosy 

also   nach  62)  and  der   Gleicbuiig   des   Kegelschnitts,  wie  man 
leicht  findet: 

Vcos«y-"4'*^a — ;?^  W  '' 

oder: 
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((~)"=?u.-5--i.(0''- 

«)■  ■  (^y=?i<i-i,.-i.(j)*'- 
'(^):=?'<'-p--i(")''^ 


oder: 


(s)*=?"-''-^i'i'-''+5>-:'- 

(S=)*=?"-<'-s'""'-<'+s>''= 


oder : 


Vcosa/        4  ^  na!''  na' 

t^^J  ==  4^' — ^c^^^ — ir  •  P- 

Bttzeichoeo  wir  die  EntferDung  des  Popktes  (xyt)  unser«  Ke- 
gelschnitts TOD  der  Az«  des  Kegelsebnltts  durch  Q,  so  ist , 


qF=:{x- 

-t<)*  +  (y-t)«  +  («-«')*; 

also  nach  66): 

^  ^ 

A      (1- 

-"-?-'•> -^'j)-«-! 

67).  .e«=^j+(i- 

-'-=^|)c-"4's)-^  ' 

+(1- 

-"-i^-'a-"-^-)-^' 

aber  bekanntlich: 

- 

tl        0       to 
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also : 


=?(l-"-=i.l)(.-"-f'l) 

4  ^  n       c^  n       c' 

inch  ist  nach  51)  aad  92):  ' 

69) 

*'~4^*         n     •«>  +  6>  +  c«^^*         n     '  oa  +  6a  +  c«' 

=  iJil-n(«-l).^-±^Hl-n(»  +  l).^^i|^) 
7  4 

llp*—n{n—l)(ax  +  by  +  cx)\  {jp^—  n{n  +  \)  (ax -j- bg -j^  et)] 

Die  erste  der  drei  Gleichungen  63)  lässt  sich  noch  auf  fol- 
gende Art  umformen,  und  auf  die  beiden  anderen  Gleichungen  die- 
ses Systems  ist  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  anwendbar. 

Ffir  n  =  l,  l-w«  =  0,  also  für  die  Parabel,  erhält  die  in 
Rede  stehende  Gleichung  sogleich  die  folgende  sehr  .einfache 
Form: 


70) . : f£=!'y=^'(i_??). 

'  Vcosa/         4  "^        a^ 


Für  «<1,  1  — w*>0,  also  für  die  Ellipse,  kann  man  setzen: 


a         n'       \a 


und  erhält  hiernach  die  folgende  Gleichung : 

TheU  XXXVII.  '  2 
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"      71)        . 

Vco8«/  ~4(l-n»)~4  V?   l-:^+\  ~^«       aj 
oder:  ,  ' 

72) 

'-->(V75+V^'=)"+^"^(w)"=> 

Ffir  n>  1»  n^— 1>0,  also  fiir  die  Hyperbel,  kann  man  setzen: 


_     *   %(\f~^  xT^Ei  «Y 

—      n«-l  +  V.T  n«— l~f      n«       a^  ' 


uod  erhfilt  die  folgende  Gleichung: 

73) 


/g— «\«_    p*    p*Ar ""   4/"«»— 1  «Y 


oder: 

•     74) 


(»•-i\V  i?3i-V  ^?-ö;  — ^^y-^ra)  =>• 

Fflr  Uy  a^  u,  X  kann  man  in  allen  diesen  Gleichungen  ß^  b, 
v,  y  und  y^  c,  w^  z  setzen. 


§.  6. 

Bevor  ich  in  diesen  Entwickelungen  weiter  fortschreite,  will 
ich  zuerst  in  diesem  Paragraphen  einige  allgemeine  analytische 
Relationen  zusammenstellen,  von  denen  ich  im  Folgenden  öfters 
Gebrauch  zu  machen  Gelegenheit  haben  werde. 

Zunächst  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigl^it  der 
folgenden  aUgemeinen  Gifeichungen,  wo  a,  6,  c  und  i7|,  6|,  c^ 
ganz  beliebige  Grossen  sind: 
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r- (a« + 6« + c«)ci2— (ai« + 61« + ci«)c« 
— (aoi  +  664  +  cqX««!  +  6*1  — cci) , 
(6c,-c6i)«=     (a«  +  6«  +  €«)(a|«  +  6i«  +  Ci«) 

— (aCi  +6*1  +cci)(— Olli  +6*1  +c<?i), 
.     (cai  -acj)«  =     (a«  +  6«+  c*)(ai«+  61«+  Ci«) 

—  (acj^  +  66j  +  cci)  (aoi  —  66|^+ cci). ' 

Addirt  man  diese  drei  Gleiehongen  zusarpmen,  so  erhält  man 
auf  der  Stelle  die  bekannte  allgemeine  Gleichung: 

IL 

(abi  —  6a,)«+ (6^1  — c6,)«+  {coi  —  äCi)« 

und  subtrahirt  man  von  dieser  Gleichung  jede  der  drei  Gleichun- 
gen L,  80  erhält  man: 

III. 

(abi  —  6ai)«  +  (bc^  —  cb^)^ 
=  (a«+6«  +  c%«+  (ai«+  6j*  +  06«— 2(afl|  +66^  +cci)66, , 

'   *  (6ci— c6i)*+(cai  — oC|)* 

=  (a«+  6«  +  c^ci^  +  (ai«+6i«  +  Ci*)c*— 2(aai  +  **i  +  cci)cci , 

(cai-#tci)«  +  (a6i-6fli)« 

=  (a«+6«+  c«)ci,«+(a|2  +  *,«  +  Ci*)aa— 2(aai  +  6*i  -^cc^aai. 

Femer  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  drei 
folgenden  Gleichongeo^: 

IV. 

(a6i  — 6ai)(6ci— c6,). 

=  (aci  +  caiXaai  +  bb^  +  cci)  -iic(ai2+ Ä^^+Ci«)  -a^CiCci^+fi^+fc«), 

(6ci  —  cbi)  (cQi  —  crci) 
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I     ^  (cäi-^aci){a6i-^bai) 

=  (c6i  +6ci)(aai  +  66i  +cci)-c6(ai«+6i«+Ci«)-ci6,(aH6«+c«); 
also»  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt: 

V. 
.  (oÄi— ;Äa|)(6ci*-c6i)  +  (6ci  — c6i)(cai — aci)  +  (c«i  — aci)(a6i  — 6ai) 
=     { a(*i  +  ci)  +  6(ci  +  aj)  f  c(ai  +  61)  |  (aot  +  661  +  cci) 
7- (06  +  6c  +  ca)  (Ol«  +  61« + ct«) 
— (ai6i  +  Vi  +  Ciai)(a«  + 6«  +  c*) 
=     (a  +  6+c)(ai  +  6i+Cj)(acii+66i  +  cci) 

-(ooi+66i+cci)«  ^ 

— (o*  +  6c  +  ca)(cii«  +  61«  +  Ci*) 
-(0161  +  64^1  +Ciai)(a«+6«  +  c«). 
Hieraus  erhalten  wir»  wenn  wir  für 

a,  6,  c;  «i,  61,  Ci 
respective 

a,  65  c;  cosa,  cosj?,  cosy 

setzen,  und  beachten,  dass  unter  dieser  Voraussetziing 
a«+6«+c*=J^,     ai«+ii«  +  ^i*=l»    ooi +66t -hcci  =0 

ist,  die  folgenden  Gleichungen: 

I*. 

(ocosj?— 6cQsa)*  =  ^siny«— cf, 


(6  cos  y — c  cos  /5)*  =  f-^  ein  a* — a* , 


(ccos  a—a  cosy)*  =  T-^sin  |5*— 6*; 
(acos/? — Acosa)*+  (Acosy  —  ccos/J)*  +  (ccosa  —  ncosy)*  =  ^ ; 
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(aco8/?  — 6cosö)*+  (6co8y— cco8ß)*=  f^cosjP  +  fi*, 
(Äcosy  — ccos/3)*  -f  (ccosa— acosy)*=  T--äCosy*  +  c*, 

(ccpsö— acosy)*  + (a  cos/?— 6co8a)*  =  |-5  cos  c?*+a*; 

^'        ,  *  ~ 

IV*. 

(acosß — Aco6<y)(6co8}^ — cco^ß)  =  — ^^cosycosa  —  ca» 
(6co8y'-ccos/3)(ccoso— aco8y)  =  —  ^cosacosß — ab, 
(ccosa— acosy)(aco8|} — 6cosa)=:  — j-^cosßcosy— 6ci.     , 


§.7. 

Weoo  wir  die  aas  4^)  bekannte  Gleichung 

(6co8y— ccos/5)a:  +  (ccosa  —  aco8y)^-f  (aco8/}n-6co8a)2  =  0 

qaadrireo«  so  erhalten  wir  nach  den  Formeln  I\  und  IV*.  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  sogleich  die  folgende  Gleichung: 

(£«»«  «*  -  «7^-\£äCos  «cos/?  +  abjxy  \ 
+  (ä«nl5«-6»y-.2(^aCoaPcosy  +  6c)^z  >  =  0, 

+/^8iny*--c*j2*--2r^cosycosa  +  caW  ) 
oder,  wie  man  sogleich  übersieht: 

^{«•+y'+«'— («cosa+ycos^  +  xcosy)'}— (öa?+6y+cz)*ss0, 
oder: 
^(a:cosa+ycos/J+2Cosy)«=  ^(a?*  +  y«+  i*)— (<ia:  +  6y+ci)«. 
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Addirt  man  zu  dieser  Gleichung^)  die  aus  42)  sich  uomiCtelbar 
ergebende  Gleichung: 

-- f-2 (a?  cos  a +y  cos /?  +  2  tos  y)* 
so  erhält  man  die  Gleichung: 


12  2 


oder: 


75)  .   .   .^(a:H3f*+»*)=«*(«^  +  fty+«-^'. 
*und,  wenn  man 

76) '.    .    .    Ä  =  V'a:«  +  y2+i« 

.  setzt,  wo  i2  die  ^Entfernung  des  Punktes  ijtyz)  von  dem  Brenn- 
punkte bezeichnet: 

77) ^^  =  »'(«^+%+^*-^^ 

oder : 


*)  Schreibt  man  diese  Gleichung  uoter  der  Form 
4a(.^*  +  y^  +  **-*(^«>8«  +  ycos/5  +  zco8y)*j  =  (aar  +  6y +  cz)*, 
und  überlegt,  dasi  nach  62),  ö9),  52) 

j:cosa+ycos/?+icosy  =  ^~i     aa:+ ^ +  ca;  =  ^  .  ^ 

ist;  so  erhält  man,  venn  man  diese  Antdräcke  in  die  ebige  Gleichong 
einfährt,  die  identiaehe  Gleichang: 

tL  vi  /«Y-^e!  Jt  /?fV 

4»»in«  V«/  ""4n«'4n«*  W  * 

In  der  That  dient  nni  diese  Gleichung  hier  auch  nur  zu  weiteren  Um- 
formungen unserer  früher  gefundenen  Gleichnogen. 
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78) £Ä  =  ±Ka^  +  *»+««-^' 

oder: 

79,....   ..a.+*y  +  «  =  £(£if). 

WeU  oacb  52) 

.    «+'»+»=(Ö"J=(Ö"h(Ö'" 

bt^  so  ksLüB  mao  diese  Gleichungen  auch  auf  folgende  Art  aus- 
druckM: 

[   «  =  :k|(S-.)=±|.  V. 
»)....       «  =  ±|0_,)=i|.'=». 

oder : 

81)  .  .   .   .  fi±ip  =  ±2.H=±f  .|  =  ±|.^, 

«der: 

82)  4KÄ±{p)=±n«(a«  +  6y +  «)•). 


*)  NiaiiBt  Aan  die  Ebene  des  Kegelschnitte  selbst  als  Ebene  der  xp 
10, 10  nniss  man  in  den  ••  eben  entwieicelten  Formeln  s  i=:  0  setsen,  und 
erhiU  also  nach  75)  die  ^felgende  merikwurdige  allgemeine  Gleietinng^ 
U»  Kegelschnitia: 

oiier  nseh  79)  and  82)  die  Gleichungen: 

lp(Ä±4p)  =  +n«(aar  +  6v), 

ii  denen  man»  wfe  sogleich  nachher  geaeigl  werden  wird,  fnr  die  Ellipse, 
Ais  Parabel  and  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  die  unteren,  fnr  den 
^titeo  Zweig  der  Hyperbel  die  oberen  Zeichen  nehmen  muss* 
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Hauptsächlich  handelt  es  sich  nun  um  ein  Kriterium»  nach 
welchem  man  immer  sicher  beurtheilen  kann,  wie  man  in  diesen 
Formeln  die  Zeichen  zu  nehmen* hat. 

Um  ein  solches  Kriterium  anzugeben  >  wollen  wir  die  Formel 

etwas  genauer  betrachten.  Da  R  seiner  Natur  nach  eine  positive 
Grosse  ist»  so  muss  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere 

Zeichen  nehmen,  jenacbdem  der  Bruch  positiy  oder  nega- 
tiv ist.  Nun  ist  aber  offenbar  u  —  a  die  erste  Coordinate  des 
Fusspunkts  des  von  dem  Punkte  {xyz)  auf  die  Axe  gef&llten  Per- 
pendikels» wenn  man  4en  Purchschnittspunkt  der  Axe  mit  ider 
Directrrx  als  Anfang  annimmt;  und  — a  ist  für  denselben  Anfang 
die  erste  Coordinate  ^qb  Brennpunkts.  Aus  der  bekannten  gegen- 
seitigen Lage  des  Kegelschnitts,  seiner  Directrix  und  seines  Brenn- 
punkts erhellet  auf  der  Stelle,  dass  für  die  Ellipse,  die  Parabel 
und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  die  beiden  in  Rede  stehen- 
den ersten  Coordinaten,  also  die  Grossen  u — a  und  — a,  jeder- 
zeit gleiche  Vorzeichen  haben,  folglich  der  Bruch  positiv, 

der  Bruch    ^negativ  ist;  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel 

haben  dagegen  di»  beiden  in  Rede  stehenden  ersten  Coordinaten,  also 
die  Grössen  u-^—a  und  — a,  jederzeit  ungleiche  Vorzeichen,  und 

der  Bruch  ist  folglich  negatk«  der  Bruch positiv.  Hier- 
aus ergiebt  sich  die  Regel,  dass  man  in  allen  obigen  Formeln  für 
die  Ellipse,  für  die.  Parabel  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel 
die.  unteren,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  die  joberen  Zei- 
chen nehmen  miiss  *).  Hiernach  ist  also  z.  B.  nach  78)  für  die 
Ellipse,  Parabel  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel: 


oder 


P 
"In 


*)  Der  erste  Zweig  der  Hyperbel  i«t  bekanntlich  der,  innerhalb  wel- 
ches d6r  als  Coordinaten -Anfang  angenommene  Brennpnnki  liegt;  der 
andere  Zweig  heisst  der  zweite  Zweig  der  Hyperbel, 
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far  den  tweiten  Zweig  der  Hyperbel  dagegen: 
£Ä  =  »t(a*+6»+ct)-(0) 

oder:  *  •  , 

Nach  70)  ist  für  die  Ellipse>  Parabel  und  den  ersten  Zvreig 
der  Hyperbel: 

oDd  flir  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist: 

Nach  42)  ist: 

(x  cos  a +^  cos  j3 -f  z  cos  y)^ 

=  (£y-2(cwr+6y+cx)-i^(ara+ya+i«), 

abo  nach  79)  und  76): 

(a;coÄa+ycosß  +  2COsy)* 

=  (£)  ""^^Gn^n)""^^^*' 
woraus  man  leicht  die  Formel: 

83)  .   .  (icos«  +  ycos/3  +  zcosy)«  =  Ä«-(£±fy 

erhält.  In  welcher  die  Zeichen  immer  nach  der  obigen  Regel  ge- 
Dommeu  werden  mössen. 

Offenbar  sind 

^  —  »>    y — tJ,    z  —  to 

die  Coordini|ten  des  Punktes  (^yz)  für  den  Punkt  (tieto)  als  Anfang. 
Liegt  nun  der  Punkt  {xyt)  auf  der  Seite  der  Axe,  auf  welcher  der 
Theil  der  Dir^triz  liegt,  dem  die  Winkel  a^  ß^  y  entsprechen« 
welche  wir  die  positive  Seite  der  Axe  nennen  wollen;  so  ist  offenbar: 

x^-'U^=Qcoatt,    y— t>=Oco8/5,    z  — w  =  Qcosy; 
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uod  die  BrOehe 

3?— tt__  y-^v  —  ^""^  —  Q- 
cos«       cos/J       coby 

sind  folglich  positiv;  aUo  ist  in  diesem  Falle  nach  59)  auch  die 
Grösse 

xcQBa-\-yi:oBß'\'%CiMiy 

positiv.  Liegt  dagegeo  der  Punkt  {xyi)  auf  der  Seite  der  Axe» 
auf  welcher  der  Theil  der  DIrectrix  liegt,  dem  die  Winkel  a,  /?» 
y  nicht,  also  die  Winkel  180O—a>  ISQO— /3,  l^-^y  entsprechen, 
welche  wir  die  negative  Seitd  der  Axe  nennen  wollen;  so  ist 
offenbar: 

ar— tt=<?cos(180<>— a),    y— »=  ecos(18(K>—/J), 

z— io=:Äcos(18(K>-y); 
also 

o:  — M  =  — Qcosa,    y  —  !?  =  — Qcos/3,    z  — co=:-*-Qcosy; 

und  die  Brüche 

x  —  u _  y — V t^w ^ 

cos«       coBß~^  cosy 

sind  folglich  negativ;  also  ist  in  diesem  Falle  nach  59)  auch  die 
Grosse 

.ar  cosa -|-y  cos /3 -|- zcosy 
negativ. 

Folglich  ist  nach  83) 
84).   .arcosa+ycos/J  +  tcosy=YÄ*— r^±-^  , 
wenn  der  Punkt  (xyz)  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  liegt;  und 

85)  .  ..  a:cos«+ycos/3+2Cosy=  — y  '^— (^±^)  ' 

wenn  der  Punkt  (xyz)  auf  der  negativen  Seite  der  Axe  liegt 
Ceber  das  doppelte  Zeichen  ist  auch  in  diesen  Formeln  immer 
nach  der  oben  angegebenen  Regel  zu  lentscheiden. 

§.8.  > 

Wir  wollen  jetzt  zunächst    alle    Hauptelemente  doa  Kegel- 
schnitts analytisch  bestimmen. 
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Besekhiwo  wir  die  Coordiaateo  der  ScbeUel  im  AUgeneioen 
durch  F«,  Cr«,  £f«;  90  habeo  wir,  da  di«  Scheitel  in  der  Axe  lie- 
gea,  zavOrderat  die  GleichoBgeii: 

a        b        c 
Ako  ist  Dach  75): 

,      ^(««+6«+c*)Ä«=»a|(aH6a  +  c«)Ä^^2l** 
woraus  man«  weil  nach  41)  bekanntlich 

ist,  sogleich  die  Gleichung: 

Ä«=n«(Ä— 1)«,    also    Ä=±«(Ä— I) 
erhält«  woraus 

■  IT« 

folgt    Also  ist  nach  dem  Obigen: 

'^=Trf^«.  ^•=TiT^*.  ^.=+1^«; 

wo  es  sich  nun  frSgt,  welchem  Scheitel  die  oberen,  und  welchem 
Scheitel  die  unteren  Zeichen  entsprechen,  was  sich  auf  folgende 
Art  entscheiden  lässt  Das  Quadrat  der  Entfernung  der  Scheitel  von 
dem  als  Anfang  der  Coordinaten  angenommenen  Brennpuntcte  ist: 


oder 


F..+G.>+W  =  3(;^,. 


Also  entspricht  offenbar  das  untere  Zeichen  dem  Scheitel»  welcher 
dem  als  Coordinaten- Anfang  angenommenen  Brennpunkte  zunichst 
liegt,  das  obere  Zeichen  dem  Scheitel,  welcher  am  Weitesten 
von  dem  als  Coordinaten  •  Anfangs  angenommenen  Brennpunkte 
entfernt  ist;  wobei  sich  von  selbst  versteht,  dass  für  die  Parabel 
überhaupt  nur  das  untere  Zeichen  genommen  werden  darf.  Be- 
zeichnen wir  von  jetzt  an  die  Coordinaten  des,  dem  als  Coordi- 
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Dateo  -  Anfang  angent>mmeBen  Brennpunkte  -zunfickst  liegenden 
Scheitels  wie  vorher  durch  F.,  G«,  Ä;  die  Coordinaten  des  am 
Weitesten  von  dem  als  Coordinaten-Anfangiangenoinnieiien  Brena- 
punkte  entfernten  Scheitels  dagegen  durch  F/,  G/,  W;  so  ha- 
ben wir  die  folgenden  Formeln:  , 

86) 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Kegel- 
schnitts durch  Fm,  Gm,  Hm\  SP  ist: 

Fm=:'UF.  +  F.'),    G«  =  i(G.+  6V),    Ä„  =  J(Ä.  +  A'); 

also  nach  86): 

87)  • 

Die  Parabel  hat  keinen  Mittelpunkt,  weil  diese  AusdrQcke  fär 
n=l  unendlich  werden. 

Die  Coordinaten  des  zweiten  Brennpunkts  seien  f,  g',  A';  so 
ist>  weil  beide  Brennpunkte  vom  Mittelpunkte  gleich  Weit  ent* 
fernt  sind : 

(F„-/')«+(Gm--y)H(Äm-A')«=  Fm*+ Gm«  +  i5r««, 

also: 

/'2  +  ya  +  A'a-2(/»F«+yGm+Ä'^m)=0. 

\Veil  die  Brennpunkte  in  der  Axe  liegen,  so  ist 

^  =  ^  =  *^=a', 

a       b        e 

also,  wenn  man  zugleich  fOr  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
ihre  Ausdrücke  aus  87)  einfuhrt: 

woraus 
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folgt «  was  auf  die  beiden  Gleichungen 

Ä':s:0     und     Ä'  +  ^^^  =  0 

flShrt  Nun  kann  aber  die  erste  Gleichung  im  y erliegenden  Falle 
nicht  ^tatt  finden,  weil  dies  nach  dem  Obigen  auf 

/»  =  0,    g'^O,    A'=0; 

als,o  auf  den  als  Coordinaten^Anfang  angenommenen  Brennpunkt, 
welchen  wir  den  ersten  nennen  wollen,  fuhren  wGrde.  Daher  ist 
bloss  die  zweite  Gleichung  zulässig,  und  folglich 

also: 

88) 

/•=-rz.ii5«.  »=-ni;?*'  A=^Tz:^c 

zu  setzen.  Für  die  Parabel  giebt '  es  einen  zweiten  Brenn- 
punkt niclit. 

Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  zweiten  Direc- 
trlx  mit  der  Axe  seien  a'y  b\  c';  so  ist: 

a       b       c 

Da  die  beiden  Directrixen  von  dem  Mittelpunkte  gleich  weit  ent- 
fernt sind,  so  haben  wir  die  Gleichung: 

also: 

und  folglich,  wenfi  man  ffir  die  Coordinaten  des  /Mittelpunkts  die 
Ausdrücke  87)  einfthrt:  ' 

?y^(a»+6a  +  c«)==  j5^(«a'  +  Ä6'  +  €c')-f(a'^ 
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Setzt  man  nun 

a'  =  aSl\    b'zizbSl",    c'^zeSl" 
und  dividirt  durch  a*  +  Ä*  +  c*,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

^1 — n*  1 — n' 

welche,   auf  gewohnliche  Weise  aufgelöst «  zu 

n*  1 

also  zu  den  beiden  Wertheu: 

9P=\  und    Ä-=-^t 

fahrt.    Für  Ä"  =  l  würde  man 

a!  :=ia^    b'^=:b,    c'  =  Ä; 

also  die  erste  Directrix  erhalten;   daher  muss  man  (ur  die  zweite 
Directrix  / 

1— n* 


setzen,   was  nach  dem  Obigen: 

giebt.    Für  die  Parabel  giebt^es  eine  zweite  Directrix  nicht. 

Die  Hauptaxe,   welche  wir  durch  2A  bezeichnen  wollen^   ist 
die  Entfernung  der  beiden  Scheitel  von  einander,  also: 

woraus  sich  nach  86) 

"•=(rT-.+i^.)"<'"+'-+-^=(r^)"S. 

also : 

ergiebt 

Bezeichnet  2ß  die  Nebenaxe,  so  ist  bekanntlich: 


ß«=^;    B*=^; 
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abo  nach  90) : 

yj;  .    .     .    .    »  -16(1— «2)«"-16(Ä«— 1)« 
Deberhaopt  kann  man  setzen: 

wenn  man  fSr  die  EHipse  die  oberen,  für  die  Hyperbel  die  unte- 
ren Zeichen  nimmt. 

Die  Excentricität  ist  die  halbe  Entfernung  der  beiden  Brenn- 
punkte von  einander,  und  folglich ,  wenn  wir  dieselbe  durch  E 
bezeichnen: 

4E.=r+^'HA'«=(i^^-,(aH*Hc«)=(j:^,.g.  • 

also: 

93)     ...    .    ^*  =  4(l—w«)«~4(M«-i)a' 
oder  tlberbaupt :  '  , 

^^ ^  =  ±2(1^^)' 

wenn  man  för  die  EHipse  das  obere,  för  die  Hyperbel  das  untere 
Zeichen  nimmt 

Für  die  EHipse  ist: 

^  """  -4(J-n«)«     4(l-n«)— 4(l-n>)«' 


«) Ä«— B«=E2 

Für  die  Hyperbel  ist : 

^  +**^-4(l-j|2)«      4(l-n«)"-4(l-^»i«)*' 
also: 

96) A2  +  B«  =  E» 

Deberbaapt  ist  also:  « 

97) A«TBa=E», 

wenn  man  das  obere  Zeichen  für  die  Ellipse«  das  untere  für  die    / 
flyperbel  nimmt 
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Aus 


*  -4(1— n«)«'    "  —  ±4(1— n») 


folgt  durch  Division: 

ßa  ßa 

j5=:±(l-n«).    l-n«=±p5 

also; 

„      A«TB»      E" 
"  ~      A«      —  A«' 
und  folglich: 

98)   .....    .    „  = Ä— =  Ä' 

immer  das  obere  Zeichen  für  die  Ellipse,  das  untere  fiir  die  Hy- 
perbel genommen. 

Eine  Menge  anderer  Relationen  dieser  Art  übergehen  wir 
d/er  KQrze  wegen. 

Nur  mit  der  Bestimn^ing  des  von  dem  zweiten  Brennpunkte 
nach  dem  Punkte  {xyz)  de^  Kegelschnitts  gezogenen  zweiten 
Vectors  dieses  Punktes,  den  wir,  eben  so  wie  früher  den  von 
dem  ersten  Brennpunkte  nach  dem  Punkte  ipcyz)  gezogenen  ersten 
Vector  durch  /2,  durch  R*  bezeichnen  werden^  wollen  wir  uns 
noch  beschSftigen.    Es  ist: 

also  nach  88): 

/  2n*  \*  4n' 

=  (X^,;  (aHft»+c»)+j^(aa:  +  6y+«)  +  Ä«, 

folglichDach41),  S2).  80): 

vio  man  fär  -  auch  -,    oder  —  setzen  kann.    Mittelst  dieser  Glei- 
a  o  c 

chung  findet  man  nach  einigen  leichtes  Reductionen:  , 
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also: 

and  folglich: 

wo  sich  nan  fragt,  uie  das  Zeichen  zu  nehmen  ist,  vras  auf  fol- 
gende Art  entschieden  werden  kann. 

Für  die  Ellipse  and  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  ist  nach  80) : 

«=-f  (l-O- 

Nach  einer  sehr  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  ist 

Ä  +  Ä'=2A  =  p^. 

welcher  Gleichnng  unr  genügt  wird,  wenn  man  in  dem  obigen 
AosdrDcke  von  R'  das  obere  Zeichen  nimmt.  Also  ist  fär  die 
Ellipse : 

Für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  ist  bekanntlich : 

Ä'-ß  =  2A=-r£-5, 
1 — n* 

welcher  Gleichung  nur  genügt  wird,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke 
TOD  R!  das  untere  Zeichen  nimmt.    Also  ist  für  den  ersten  Zweig  ' 
der  Hyperbel: 

Für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist  nach  80): 

«=|0_l). 

Fnr  diesen  Zweig  der  Hyperbel  ist  aber  bekanntlich : 

ß-Ä'  =  2A  =  -|^, 
I— n* 

«elcher  Gleichnng  nur  genügt  wird,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke 
Ton  E!  das  obere  Zeichen  nimmt  Also  ist  für  den  zweiten  Zweig 
4cr  Hyperbel : 

Thal  X3CXVII.  IT 
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Hiernach  ist  also: 

wenn  man  ffir  die  Ellipse  und  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel 
die  oberen,  fClr  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  die  unteren  Zei- 
chen nimmt. 

Für  die  Ellipse  ist: 
Für  die  Parabel  Ist: 

»OD «=-fG-0- 

Für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  ist: 

m    «=-fß-.).  «'=-|(J±i:+;). 

Fflr  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist: 

Ffir    —    kann   man  auch    t-  und   —  setzen. 
a  b  c 


§.9. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Bestimmung  der  Berührenden 
des  Kegelschnitts  in  dem  Punkte  {xyz)  desselben  beschäftigen. 

Nach  45)  und  79)  haben  wir  zwischen  den  Coordlnaten  x,  y^  z 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

(ftcos/-— ccos/?)a?-f  (ccosa— acosy)^-f  (aco8/?~6cosa)z=0. 
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"^+*»  +  "=£(£±r;0' 


wo 


ist,   and  fSr  die  Ellipse,    die  Parallel  und  doii  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  das  untere,    für  den  zweiten  Zweig   der  Hyperbel  das 
obere  Zeichen  zu  nehmen  ist. 
Setzen  wir  der  Kurse  wegen: 

n  =  (6  cos  y  —  c  cos  I?)  OP  4- (c  cos  o  ~  a  cofi  y)^  4- (a  cos /?  —  6  cos  a)  z, 

and  bezeichnen  die  veränderlichen  oder  laufenden  Goordinaten 
durch  Xi  Xi^'W,  so  sind  die  Gleichungefi  der  BerfihreDden  des 
Kegelschnitts  in  dem  Punkte  (oir^z)  bekanntlich  *) : 

r  —  x t)-~y ?— x 

8a  8ü_8a   8Ü  ""  8m  8ü_8a  8ü  "  8a    8ü_8a    8ü" 
djy*  82      8z*8y        8z '8j?      8a:'8z        da^'d^      dy'^ 

Darch  Differentiation  der  obigen  Ausdrucke  von  n  und  U  erhält 
man: 

dvL      ,  a^     Sa  9u  «      . 

^=:6co8y  — ccosp,    ö- =  ccosa  —  acosy,    ^  =  acosp  — ocos« 


und 


8D        ^  p     dR      8Ü__.  -  P    SR      8Ü_   -^  p    SR 


oder,   w«il,    wie  man  leicht  findet. 

dB      x       dR       y 

dx~R'     By  "  R' 

dR      z 
Si^R 

ist: 

8Ü_    ^p     X       8Ü_.^  »     y       8Ü        _  «     z 

Also  tsty  wie  nmn  mit  Beachtung  der  beiden  Gleichungen 

a*  +  6*  +  c®= j-j,     «cosa  + 6cos]5-|-ccosy  =  0 
leicht  findet: 


•)  ThI.  XXX.  S.  373.  Nr.  13). 
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3y '  8x        82  *  8y 
««                »     (ax^bv-\-ct)coBa  —  a(a?co8g  +  yco8|3  +  zcosy) 
=^c«««T2i5- = Ä  ' 

du  au_8n  aü 

a*  'dx       Si"  3* 

n»        p    («Mr  +  6y-f  c») coBi?—fe(j? C08« 4- ycoB^-ft CQgy) 

=^<^"»^T^- ^ R  • 

8a  aü  _  8h  ao 

8a;"  By        dy' dx 

Nach  59)  und  52)  ist  aber: 

x  —  u   

cos  Ä  = ;; a   m ' • 

orcosa  +  ^cosp-fzcosy 

y — V 

^®®^'^.TC08a  +  ycos/3  +  zcosy' 

z — w 

cos  V  ~~  

'      orcosa  -h^cosp  +  zcosy 


und 


6= 


4n**aa:  +  6y+cz' 


._£l 


W 


also : 


(«a:  +  6^ +  cz)  cos« — a(arcosa  +  yco6|S+zcosy) 

(aar  +  6y  +  cz)*(a:  — «)— j-5(arcosa  +  ycos|S+zcosy)*.tt 
■  (aar  +  6y  +  cz)(a:co8a+yco8/S+zco8y) 

(oo:  +  6y + cz)  cos /J—6(ar  cos« +  y  cos /5  +  tcosy) 

(iia:+6y  +  cz)«(y— e)-;^(arco8a+yco8/J  +  zcosy)«.r 
(ao:  +  6y  +  cz)  (o:  cos  «  + y  cos /5  +  z  cos  y) 
(aa:  +  6jy  +  cz)cosy  — c(^cosa  +  ycosj5  +  zcosy) 

(aar  +  6y  +  cz)*(z— «>)  — j-5(;rco8a+ycosP+2COsy)*.fr 
^aa:+*y  +  <»)(a7C08a+S^co8^  +  zcosy) 
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abo,  weil  nach  79)  ond  8^ 

fla:  +  63r  +  cx  =  £(|±-), 

ist,  wie  man  leicht  findet: 

{ax  +  %  +  cz)  {xcoB  a  +ycoBß-t-xcoay) ' 
{aap  +  bg  + ex)  cos  ß — 6(a;co8a-|-jfco8/}-f  ^cosy) 

(aa;-f  6j(  +  cz)(a;co8o-f  ^co8/3-|-  zcosy) ' 
(aa:+Äy  +  cz)co8y — c(^eo8cr-|-^co8j3-f  ^coey) 

(ax  +  by  +  cz)  (jrcoso-|-^co8/}-f  zcosy) 
Hieraus  erhält  man  endlich  leicht,  wenn  man  ßir 

cosa,    eosß,    coay  and   lu; -|- 63^ -f  cz 
immer  ihre  obigen  Aasdrflcke  einführt: 

au  8ü_ao  aü 

8y '  dz        dz  '  ay 
«  \2n/    ß(ad?-|>6^-f  cz)  (:rco8a-f  ^co8/}  +  zcosy)* 


8u  aü_au  au 

dz'  dx       dx'  dz 


n  VinJ 


R(ax  +  by  +  cz)  ^a?co8a-f^co8/3-|-2C08y) ' 


a.a  au  _  au  au 

^'  By        dy'  dx 


n'yßnj    Riox  +  by-i-ez)  {xcosa-i-y  coBß-i-zcoay)* 
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oder: 

au  aü_8u  au 

dy '  Bz       dz' dy 
""«  '\2nJ    R(aa:+by  +  cz)  (a:cosa+ycoi>ß+2cosy) ' 

au  aü_au  ac 

Bz'  8a:      Bx'  8z 
n  '\2n/  'R(ax  +  by-\-cz)(a:cosa  +  yco8ß+zco8YJ' 

au  aü  _  au  8ü 

Ba:  *  8y        By'  Bx 

n  V*i«/  ' R(aa:+öy-\-cz)  (xcoaa  -{^  ycosfi  +  zcosy)' 

Nun  ist  aber  nach  52)  und  79) : 

P4.ä                 Ea^H                 Ejl^ 
2n^  n                 2n^  n  ,               2n^n 
M  =  — — — a,      15= — 6,     w?= c; 

2n  2n  2ft 

also: 

?«"=»(£±?)««-  l«-="(£±f)«'. 

folglich : 

aq  au  _  a«  au 

By'  Bz        Bz' By 

/w2—  l         ;i  \ 

n  VW    '  V2ii*  «/  *  /^(ax+^-hcz)(a;cosa-f  .vcos/?  +  zco8y)' 

Bu  8ü  _au  au 

a«  '  a^:        Bx'  Bz 
n  \2n/     V2w—  «/ *  Ä(aar+6y  +  ci)(;rcosa+ycos/5+2cosy)' 
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""«VW    A2«       n/Ä(oa:+6y+cj)(arco8«  +  ycos/J  +  ico8y) 

Also  sind   die    Gleichungen   der  Berührenden    im  Punkte   (xyz) 
des  Kegelschnitts : 

)r— ar 
104)    ..    . 


?  —  I 


X=^'«TÖ-"«'' 


oder: 


f  —  x 


***)••••       t(n»-l)iBT4p!^  — »'«« 

nzzS. 

-  {in*-l) ltTip\y-n*Rb 

?  — » 

—  \{n*-l)K^ip\t-n*Rc ' 


oder: 
106) 


r—x 


|(««-l)T^U-n«« 


g— y 


t(n«-l)T^ly-«»* 
Lz£ 

-   — —  , 


oder: 


107) 

x—x «)— y f— » 

nt(3r_fl)_(l±J^)a-     n»(y-A)-(l±^)y     »•«(x-c)-(l±J5^)z 
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Bezeichnen  wir  die  von  der  Berührenden  mit  den  positiven 
Theilen  der  Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  auf  bekannte  Weise 
genommenen  Winkel  durch  %,  X,  fi;  so  ist,  weil,  wie  man  leicht 
findet, 

i[(«*-i)Tcä]^-«*«l* 

=  |(n^-l)ÄTpH(n«-l)Ä=F(l±^^)pl 
108) 


ist: 


cosx 


COSA=: 


COS/l  = 


y  |(ii«-l)ÄT/>lt(n«-l)ÄT(ldb^)pl 


{(n'^-D'Y-^U-n^c 


Y  {(ii«-l)ÄT/^)|(n«-l)ÄT(l±^)pl 


wo  man  -die  Quadratwurzel  positiv  und  negativ  nehmen  kann. 

Die  Formeln  für  die  Normal- Ebene  in  dem  Punkt  (xyi)  las- 
sen sich  hieraus  unmittelbar  ableiten  *).  Die  Haupt -Normale  ist 
hier  die  Durchschnittslinie  der  Normal -Ebene  mit  der  Ebene  des 
Kegelschnitts. 

Bezeichnen  wir  das  von  dem  als  Coordinaten- Anfang  ange- 
nommenen Brennpunkte  auf  die  Berührende  in  dem  Punkte  {ocyi) 
gefüllte  Perpendikel  durch  P ;  so  ist  nach  einer  bekannten  For- 
mel der  analytischen  Geometrie ,  mit  Rücksicht  auf  die  vorher  nir 
die  Berührende  entwickelten  Formeln: 

P*  =  ar*  -I-  y*  +  -*  ""  (^-  cos  *  +  .y  cos  A  +  Z  cos  fi)*  , 
•)  Till.  XXX.  S.3T3.  Nr.  17. 
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und  folglieh  oach  dem  Vorhergehenden: 


P«=Ä« 


Un»- l)ÄT;»n(«*-l)ÄT(l±^)pl 


oder,   wie  man  leicht  findet: 

t[(n»-l)gTplfi-ip«l« 


P«=Ä». 


t  (n«- 1)  ß+p)  t  (n«  - 1)  «T(l  ±^)i9 1 


woraus  sich  ferner  ohne  Schwierigkeit  ergiebt: 


109)      p=;pV^l-l'^'=i)ßTplÄ,^ 


|(n»-l)ßTpll(«>-l)i2T(l±^)i»J 


Pflr  die  Parabel  muss  man  n=:l  setzen  nnd  die  unteren  Zeichen  • 
nehmen.    Dadurch  erhält  man: 


wie  sieb  aach  anderweitig  leicht  beweisen  läset 


§.  10. 

Ich  gehe  nun  zu  der  Bestimmung  des  Krümmungskreises  in 
dem  Punkte*  (orvx)  über  und  werde  mich  dabei  der  zu  diesem  Be- 
hufe  von  mir  früher*)  entwickelten  ganz  allgemeinen,  wie  ich 
glaube,  sehr  merkwürdigen  und  wichtigen  Formeln  bedienen^  in- 
dem ich  auch  alle  dort  eingeführten  Bezeichnungen ,  ohne  weitere 
neue  Erklfirung  derselben,  hier  beibehalten  werde.  Das  Folgende 
wird  zugleich  ein  zweckmässiges  und  lehrreiches  Beispiel  sein, 
am  durch  dasselbe  die  grosse  Fruchtbarkeit  und  überaus  bequeme 
Anwendbarkeit  der  in  Rede  stehenden  ganz  allgemeinen  Formeln 
lu  zeigen,  welche  früher  in  dieser  Allgemeinheit  und  in  dieser 
sehr  bequemen  Form  noch  nicht  entwickelt  waren. 

Zuerst  finden  wir  durch  fernere  Differentiation  aus  den  im 
Yorhergehendeo  Paragraphen  entwickelten  Formeln  leicht: 


♦)  M.  8.  Till.  XXX.  S.  418^8.  423. 
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^_0     ^-n     ?!H_o. 

l*<L=o     ^=0*    ^"=0- 

dxdy        *    dydz        '    Bzdx        ' 

und: 

ä5ä^~*2^«*Ä3'     dtfdz'^-2i^^'R^'     dzdx^^^ifi'R^' 
Weil  nach  §.6.  II*.: 

(a  cos /5  —  6  C08  a)*  +  (6  cos  y  —  c  cos /3)*+ (\c  C08  a  -  a  cos  y)* = ^j, 
ferner  nach  45): 

(6cosy — cco8jS)a:  +  (ccosa  — a  cos  y)3(+(a  cos/5  — 6  cos«)  2=0, 
und  offenbar  auch: 

(6cosy — c  cos  (3)  a  +  (c  cos« — acosy)6  4-(<>cos|3 — 6cosa)c^0 

ist;   so  erhalten  wir  aus  den  im  Forhergehendeo  Paragraphen  fSr 
die  ersten  Differentialquotieuten  entwickelten  Ausdrücke  sogleich: 

«•=fc)    +(8y}    +(är)  =&' 

und: 

Ferner  erhält  man  mittelst  der  in  Rede  stehenden  Differential- 
formein  leicht: 

Mittelst  der  vorher  angegebenen  zweiten  Differentialquotienten 
ergiebt  sich  sogleich 

v=0, 

wo  man  den  allgemeinen  Ausdruck  von  v,  der  hier  zur  Anwen- 
dung kommt,  a.  a.  O.  S.  420.  nachzusehen  hat.  Ferner  ist  nach 
dem  an  demselben  Orte  gegebenen  allgemeinen  Ausdrucke  von  V 
und  dem  Obigen: 
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v-T-£-  y*-t-*'/o"  ?u    80  8üy 

^  z^f/zau  aü    au  8ü\/au  au    au  8ü\ 
*2fi*"  Ä« va^* 8t "at  a^/Ui" Bx'Bx'TzJ 

,  p^  '^/8a  8U      8a   8ü\/au   8ü     8u  aü\ 
*2n«Ä»  V8iaT~ax'8s/Vaa;ay  ~dg'Tx) 
p_  'hx/d»    80     8«  eUX/Su  8Ü     8u  8ü\ 
*2n« •  Ä»  \dx "dy'hy'  dxj  {.dy "  82  ~  8z '  ByJ ' 


al«o,  wie  leicht  erhellet: 


~^2n*R\\dy"d2~dt'dsJ    +  Vai "  8«     8:j:8z/ 

/8u  8ü_au  auy/ 

'^'K.dx'Sy      dydx)    \ 
p_    1_      /8u  8Ü     au  8Ü\       /du  du     du   8Ü\ 

/8u   au      8u  8Ü\ 

^'\dxdif~dydxj'  ■ 
Es  ist  aber  nach  der  allgemeinen  Relation  §.  6.  II. : 

A  aü_8tt  8D\«    /au  8ü    8tt  SUN»    /au  ac    su  suv 

\9y&       81'^/  ■*'vai'8a:      8a:' 81/  "*■  Vaa:' 8y  ~  ^"  8i/ 

Weü  ferner  nach  den)  vorhergehenden  Paragraphen : 

dy  *  3x      8z  '  dy 
-£i«^-  -s-  P     (fl^-f6y  +  C2)costt~a(a-eo8a  +  .ycosg-f2Cosy) 

8u  80_8u   8ü 
81  *  8ar      8a: '  8i 

-flnncÄi:  ^    fa:g  +  %-fcz)cos/3— 6(a?co8tt+.vcQsg-Kgcosv) 

8u    8ü_8u  8Ü 

8a? '  dy      dy'  dx 

~^on«,3r-£-    (««^  +  % -f cz) cos y ~ c (j? cos tf -f y coff jg  +  zcosy) 
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ist»  80  ist  offenbar: 

/8a  8Ü     au  8Ü\       /3u  3Ü     Su   aü\        /3u   8Ü     du  8Ü\ 
•^V8^8i'~8z'8y>/+3^V8z'8a:^8a:W'*"'\8:c*^"'^Siy 

=s  ^(a:cos«+ycos/5+2cosy), 
also  nach  83): 

/8u  8Ü     8u  80\ ,    /8u  8ü     8a   8Ü\  .    /8a   8Ü     8a  8ü\ 

Nach  gehuriger  Sabstitution  dieser  Ausdräcke  in  den  obigen  Aus- 
druck von  V  erhfilt  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  KrCIromungshalbmesser  durch  K  und 
die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  KrGmmungskreises  durch 
Jf ,  1>>  S»  so  ist  nach  den  a.  a.  O.  S.  423.  Nr.  60)  und  S.  422.  Nr.  59) 
entwickelten  ganz  allgemeinen  Formeln  im  vorliegenden  Falle,  vro 


ist: 


und: 


Q=0   und    v=:0 


*  —  a:  =  —  — y — . 

V— »  =  —  v^    ' 

5^ V-' 

also,   weno  man  die  vorher  gefundenen  Ausdräcke  sSmmtlich  in 
diese  Formeln  eiufiQlirt,  wie  man  leicht  findet: 

Ä»(n«-lTg)* 
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and: 

3f-a:  =  ±4^((n«-l)|Tll{2»«^flTx), 

111)      {  V-»=±4|l(««-l)^Tl)(2««|6Ty). 

5-«=±4*t(R«-l)|Tll(2n4|cT*); 

ivelcbe  Ausdrücke  jedenfalls  sehr  nierkwördig  sind. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Punkte  {xyz)  und  (X|>0)  geben- 
den Geraden  sind: 

also  nach  111): 

iiox  ^-^ U^lIL ?-^ 

HZ)    .  .  .  lg  —         jö  = o • 

2««-aT^      2n«-6T3(     2n«-cT* 

Da  [man  nun  weiss  *) ,  dass  für  jede  Curve  der  Krümmungs- 
Hittelpunkt  in  der  Haupt -Normale  liegt,  so  sind  vorstehende  Glei- 
chungen die  Gleichungen  der  Haupt -Normale,  was  zur  Vervoll- 
ständigung Dessen  dient,  was  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen 
in  dieser  Beziehung  in  der  Kürze  bemerkt  haben. 

Dm  die  Richtigkeit  der  AusdrGcke  111)  durch  anderweitig  be- 
kannte Ausdrucke  zu  prüfen,  wollen  wir  sie  auf  die  Parabel^  für 
welche  n=I  ist,  anwenden,  indem  wir  die  Ebene  der  Parabel 
selbst  als  Ebene  der  xff  annehmen.  Da  wir  in  diesem  Falle  be- 
kanntlich die  unteren  Zeichen  nehmen  müssen,  so  ist,  wie  man 
mittelst  leichter  Rechnung  findet: 


and: 


1  =  4«  V^f, 


»-a:=-4|(2|fl  +  ^).    !>-»  =  - 4^ (2| 6+»); 


oder,  wenn  wir  jetzt  die  Axe  der  Parabel  als  Axe  der  a:  anneh- 
men, wo  also  6  =  0  ist: 

JF— ar.-=  — 4-(2- a  +  a:),    V—y-'-i— y. 


♦)  A.  a.  O.  S.  402. 
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Legen  wir  das  bei  der  Parabel ' gewöhnliche  Coordinatensystem 
Z1I  Grunde,  für  welches  wir  die  Coordinaten  jetzt  durch  x' ,  y' 
bezeichnen  violien,  so  ist  nach  einer  allgemein  bekannten  Formel : 

ganz  wie  oben.     Ferner  ist  bekanntlieh: 

rz=sx'  +  ip.  r=~^- 

Nan  ist  aber  offenbar: 

a:  =  .r'  — Jp,    y  =  y''^    JF  =  r  — ijö,    V  =  V' 
und  a  —  —  ip»  also  nach  dem  Obigen: 


also: 


4jr'« 


wiederum  ganz  wie  vorher. 

Man  konnte  die  Formeln  111)  noch  auf  verschiedene  Arten 
anders  ausdrücken,  was  aber  hier  nicht  weiter  erläatert  za  wer- 
den braucht. 


§.  11. 

Wir  wollen  noch  die  Gleichung  der  Projection  des  Kegel- 
schnitts auf  einer  der  drei  Coordinatenebenen ,  etwa  auf  der  Ebene 
der  xy,  suchen.  Diese  Gleichung  erhalten  wir,  wenn  wir  aas 
den  beiden  Gleichungen  45)  und  75),  nfimlich  aus  den  beiden 
Gleichungen : 


(6  cos  y  —  ccos  ß)x+(c  cos  « — n  cos  y)y+ (n  cos  ß  —  6  cos  o)  1 =0, 
^(^^  +  yni*)=n«(aar  +  6y  +  C2-^« 


die  Grösse  x  eliminiren.    Nach  der  ersten  dieser  beiden  Gleichun 
gen  ist: 
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^      (6  cos  y  —  c  cos  ^)x-\-(c  cos  a  —  o  cos  y)  jy 
*'~"  acosß — 6cosa 

und  weil  nun  nach  §.  6.  111*.  IV*. 

(aco8|5  — Äcosa)*  +  (6co8y— ccos/5)2=j-2Cos/3*+Ä*, 

(ccosa  —  acosy)*  +  (acosjS — 6co8«)*=^j5Cos«*+a*, 

(6cosy  —  ccosjS)  (ccosa — acosy)=  —  j-^cosacosjJ — «// 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

113)     ß.=:..+y.+,.= (,,,,^_teos«)' ' 

welcher  Ausdruck  auch  an  sich  merkwürdig  ist.    Weil  ferner 

a(acosj3  — 6coso)  —  c(6cosy — ccosß) 
=  (a*+6*+c*)co8/3 — 6(acosa+6cos/3  +  ccosy), 

b(aco8ß  —  bcoB(/)--c(cco8a  —  acosy) 
=:  o(acos«+ ÄcosjS +ccosy)  —  (a® +6®+ c*)  cos«; 

also  nach  bekannten  Formeln: 

a(aco8/5— Äcosa)  — c(6cosy — ccos/?)=     j-jcos/?, 

6(acosj3 — 6cosa)  —  c  (c  cos  a— acosy)  =  —  t-5  cos  a 

ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

_, ..  ,  .     ,  j»«    :rcos/?— ycoso 

114) oa;  +  6«+C2=  f-i. 5 — X , 

/  ■    jr  •  4^«  acosp  —  6co8a 

und  daher: 

P*  _  P*    (a?  — g)cos/?— (y-^6)costt 
*^+^^+^""4n«"~4S«*  acosß-Äcosa 

Also  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Projection  auf  der  Ebene 
der  xjfi 

115)     ....     (Aar— ay)«+;^(a:cos/J— ycos«)« 
=  4  {(^— fl)cos/3  — (y  — 6)cosa;*. 
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Zweite«  Kapitel. 

Von   der   BestifflinuDg  der  Bahnen   der  Planeten  und  Cometen 
aus   drei  geocentrischen   Beobachtungen. 

§1. 

Wir  werden  uns  in  diesem  Kapitel  mit  der  folgenden  geome- 
trischen Aufgabe  beschäftigen: 

Aufgabe. 

Es  seien  ein  Punkt  O  und  drei  gerade  Linien  im 
Räume  gegeben:  man  soll  mit  dem  gegebenen  Punkte 
O  als  Brennpunkt  einen  Kegelschnitt  beschreiben, 
welcher  die  drei  gegebenen  geraden  Linien  in  den 
Punkten  Ai,  A^,  A^  so  schneidet,  dass,  wenn  man  sich 
die  Sehnen  AiA^  und  A^A^  des  Kegelschnitts  gezogen 
denkte  die  FiSchenrSume,  der  beiden  Dreiecke  AxOA^ 
und  A^OA^  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  zu  einan- 
der stehen,  wobei  wir  zugleich  annehmen  werden,  dass 
die  dfei  Pnnkte  A^^  A^,  A^  eine  solche  gegenseitige 
Lage  haben  sollen,  dass  man,  um  von  O  durch  Ai  zu 
^9,  von  O  durch  A^  zu  A^  zu  gelangen,  sich  in  beiden 
Fällen  in  gleichem  Sinne  bewegen  rouss. 

Wir  werden  diese  Aufgabe  hier  bei  Weitem  vorzugsweise 
nur  aus  dem  geometrischen  Gesichtspunkte  auffassen  und  auf- 
lösen, als  eine  Anwendung  der  im  vorhergehenden  Kapitel  ent* 
wickelten  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  im  Räume,  spä- 
terhin aber  die  nahe  Beziehung,  in  welcher  dieselbe  zu  der 
Berechnung  der  Bahnen  der  Planeten  und  Cometen  aus  drei  geo- 
centrischen  Beobachtungen  steht,  deutlich  nachweisen.  Eine  solche ' 
rein  geometrische  Behandlung  des  Problems,  wie  dieselbe  bis 
jetzt  noch  nicht  gegeben  worden  ist,  scheint  uns  von  grosser 
Wichtigkeit  zu  sein,  um  eine  recht  deutliche  Einsicht  in  die  eigent- 
liche Matur  dieser  Aufgabe  zu  gewinnen ,  was  bei  Weitem  nicht 
in  demselben  Grade  möglich  ist,  wenn  sie  bloss  für  ihren  spe- 
ciellen  praktischen  Zweck  in  der  Astronomie  gelost  wird.  Zugleich 
bemerken  wir  rOcksichtlich  der  Fassung,  welche  oben  der  Auf- 
gabe gegeben  worden  ist,  dass  wir  dabei  vorläufig  ganz  unbe- 
rücksichtigt gelassen  und  davon  abgesehen  haben,    in  wie  weit 
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dieselbe  flberhaapt  eioer  Aan58aDg  ffihig,  ob  sie  in  der  obigeo 
Fassung  völlig  oder  nicht  v5Uig  bestimmt  ist,  u.  s.  w.,  alles  Fra- 
gen, die  erst  darch  die  nun  folgende  Auflösung  selbst  ihre  Erle- 
digung finden  werden. 

§.2. 

Den  als  Brennpunkt  des  gesuchten  Kegelschnitts  gegebenen 
Punkt  O  nehmen  wir  als  Anfangspunkt  eines  beliebigen  recht- 
winkligen Coordinatensystenis  der  acyz  an  und  bezeichnen  in  Be- 
zug auf  dieses  Coordinatensystem  die  Gleichungen  der  drei  gege- 
benen Geraden  im  Räume,  in  denen  die  Punkte  ^,  A^^  A^  in 
der  angegebenen  Weise  liegen  sollen^  durch : 

'    ^ — ^i y — ^1 ^  —  ^1 

k    coscfi        cos/?|       cosyi  * 

1)   .   .   .  .     <;  £zi^--yzi^  =  iri^, 

COSO3         cosjSs       cos/a ' 

costts         cos  ^3       cony^ 

wo  also  a,,  61,  Cx  und  «,,  ft,  yi;  a,,  6,,  c«  und  «,,  /?,,  y,; 
«s»  ^»  ^8  o^^  ^9  ßss  Yz  gegebene  Grossen  sind.  Weil  aber 
(a|6|Ci),  (o^b^c^y  (^8^8<^)  j^^^  d>'c'>  in  ^^n  ^^^^'^  gegebenen  Ge- 
raden liegende  Punkte  sein  k5nnen,  so  wird  der  Einfachheit 
wegen  die  Annahme  ^erstattet  sein ,  dass  diese  Punkte  die  Durch- 
schnittspunkte  £1,  £«,  £3  der  drei  gegebenen  Geraden  mit  der 
Ebene  der  ay  sind«  was  damit  zusammen fftllt,  dass  wir  die  drei 
Coordinaten  Ci^  c^,  c^  verschwinden  lassen  und  daher  die  Punkte 
Ei^E^f  £3  4urch  ihre  Coordinaten  auch  bloss  durch  (ffi^i),  (a^b%)f 
(0363)  bezeichnen  werden.  Das  gegebene  Verhfiltniss  der  beiden 
Dreiecke  AiOA%  und  A^OA^  zu  einander  bezeichnen  wir  durch 

AAi  OA^ :  AA^OA^  =  Tu :  t^ 
ist.    Die  gesuchten  Coordinaten  der  drei  Punkte 

"I  >         ^  9  '"8 

bezeichnen  wir  respective  durch: 

^i»yi*hi  ^»  y«.  2«;   ^9  yz>  H9 

die  nach  diesen  J^unkten  von  dem  gegebenen  Brennpunkte  O  ge- 
zogenen Geraden  respective  durch 

'^l*      ^i      ^5 
Theil  XXXVII.  4 
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und  die  nach  denselben  Punkten  von  den  Punkten  Ex,  E^^  E^ 
gezogenen  Geraden  respective  durch: 

Für  die  zu  bestimmenden  Elemente  des  gesuchten  Kegelschnitts 
bedienen  wir  uns  genau  derselben  Bezeichnungen  wie  im  vorher- 
gehenden Kapitel,  worüber  also  eine  weitere  Erläuterung  hier 
nicht  nüthig  ist.  Unter  diesen  Voraussetzungen  wollen  wir  nun 
zunächst  die  Gleichungen  aufstellen^  in  denen  die  Auflösung  un- 
serer Aufgabe  enthalten  ist. 

Die  Bedingungen»  dass  der  AnfangsfMinkt  der  Coordtnaten  O 
mit  den  Punkten  (aöc)^  («^lytH)»  (^2^2^  '>°  einer  Ebene  liegt, 
und  dass  die  Dreiecke  AiOA^  und  A^OA^  sich  zu  einander  wie 
T12  und  T^a  verhalten  y  geben  uns  zuvörderst  nach  bekannten 
Sätzen  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

I. 

«(»i«2— «iya)  +  *(^^2-^i22)  +  c(ariyt— yia:a)=0, 
y\H-Hy% _ iL« ,    ^i^g-^i^ _  iL«. 

HH—^S         ^  H^3 — "^2^8         ^23 

Ferner  geben  uns  die  Bedingungen,  dass  die  drei  Punkte  (^i^i^i)» 
(^^2^2)'  (^sya^s)  ■"  ^on  ^^^'^  gegebenen  geraden  Linien  liegen  sol- 
len,  die  neun  folgenden  Gleichungen: 

II. 

^i  =fli  +  Gi  cosai ,    j5f,  =6,  +  G|  cos ft ,  «i  =  G,  cos yi ; 

^2  =  «2+GaCosa2,    3/2  =  62+ Ga cos /Sg,  z^^^  G^cosy^; 

^3 «=  «3  +  Gs cosag,    .^  =  63  +  Gscosft ,  23  =  Ga cos y^ ; 

wobei  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  vorausgesetzt  haben,  dass 
die  Winkel  «i,  ft,  yi;  «2»  §2»  7%y  «3*  ft»  73  s«ch  auf  die  von 
den  Punkten  Ei,  E^,  E^  ans  nach  den  Punkten  Ai,  A^,  A^  hin 
gehenden  T heile  der  drei  gegebenen  geraden  Linien  beziehen  *), 

Die  Bedingung,  dass  Ri,R^,  R^  die  Entfernungen  der  Punkte 
(^1^1  *i)»  (^2.y222)>  (^8^3*3)  von™  Anfangspunkte  der  Coordinaten  O 
sind,  giebt  die  drei  folgenden  Gleichungen: 


')  Mdge  diese  Voraussetzang  auch  immerhio  mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  das  Planeten-  und  Coineten- Problem  gemacht  und  zulässig 
sein,  so  möge  sie  doch  hier  grosserer  Anschanlichkeit  und  der  späteren 
Anwendnngen  wegen  bestehen. 
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III. 

Weil  nnn  ferner  die  Punkte  {xifh%t)ylx^i^>  C^s^s^)  >■>  <len> 
mit  O  als  Brennpunkt  beschriebenen  Kegelschnitte  liegen  sollen, 
so  haben  wir  nach  Kap.  1.  79)  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

IV. 

«^1  +*jri  +  «»I  «=  £  (£  T  -') . 

Über  die  aber  folgende  Bemerkange»  za  radcben  sind.  SoHen 
nimlich  die  drei  in  Rede  stehenden  Punkte  alle  drei  in  einer  Pa- 
rabel, einer  Ellipse  oder  dem  ersten  Zweige  einer  Hyperbel  lie- 
gen,  so  muss  man  in  diesen  sämmtlichen  Gleichungen  nach  Kap.I. 
§.7.*)  die  oberen  Zeichen  nehmen;  8oUen  dagegen  die  in  Rede 
stehenden  Punkte  alle  drei  in  dem  zweiten  Zweige  einer  Hyper- 
bel liegen ,  so  muas  man  nach  Kap.  1»  §•  7.  die  unteren  Zeichen 
nehmen.  In  beiden  Fällen  sind  also  die  oberen  und  unteren  Zei- 
chen auf  einander  ca  bezieheor  Um  uns  aber  von  dem  etwas 
lästigen  doppelten  Reichen  zu  befreien^  wollen  wir  von  jetzt  an 
den  Parameter  für  die  Parabel,  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig 
der  Hyperbel  wie  bisher  positiv,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyper* 
bei  dagegen  negativ  nehmen ;  dann  sind  im  ersten  Falle  die  Glei- 
chungen : 


*)  A.  ••  O.  lind  die  Gteidinngen  mit  nmgpekehrten  Zeichen  geschrieben. 

4* 
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im  zweiten  dagegen: 


also: 


folglich  ganz  allgemein,  wenn  nämlich  die  Punkte  (^ijTiZi)»  (^a^a^» 
(^sffs's)  ''"^  'l'®'  '"  einer  Parabel,  einer  Ellipse  oder  dem  ersten 
oder  zweiten  Zweige  einer  Hyperbel  liegen  sollen: 

IV*. 


Sollten  aber  zwei  der  in  Rede  stehenden  drei  Punkte  in  deni 
einen,  der  dritte  in  dem  anderen  Zweige  einer  Hyperbel  liegen, 
so  würden  in  den  Gleichungen  IV.  nicht  mehr  die  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  einander  bezogen  werden  dürfen,  und  die 
Behandlung  der  Aufgabe  würde  einige  Abänderungen  erleiden 
müssen«  die  ich  aber  der  Kürze  wegen  hier  um  so  mehr  bei  Seite 
setzen  kann«  weil  die  Art  der  Behandlung  sich  aus  der  folgenden 
Behandlung  des  hier  in  Angriff  genommenen  ersten  Falls  ganz  von 
selbst  ergiebt,  und  weil  der  zweite  Fall  für  die  Anwendung  in 
der  Astronomie  insofern  keine  Bedeutung  hat,  weil  ja,  wenn  man 
die  Möglichkeit  oder  Zulässigkeit  des  zweiten  Falls  annehmen 
wollte,  die  Bewegung  des  betreffenden  Weltkurpers  eine  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  erlitten  haben  würde.    In  geometrischer 
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Beziehung  wird  aber«  wie  schon  erinnert»  die  Bebandlangsweise 
des  zweiten  Falb  sich  aus  der  folgenden  Behandlung  des  ersterr 
Falls  ganz  yon  selbst  ergeben.  Es  wird  also  im  Folgenden  immer 
angenommen  werden»  dass  alle  drei  Punkte  in  einer  Parabel, 
einer  Ellipse»  oder  dem  ersten  oder  zweiten  Zweige  einer  Hyper- 
bel liegen  sollen. 

Weiter  liefert  uns  nach  Kap.  1. 41)  die  allgemeine  Theorie  der 
Kegelschnitte  die  folgende  Gleichung: 


V.    a.+6.+««=(0. 


Alle  diese  Gleichungen  sind  von  den  Winkeln  «»  ß,  y,  durch 
welche  die  Richtung  der  Directrix  des  Kegelschnitts  bestimmt 
wird,  ganz  unabhängig.  Von  den,  die  in  Rede  stehenden  Win- 
kt\  enthaltenden  Gleichungen  soll  nachher  sogleich  die  Rede  sein. 

In  L»  II.»  III.»  IV*.»  V.  sind  uns  neunzehn  Gleichungen  mit 
deo  zwanzig  unbekannten  Grossen : 

*i»yi»*i;   ««»  ya»  *»;   ^3»  ys*  hi  a^  b,  c; 

Rif  Äj,  Ä, ;     G|,  Gj,  63;    p,  n 

gegeben,  so  dass  wir  also  eine  Gleichung  zu  wenig  haben»  um 
mittelst  dieser  Gleichungen  die  yorstehenden  unbekannten  Gros- 
sen sämmtlich  bestimmen  zu  können.  Allerdings  Hessen  sich  noch 
andere  Gleichungen  aufstellen,  die  aber  sämmtlich  Folgerungen 
aog  den  obigen  Gleichungen,  also  nicht  unabhängig  bestehende 
Gleichungen  sein  würden.  Jedenfalls  ist  auch»  um  dies  an  ein 
Paar  Beispielen  zu  erläutern : 

nun  ist  aber  nach  I.: 

maltiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  j?t,  die  zweite  mit  y^, 
and  addirt  die  Gleichungen  zu  einander,  so  erhält  man: 
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also 

and  diese  Gleicbaag  ist  daher  eine  Folge  aus  den  beiden  letzten 
Gleichungen  in  I.«   so  dass  man  folglich  immer  zugleich  hat: 

Setzt  man  in  der  ersten  der  Gleichungen  1.: 

yi««  —  2iy«  =  ^  (y*«^  ~  ^ays)  - 

^«8 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

a{y%H  -  «ays)  +  *(^^a— a:si23)  +  dx^y^  — y^^s)  =  0, 

ivelche  ausspricht,  dass  die  Punkte  O,  (abc),  (x^y^,  (^ynH) 
in  einer  Ebene  liegen.  Liegen  aber  die  Punkte  O,  (abc),  (XiyiZi), 
(ar«yaZa)  und  auch  die  Punkte  O,  (abc),  (x^^h)»  (^sys^)  *» 
einer  Ebene ^  so  müssen  natfirjicb  auch  die  Punkte  O,  (abc), 
(^sya^s)' C^iyi^i)  i"  einer  Ebene  liegen,  was  durch  die  Gleichung 

«(ys^i  — ^i) + Ä (h^i  -  x^zi)  +  cix^yi  — y»ari)  =  0 
ausgesprochen  wird. 

Nach  Kap.  I.  40),  45)  und  einer  allgemein  bekannten  analy- 
tisch-geometrischen Gleichung  haben  wir  nun  noch  die  folgenden 
Gleichungen : 

VI. 

acosa^-  6cos/3  +  ccosy=0; 

(6cosy — ccos/3)j?|  +  (ccosa  — acosy)yi  +  (acosß — 6coso)zi=0, 

(6co8y  —  ccosj5)a:a+  (ccosa — aco8y)y2+  (acosß  —  bco8a)2^^zO, 

(Äcosy  — ccos/3)a:3  +  (ccosa— a  cos  7)^3  +  (acosß — 6cosa)23=:0; 

cos  a*  -|-  cos  /?*  +  cos  y*  =  1 ; 

oder: 
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VI*. 

a  cos  a+  6  cos  ß  +  ccos  y  =  0 ; 
(bii  —  cy{)  cos  a  +  (cxx  —  özi)  cos  ß  +  (ayi  —  Äa:|)  cos  y = 0 , 
(ftxjj  —  cya)  cos  a  +  (coTa—  ö^)  cos  /3  +  (o^a — bx^)  cos  y  =  0, 
(6x3 — c^a)  cos  a + (c^Tj  —  öig)  cos  j5  +  (ays  —  **3)  cos  y = 0 ; 

cosa*  +  cos/3*  +  cosy*  =  1. 

Nimmt  man  aber  yon  der  zweiten,  dritten,  vierten  Gleichung  zwei, 
etwa  die  beiden  ersten  Gleichungen,  und  lässt  F  einen  beliebigen 
Factor  bezeichnen,  so  kann  man  bekanntlich  setzen: 

cosa=z  r\{cxi  —  a2x){ay^  —  bx^-~{ayi  —  ba:i)(cx^-^  az^\y 

cosß=r\{ayi'-bxi)(bz2—cy^-'(bzx  — c^i)  (ay^—bx^l 

cosy=r\(bzi  — c^i)(cjr2-~az2)— (ca:,— ««i)  (Ä«j-cya)j; 

also: 

co8a=rata(yi  2a— 2:1^2)  +  ^(h^^—^i^)-{-c(xiy2'-yi^^)\> 

cosß  =  rb{a(yiZ^--Ziy^+b(ziX^'-XiZ^  +c(^iy»— .yi^ra)!, 

cosy  =  rc{a(yita— 2iya)  +  ^(h'-^z  —  ^iH)  +  c{xiy^  — yi^r-i)  I; 

was,  in  die  erste  der  Gleichungen  VI.  oder  VI*,  gesetzt,  /.u  der 
Gleichung 

also  zu  der  schon  in  I.  enthaltenen  Gleichung 

fuhrt.  Hieraus  sieht  man,  dass  die  Gleichungen  VI.  oder  VI*., 
in  Verbindung  mit  den  früheren  Gleichungen ,  nur  ein  System  von 
drei  selbstständigen  Gleichungen  reprSsentiren,  indem  man  näm- 
lich von  diesen  fönf  Gleichungen  immer  die  erste  und  letzte  und 
eine  der  drei  mittleren  zu  wählen  hat« 

Im  Ganzen  hat  man  also  zwei  und  zwanzig  Gleichungen  mit 
den  drei  und  zwanzig  unbekannten  Grössen : 

^i*  !fi*  «1;    ^s  ^2»  Hi    ^8»  .y»»  Hi    fl>  ^3  c; 

Äi,  R^3  A3;     Gl,  Ca,  G3;    p,  71;     a,  ß,  y; 

woraiw  eich  ergiebt,  dass  die  Aufgabe  in  der  ihr  oben  gegebenen 
Fassung  keine  völlig  bestimmte  Aufgabe  ist.     Wie  nun  derselben 
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eine  nähere  Bestimmung  zu  geben  ist,  wird  weiter  unten  gezeigt 
werden,  wenn  wir  erst  die  obigen  Gleichungen  einer  weiteren 
Behandlung  unterworfen  haben,  zu  der  wir  jetzt  zunächst  fiber- 
gehen wollen» 

§.3. 
Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  den  Gleichungen: 

und: 

•^i=öi  +GiCosai,    yi=6|  +G,cosft,    Z|  =  6|C08yt; 
0^2=0«+ G^acosos,    ya  =  *a  + CaCos|?2,    z^^G^eosy^'y 

'a^8  =  Ö8  +  G3COSa8,      ^3  =  63-i-6r3C0S/33,      Is=GsCOSy,. 

Fuhrt  man  die  Ausdrücke  der  Coordinateu  aus  dem  letzten 
System  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  ein,  so  erhält  man  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

^23 1  ^a  ^^^  71  •  G*i  —  ^i  cos  yt .  G2  —  (cos  ft  cosy« — cosyi  cosj?^)  Gi  G^  \ 
=  ^ia{*3  cos/a-  G^a  -  ^2  cos  73 .  63  — (cos/^scos/s  -  cosy^cesj^s)  626^3  U 

r28 1  Oa  cos  yi .  Gl  —  o,  cos  ys .  62  -f  (cos  yi  cosa2 — cos«!  cosy^)  G|  G»  ^ 
=  Tj2lö8C08y2.G2 — a2Cosy8.  G3 -|- (cosy2cosa8  — C08a2C0sy8)G2G3); 

welche  sich  auf  verschiedene  Arten  schreiben  lassen. 

Schreibt  man  diese  Gleichungen  zuerst  unter  der  Form: 

r^zb^cosy^ .  Gi  +  Tia62Cosy8.  G3 
=  I  (r236i  +  T|  263)  cos  y2  -f  ^23  (cos  ßi  cos  y2  —  cos  yi  cos  ß^  G^ 

—  ri2  (cos  ß^  cos  y3  —  cos  y2  cos  ft)  63 1 G^ 

t^^a^cosyi,Gi  +  fi^a^coBy^.G^ 
=  I  (r23ai  +  71203)  cos  y2  —  r23  (cos  yi  cos  a^  —  cos  «j  cos  y^  Gi 

+  i^iaC^^os  yjcos  «3  —  cos  «2  cos  y^)  G^  ]  G^ 

und  dividirt  sie  dann  durch  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


\ 


(t^z^i  +  tia^a)  cosy.2  +  T23XCOS  ßi  cos  ya  —  cosy^  cos  ß^  Gj 


6a  _f —  Tj  2  (cos  fe  CO»  y3  —  cos  ya  cos  fe)  G3      }^ 

Oa      C     (^2301  +  71203)  cos  ya— T28  (cosyi  cosa2— cosaj  cosy^  Gi     > ' 

(.  +T,2(cosy2COsa3  — cosa2COsy3)G3  j 

die  ferner  leicht  zu    der  folgenden   linearen  Gleichung  zwischen 
Gl  und  G,  föhrt: 


Digitized  by 


Google 


als  Curven  im  Haume  betrachtet.  bl 

"HitlfliCcOsftcosyj— C08y3C0s/J2)— MC08«jC0Sy»-C08y8C0S«j)}Cr3/ 

oder: 

3) 

{ ^i« («»*•  — *»ff8)  +  ^M («2*1  -  Mi)icosya  j 

+l28 1  (<%  C08/^  —  A^COStfi)  C08ya —  (a^lHOBß^  —  62C08a2)C08/|  I  Gl  >  =0. 

+T|j|(ii2CO8/?3--62C08as)c08y2— («aCOsPa— AÄC08ö2)co8y8|Ga' 
Schreibt  man  die  beiden  obigen  Gleichungen  auf  folgende  Art : 

Tn^COS/i .  G]— (T286]+T|268)<^08y2*Gt~  t28(C08/?|COSy2~<:08y|C08j32)Gi  G2 

=— i^i«{*«co8y8  +  (co8/?2Cosy8  —  co«y«co8/38)G«lG2, 

issoicos}^  •  Gl  -(^öi"Hi«<»B)co8ya.G2-  r2a(cr66a|C08y2~co8y|C08o^)Gi  G, 
= —  T12 1  «s  C08  ya  +  (cos  ^2  c®»  Xs  —  co8  y%  cos  «a)  G%  \  G^ 
und  diTidirt  sie  dann  durch  einander»  so  erhält  man  die  Gleichung : 

laftiCogyi.Gt— (t28fei'fyiaft8)cogytt»G2~r,a(co8ftco8y2--co8yiC08/?2)G|G2 
«öOjCosyi.Gi— (*MOi"Hri«a3)co8y«.G2-T,3(co8aiCosy2-co8yiC08a2)G,G2 

&2CO8y8  +  (C08/32C0»yi — COS  y^  COS /3^)  G2 

02  cos  ya + (cos  a^  cos  y,  —  cos  y2  cos  «8)^2 ' 

welche  nach  leichter  Rechnung,  wenn  man  aufhebt,  was  sich 
aufheben  lässt,  und  die  Gleichung  dann  durch  G2Cosy2  dlFidirt, 
zo  der  folgenden  Gleichung  fährt: 

4) 
ta2(tja6i+na*8)— *a(^i3fli  +  ^iaö»)lco8y8 
+%{ 02  (cosftcosya—cosyi  cos/Ja) — 62(^0804  cosya—cosyi  cosi%))  G| 
+ 1  (%*!  +  ^1265)  (cos  «2  cos  ya  —  cos  y^  cos  Og) 

— (T28«ri  +  ^la«»)  (cos  ß^  cos  y,  —  cos  y2  cos  ß^)  |  G2 
+tj,lcosi%(cosjS|C08ya— co6yiCOSj3a)+cos/52(cosyiCOS«8— cosajcosy,) 
+  cos  y2  (cos  «1  cos  /?8  —  cos  ßi  cos  «s)  1  Gl  ^2 
=  0. 

Sehreibt  man  endlich   die  beiden   in    Rede   stehenden  Glei- 
chaogen  auf  folgende  Art: 
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T1262COS  ya .  Cs  ~  (^23*1  +  ^12^3)  coÄya-  6^2 

+  Tij(co8/58Cosy8 — cosy^cosft)  6^69 
:=— Stsl^aCOS)^! "~  (cosft  cosya—cosyi  cosj?^  6rj|  Gi , 

TiaO«  cos  ys  •  Gs  ■—  («23Ö1  +  ^i2«8)  cos  y«  •  G« 

+  ^12  (cos  «8  cos  ya  —  cos  y^  cos  Og)  Cr^Crt 
=  — t28{a2Cosyi  —  (cosaicosya— cosyicosoj)  G^]  Gi 
und  dmdirt  sie  dann  durch  einauder,  so  erhält  man  die  GleichuDg : 

i  Tia^aCosys.  C3  —  {r^bi  +  T,263)co8y2.  G.^  ) 

)     +y|2(cosP2Cosy8— cosy2Cosl33)G2Ga     3 
f  r|2ff2C08y3.G3  —  <T23ai  *f  7i2«r8)cosy2.G2  } 

C     +  r|2  (cos  «2  cos  y3  —  cos  y2  cos  «3)  G2  Gs      ^ 

62C08yi  —  (cos  ßi  cosy2  —  cos  yt  cos  fe)  Gg 

""  a2C0syi  —  (cos  a,  cosya — cosy,  cos  «2)  G2 ' 

welche  auf  ähnliche  Art  wie  vorher  mittelst  leichter  Rechnung 
ferner  zu  der  folgenden  Gleichung  fuhrt: 

5) 

( «2(^28*1  +  ^12*8)  —  *2(l^23«l  +  ^12«3)  1  COS  yi 

— ^12 1  «2  (cos  ßi  cos  yj — cosyi  cosj?3)  —  *2(coso^  cosy8  —  cosy,  cosog)  I G» 
+  1(^28*1  +  ^12*3)  (co»a2Cosyi  — cosyscoscxi) 

—  (^28«i  + 1^1 2«$)  (cos /52  cosy,  —  COSy2COS/3|)  }  G2 
—  T,2 1  COS  «2(co»ftcosyj--cosy,cosj53)+cosj52(cosy,co»«8— cosÄiCosyg) 
+  cosy2  (cos  of,  cos  ft  —  cos  ßi  cos  «3)  )  G2G3 
=0. 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen : 

6) 

JA     =  T12  («2^3  "~  ^2^3)  —  ^23  («1  ^2  —  ^1«2)  > 

B  =:(a2Cos/?,— 62Cosa,)cosy3  — (Oscos/^s  — 62CosiX3)cosy,9 

ig^  =— r23{(oicosj52— AiCOsaa)cosy8  — (iiiCos/33— 6,  cosü%)cosy2) 

—  ^i2((«'8Cos|52  — 63Coscf2)cosy3  — (o3Cosj?3— 63Cosas)cosy2), 
if,2  =  —  r2s  { (ö,  cos  /?2  —  ^1  cos  02)  cosy,  —  (a,  cos  /?,  —  6,  cos  «,)  cos  y2 } 

— ^nKosCosft  — A3Cos«2)cosy,  — (ajcosft— 63COsa,)co8y2l, 
J)    =  —  t(c08fl(2CO8/?8 — cos /32  cos  1%)  cosy, 

-f  (COSO3COS/?,  -cos/33Cos«i)cosy2+  (costf,  cosjfe-cosft  cosoe2)co8y3 ) ; 
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so  werdeB  die  Gieicbong^D  4)  uod  5): 

7) 

Kennt  niao  etwa  G^f  so  lassen  sich  mittelst  dieser  beiden 
Gleichungen  Gi  und  G^  leicht  berechnen«  und  die  Gleichung  2) 
oder  3)  kann  dann  zur  Prüfung  der  Richtigkeit  der  geführten 
Rechnung  dienen.  Naturlich  iSsst  sich  immer  ein  ähnliches  Ver- 
Imhren  anwenden ,  wenn  man  überhaupt  irgend  eine  der  drei  Gros- 
sen Gl,  G29  Gi  kennt»  indem  sich  daraus  mittelst  der  hier  ent- 
wickelten Gleichungen  die  beiden  anderen  immer  leicht  finden  lassen. 

§.  4. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Betrachtung  der  vier  Gleichungen : 

and 

indem  wir  derselben  die  folgende  allgemeine  Bemerkung  voraus- 
sditeken. 

Wenn  zwisdien  drei  GrOssen  x,  y,  t  vier  Gleichungen  ron 
der  Form 

fli^  +  6iy  +  ciz=jsri, 

Ax^By-k-Cz  —  fi 
Statt  finden  y  so  müssen  die  Grossen 

«0»  *o>  <^;    «1»  *i>  ^1;    ««>  *a>  c,;    ATq,  K^,  AT,;    Ay  B,  C 
jederzeit  einer   gewissen  Bedingungsgleichung   genügen  ^    welche 
man  leicht  auf  folgende  Art  erhält.    Man  verbinde  mit  jeder  der 
drei  ersten  Gleiehungen  die  vierte  Gleichung  und  eliminire  jedes- 
mal Xf  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
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Maltiplicirt  man  oun  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
(biA  -  aiB)  (c^A—a^C)  -  (ci  A—Oi  C)  (6,  J  -  a^B) , 

und  addirt  die  Gleichungen  zu  einander,   so  erhält  man  auf  der 
Steile  die  folgende  gesuchte  Bedingungsgleichung: 

{{b^A^a^B){c^A-a^C)  —  (c^A'^axC){KA^a^B)\Ko  \ 
+  1(6,^— fl^Ä>(co/l-ÄoC)  — (c,J-a,C)(6o^— aofi)tÄ^i  [  =0, 
+  {(M— <'o»)(ci^  — fliC)  — (M  — cioC)(*i-4— flifi)}Ä,  ' 
oder,   wie  man  leicht  findet: 

i  A (6ic,  —  c^b^)  +  Ä(cia,  -  a^c^)  +  C(ai6, -  b^a^)  \ K^  \ 

+  \  A  (6aCo — Ci6o)  +  B{c^a^  —  a.Co)  +  C(a,6o  ~  *«ao)  1  *^i  [  =  0. 

+  { J  (6oCi  —  Co6i)  +  B  (coOi  —  a^Ci)  +  C(ao6|  —  6oai) )  AT,  ' 

Dass  man,   statt  von  der  Elimination  von  Xy   auch  von  der  Eli- 
mination von  y  oder  z  hätte  ausgehen  binnen,  versteht  sich  von 


Wenden  wir  nun  die  vorstehende  Gleichung  auf  unsere  vier 
obigen  Gleichungen,  In  denen  o,  6,  c  die  vorhergehenden  x^  y,  % 
vertreten,  an,  so  erhalten  wir  die  folgende  Gleichung,   nachdem 

wir  die  resultirende  Gleichung  durch  ^  dividirt  und  mit  n  mul- 

tiplicirt  haben: 

+(a?iy2  — yi  J?,)  (a?8yi  -ys^i)  3 


+  («,ar,  —  arix,)(x3a?i  -a:8«|)  ^(4p-Ä,)  ^^  =Ö. 
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Weil  bekanntlich  auch 

und 

«(y»«i— «syi)  +  6(«8«i— ^8*i)  +  e{xtyi  —  y8^i)  =  0 
ist,  so  hat  man  auch  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

+  iH^z  —X'iH)  (*2^8— ^a«8)  /  iip-  R\) 

+(^2y3-ya^8)(^2y8— y.^a)  / 
i  +(a^ay8— y2^8)(^8yi— y8«i)  ' 

+  («2^8  —^2*8)  («1^2-  ^12^2)   ^  dp  -  Ä8) 
+  (^2^8  — y  2^8)  (ariy2-yi«2)) 

und 

+(«8^1  — «8*i)(«ia;8  -^«^)  I  (ip-Äi) 

+  (^8^1  ~y8^l)(^2yB-»2^8) 

+  I  +(«8^1  —^8^)  (23^1 —^8*1)  I  (ip-^2)  ;=o. 
( +(a?8yi— y8^i)(^8yi-.y8^i) 

'  +(«8yi-y8a?i)(^iy2-3ri^f)' 

Setzt  man  nun  aber  wie  frflher: 

Äj«=a:,*+yi«+i,«,     Äa*=«2*+y2'  +  «2*,     Ä8*=V+y8*+^* 

nnd  jetzt  noch  der  KCfrze  wegen : 

i-^i2=-^i^2+yiy2+^»2» 
^23=^2«8+y2y8  +  «2«8. 
^8  ^  =:a:,a;|  +y8yi  +  Vi ; 

so  bringt  man  die  drei  obigen  Gleichungen  leicht  auf  die  folgende 
Form : 
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9)    .    .    .        ('^u^«3-ßa»//8x)(ip-Ä,) 

(Ä2«Ä,»-^^,3«)(J;,_Ä,) 
+  (^,  4^23-Äa*^8l)  dp-  Äs) 

oder,  wenn  wir  der  KSrze  wegen  noch: 

10)    ...    .      j  ©a  =  ^iwf„-Äa»^„, 
und 

II) |il8=Ä,«Ä,«-^8ja, 

setzen : 

12)         j  a,  (J|>-l?»)  +  «8 (4p-Äa)+  ©aap-Ä,)=0. 

'  e, (Ip-Ri)  +  Äa(i|i-Ä,)+  e,(ip-J2,)Ä0; 
also: 

,  . KiSi  +  R^ei  +  R^Sl, 

[*f-  6,+Öa+Ä8         ' 

W)     .     .     .       ^,p-  Ä,  +  ©a+Ö. 

Addirt  man  die  dreitilelclinngen  12)  xa  einander,  so  erhält  man 
U^  „_^^i±®«+^)+««<ÖL+^±^)±^(Ö|+«»+Ä») 
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Eioe  Menge  weiterer  TraiieforniiiUonen,  die  sich  mit  diesen 
Gleichungen  vornehmen  lassen,  übergehe  ich>  und  will  nur  noch 
bemerken 9  dass  die  erste  der  Gleichungen  9)  leicht  aaf  die  Form: 

gebracht  wird,  und  dass  sich,  wenu  man  der  KGrze  wegen: 

15) ^^=R;Ri'    "^=ÄiS3'    "^^"^R^Rx 

setzt,  der  folgende  Ausdruck  ergiebt: 

Alle  diese  Ausdrücke  können  zur  Berechnung  des  Parameters 
p  gebraucht  werden,  wenn  man  die  dazu  nOthigen,  in  den  For- 
meln enthaltenen  Elemente  kennt 


§.5. 
Aus  den  drei  Gleichungen: 

wollen   wir  jetzt   a,  6,  e   bestimmen.     Multipliciren  wir  zu   dem 
Ende  diese  Gleichnngen  nach  der  Reihe  zuerst  mit: 

=af,  (ar,*+y4«+2,«)— OJ,  (a:ia:,+.viy,+iit,)  =  XiR^^—iP^^ix^, 

yi«2— »i3f«; 
dann  mit: 
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endlich  mit: 

(yi«.— *iyi)yi  —  («i^?,  —  «i««)^i 

und  addiren  die  Gleichungen  in  jedem  Falle  su  einander,  so  er- 
halten wir,  indem  wir  bemerken,  dass 

(^ly. — yi^t)*  +  (yi*2 — «ly«)*  +  («i^«  -  a?!«,)* 

ist,  die  folgenden  Ansdrücke: 

17) 

"—211  •  «i«Ä,«-^„«  ' 

die  man  noch  mehrfach  omgestalten  könnte. 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  su  ein- 
ander, so  erhält  man,  weil,  wie  man  leicht  findet: 
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(a;,Ä.«-a:,^„)»+(yiÄ,»-y.^.,)»+(z,R.«-r,^/,j« 

ist,  die  Gleichung: 
18) Ä,»Ä,«-^„« 

=<£-^)--..(£-^)(£-f).«.<£-T-)'' 

irobei  man  natürlich  die  bekannte  Gleichung 

19> 
zn  berficksichtigen  hat.     Also  ist: 

§.6. 
Wenn  man  die  drei  Gleichungen: 


nach  der  Reihe  mit 

dann  mit 
Tlieil  XXXVtt 
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endlich  mit 

multiplicirty  und  in  jedem  Falle  zu  einander  addirt;  so  erhält  man 
die  folgenden  Gleichungen: 

20) 

tari(ytZ8— iiys)  +^a(y8«i  — ^yi)  +^8(yi««— «lyi)  I « 

I^l(ya«8  —  ««y8)  +  ^(»8»l— 28»l)+^8(Sfl22— 2iy«)|6 

,  //>     ÄiY  [ 

{^i(yai8 -««»ä)  +  araCisr,«!  — 2ayi)  +  a?3(Sfi28  -  2,ya)  l<? 

.  /p    ^«\,  f 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  zu  ein- 
ander, so  erhält  man  die  Gleichung: 
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21) 

=  1*1(^2^3— y««3)  +  22(a?  33^1— y  3^1) +  23(^1^2—^1  ^2)1^ 

+<£-^)(£-^)'^-^..-«.'^..)' 

wobei,  ausser  der  Relation 

und  der  Relation  Kap.  1.  §.  6.  II.,  die  allgemeine  Relation 

(a6i— 4ai)(ai6a— *iO«)+(*<?i— c^iX*!«*— ^i*a)+(<?öi— «^OC^iöa""**!^^ 
=  {aai  +6fti+cci)(aiaa+6i62+CiC2)— (iii*+ V+«i*)(ö2«+M+^^) 

za  berOcksichtigen  ist. 

§.7. 

Dass  die  in  §.1.  aufgestellte  Aufgabe  In  der  ihr  dort  gege- 
benen Fassung  nicht  völlig  bestimmt  sei,  haben  wir  schon  bemerkt; 
dieselbe  kann  nur  durch  Hinzufugung  noch  einer  neuen  Bedin- 
gung zu  einer  völlig  bestimmten  Aufgabe  gemacht  werden,  in 
welcher  Beziehung  uns  natürlich  eine  grosse  WillkOhr  geboten 
ist.  Wir  wollen  nun  aber  aus  nachher  weiter  anzugebenden 
Gründen  annehmen,  dass  die  Charakteristik  des  zu  beschreiben- 
den Kegelschnitts  gegeben  sein  solle,  und  legen  uns  demzufolge 
die  folgende  Aufgabe  vor: 
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Aufgabe. 

Es  seien  ein  Punkt  O  und  drei  gerade  Linien  im 
Räume  gegeben:  man  soll  mit  dem  gegebenen  Punicte 
O  als  Brennpunkt  einen  Kegelselinftt  von  gegebener 
Charakteristik  beschreiben,  welcher  die  drei  gegebe- 
nen geraden  Linien  in  den  Punkten  Ai^  A±f  A^  so  schnei- 
det, dass,  wenn  man  sich  die  Sehtten  AiA±  und  A^A^ 
gezogen  denkt,  die  Fiächenräume  der  beiden  Dreiecke 
AiOA%  und  A^OA^  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  za 
einander  stehen,  wobei  wir  zugleich  annehmen  wer- 
den,  dass  die  drei  Punkte  ^|,  A^,  A^  eine  solche  gegen- 
seitige Lage  haben,  dass  man,  um  Ton  O  durch  Ai  zu 
A29  von  O  durch  A^  zu  A^  zu  gelangen,  sich  in  beiden 
Fällen  in  gleichem  Sinne  bewegen  muss. 

Die  Planeten  und  Comcten,  ilen  Gesetzen  der  allgemeinen 
Gravitation  unterworfen  und  folgend,  bewegen  sich  bekanntlich 
in  Kegelschnitten  um  die  in  einem  Brennpunkte  des  Kegelschnitts 
stehende  Sonne  so^  dass  die  Flächenräume  der  von  ihren  Vecto- 
ren  um  die  Sonne  beschriebenen  Sectoren  den  Zeiten,  in  denen 
diese  Sectoren  beschrieben  werden,  proportional  sind.  Die  Beob- 
achtungen dieser  Weltkorper  werden  von  der  Erde  aus  angestellt 
und  liefern  nichts  weiter  als  die  durch  gewisse  Kinkel,  die  mit 
den  dazu  geeigneten  astronomischen  Instrumenten  gemessen  wer- 
den, bestimmten  Lagen  im  Räume  der  zu  gewissen  Zeiten,  die 
durch  die  astronomischen  Uhren  bestimmt  werden,  von  der  Erde 
aus  nach  den  in  Rede  stehenden  Weltkörpern  gezogenen  Gesichts- 
linien. Hat  man  nun  drei  solche  vollständige  geocentrische,  d.  h. 
eigentlich  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus,  zu  drei  verschiede- 
nen bestimmten  Zeiten  angestellte  Beobachtungen  eines  Weltkur- 
pers;  so  liefern  diese  Beobachtungen  ftir  die  drei  entsprechenden, 
nach  dem  Weltkörper  gezogenen  Gesichtslinien  die  vorher  durch 

ai>ft»yi;    «a»  /^«.  72?    «8»A,y8 

bezeichneten,  oder  andere  mit  denselben  in  einfachem  analytischen 
Zusammenhange  stehende  Winkel,  und  die  Zwischenzeiten  t^ 
und  r^s  der  drei  Beobachtungen,  wobei  meistens,  wenn  auch  nicht 
unmittelbar,  aber  doch  mittelbar,  die  Ebene  der  Erdbahn  als  Ebene 
der  xy  und  die  Sonne  als  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems  der  xyz  angenommen  wird;  der  positive  Theil  der 
Axe  der  x  wird  von  der  Sonne  aus  nach  dem  Anfangspunkte  der 
heliocentrischen  Längen  hin  gezogen,  und  der  positive  Theil  der 
Axe  der  y  wird  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  (:r^) 
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hiodorch  zu  dem  poüitiven  Theile  der  Aze  der  y  su  gelangen,  in 
demselben  Sinne  bewegen  moss,  in  welchem  die  heliocentrischen 
LSngen  von  0  bis  360^  gezählt   werden;  der  positive  Tbeil  der 
Axe  der  i  liegt  anf  der  Seite  der  Ebene  der  Erdbahn»  auf  tvelcher 
die  positiTeo    heliocentrischen    Breiten   genommen  werden.     Die 
drei  vorher  darch   (oiöi)»  (ßj^i  ^s^a)    bezeichneten   Punkte,  in 
denen  von  den  drei  Gesichtslinien  die  Ebene  der  xy^  also  der 
Erdbahn  geschnitten  wird,  sind  nichts  weiter  als  die  Oerter  der 
Erde  in  ihrer  Bahn  zu  den  Zeiten  der  drei  Beobachtungen,  welche 
immer  leicht   aus  den  astronomischen  Tafeln  oder  Ephemeriden 
berechnet  werden  können,  so    dass  also   auch    die   Coordinaten 
^9  b%,\  0^9  b^\  a^i  b^  stets  als  bekannt  angesehen  werden  dür- 
fen.   Soll  nun  aus  drei  vollständigen  geocentrischen  Beobachtun- 
gen eines  Planeten  oder   Cometen  seine  Bahn  bestimmt  werden, 
so  wird  es  darauf  ankommen ,  mit  der  Sonne  als  Brennpunkt  ei- 
nen Kegelschnitt  zu  beschreiben,  welcher  die  drei  bekannten,  nach 
dem  Weltkörper  gezogenen   Gesichtslinien    in    den   Punkten  Ai, 
A^f  A^  so  schneidet,  dass,   wenn    O  die  Sonne  bezeichnet,  die 
Flächeuräuroe  der  Sectoren  AiOA^,  A^OA^  dieses  KegeUchnitts 
sich  zu  einander  wie  die  bekannten  Zwischenzeiten  r^y  t^^  der 
drei  Beobachtungen  verhalten.     Nun  sind   aber  die  analytischen 
Ausdrficke  der  Flächenräume  der  Sectoren  der  Kegelschnitte  ent* 
weder  transcendenter  Natur  oder,  wenn  sie  algebraisch  sind,  doch 
80  complicirt,  dass  die  Aufgabe  in  ihrer  so  eben  ausgesproshenen 
Fassung  bei    dem  gegenwärtigen  Zustande    der  Analysis  als  so 
gut  wie  unauflösbar  betrachtet  werden  muss,  wodurch  man  noth- 
wendigerweise  zu  nur  näherungsweise  richtigen  Annahmen  oder 
Voraussetzungen   geführt   worden   ist.     Man   hat  deshalb  an   die 
Stelle  der  Flächenräume  der  Sectoren  AiOA^,  A^OA^  die  Flächen- 
räume der  Dreiecke   A^OA^,  A^OA^  gesetzt,  und  angenommen, 
dass  diese  sich  wie  die  Zwischenzeiten  Tj^,  t^s  >u  einander  ver- 
balten, was  wenigstens    dann  mit  hinreichender  Annäherung  der 
Fall  sein  wird,  wenn  die  genannten  Zwischenzeiten  nur  klein  sind, 
und  bat  die  Aufgabe  nun  so  formulirt,  dass  mit  der  Sonne  O  als 
Brennpunkt    ein  Kegelschnitt  beschrieben    werden  soll,  welcher 
die  drei  nach  dem  Weltkurper  gezogenen   Gesichtslinien   in  den 
Punkten  J|,  J«,  A^  so  schneidet,   dass  die   Flächenräume  der 
Dreiecke  A^OA^,  A^OA^  den   Zeiten  Ti^,  x^  proportional  sind, 
wodurch  wir  also  unmittelbar  auf  das  in  §.  1.  aufgestellte  Problem 
geführt  werden.     Nun  ist  aber  das  Problem  in  dieser  Fassung 
kein   völlig  bestimmtes,  weshalb  wir,   wie  schon  oben  erwähnt, 
f&r  jetzt  noch  die  Bedingung  hinzufdgen,  dass  die  Charakteristik 
n  des  zu   beschreibenden    Kegelschnitts  gegeben  sein   soll,  eine 
Bedingung,  zu  welcher  wir  aus  folgendem  Grunde  geführt  worden 
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sind.  Bekanntlich  betrachtet  man  bei  der  ersten  Berechnoog  die 
Bahnen  der  Conieten  näherungsweise  als  Parabeln,  und  hat  also 
für  diese  Weltkürper  die  Anfgabe  zn  lösen:  mit  der  Sonne  als 
Brennpunkt  eine  Parabel  za  beschreiben,  welche  die  drei  nach 
dem  Cometen  gezogenen  Gesichtslinien  in  den  Punkten  A^  A^, 
A^  so  schneidet,  dass  die  Flächenräuroe  der  Oreiecke  AiOA^ 
A^OA^  sich  wie  die  beobachteten  Zwischenzeiten  r^^,  ^^  zn 
einander  verhalten.  In  dieser  Fassung  ist  das  Cometen -Problem 
als  ein  besonderer  Fall  unter  unserer  obigen  Aufgabe  enthalten, 
wenn  man  nämlich  die  Charakteristik  it=:l  setzt,  weshalb  also 
diese  Aufgabe  nur  eine  Verallgemeinerung  des  Cometen -Problems 
ist.  Was  es  mit  dem  Planeten  •  Problem  für  eine  Bewandtniss 
hat,  werden  wir  weiter  unten  zeigen. 

Nun  aber  haben  wir  über  die  Auflösung  aller  solcher  Pro- 
bleme noch  die  folgende  allgemeine  Bemerkung  zu  machen.  Die 
vollständige  algebraische  Auflösung  dieser  Probleme  in  der  vor- 
her ihnen  gegebenen  Fassung,  wenn  man  nämlich  an  die  Stelle 
der  Flächenräume  der  Sectoren  AiOA^y  A^OA^  des  Kegelschnitts 
die  Flächenräunie  der  Dreiecke  AiOA^<,  A^OA^  setzt,  liegt  zwar 
keineswegs  ausser  dem  Bereiche  der  Möglichkeit;  aber  die  Glei- 
chungen, auf  welche  die  Auflösung  dieser  Aufgabe  zuletzt  führt, 
müssen  nothwendig  so  complicirt  ausfallen  und  von  so  hohem 
Grade  sein,  dass  sie  für  die  Auflösung  selbst  bei  dem  gegenwär- 
tigen Zustande  der  Algebra  von  nur  sehr  geringem  Nutzen  sein 
kikinen  und  den  Rechner  wiederum  nöthigen,  zu  mehrfachen  Nä- 
herungen seine  Zuflucht  zu  nehmen.  Deshalb  ist  es  unter  allen 
Bedingungen  am  besten,  diese  und  ähnliche  Aufgaben  als  analy- 
tisch vollständig  aufgelöst  zu  betrachten,  wenn  es  möglich  gewesen 
ist,  die  Auflösung  auf  nur  eine  noch  der  willkührlichen  Annahme 
anheim  gestellt  bleibende  unbekannte  Grösse  zurückzufilhren, 
und  dem  Rechner  dann  zu  überlassen,  diese  unbekannte  Grösse 
durch  successive  Beilegung  verschiedener  Werthe  auf  dem  Wege 
der  Näherung  so  zu  bestimmen,  dass  einer  gewissen  nothwendi- 
gen  Bedingungsgleichung  genügt  wird,  wodurch  der  wahre  Werth 
der  in  Rede  stehenden  Grösse  endlich  ermittelt  wird.  Zugleich 
^ird  eine  solche  Auflösung  jederzeit  als  eine  desto  vollkommenere 
und  zweckentsprechendere  betrachtet  werden  dürfen,  wenn  alle 
übrigen  Grössen,  die  bei  der  Aufgabe  zu  bestimmen  sind,  durch 
die  in  Rede  stehende,  noch  der  willkührlichen  Annahme  anheim 
gestellte  Grösse  bloss  durch  lineare  Gleichungen  bestimmt  wer- 
den. Dies  ist  also  das  Princip,  an  welches  wir  uns  im  Folgen- 
den überall  halten  werden,  wenn  wir  glauben  uns  für  berechtigt 
halten  zu  dürfen,  eine  Aufgabe  von  der  Art  der  hier  zur  Sprache 
kf^mmenden    als    vollständig    analytisch   aufgelöst   zu    betrachten. 
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und   von  diesem  Standpunkte  aa«  wollen  wir  jetzt  zunächst  das . 
oben  im  Eingänge  dieses  Paragraphen  ausgesprochene  Problem 
behandeln»  wozu  nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
enthaUenen  Vorbereitongen  hier  wenige  Worte  hinreichen  werden* 

Wir  nehmen  die  Grosse  G^  als  diejenige  an,  welcher  succes- 
sive  verschiedene  Werthe  beizulegen  wir  uns  vornehmen.  Dann 
kSnnen  wir  für  jeden  bestimmten  Werth  von  G^  die  Grossen  Gi 
und  6rs  mittelst  der  linearen  Gleichungen  7)  ohne  alle  Zweideu- 
tigkeit berechnen,  wobei  die  Gleichung  3)  als  Prfifnngs  -  Gleichung 
för  die  Richtigkeit  der  geführten  Rechnung  dient;  und  erhalten 
hierauf  die  Coordinaten 

mittelst  der  Formeln  §.  2.  II.,  so  wie  dann  ferner  die  Grössen  , 

mittelst  der  Formeln  §.  2.  III.  Dann  können  wir  mittelst  einer 
der  Formeln  13),  14),  16)  den  Parameter  p,  und  mittelst  der,For* 
mein  17)  oder  20)  die  Coordinaten  a,  by  c  berechnen,  da  n  als 
bekannt  angenommen  wird.  Den  bekannten  Werth  von  n  und  die  . 
gefundenen  Werthe  von  p  und  a,  ö,  c  fuhren  wir  nun  in  die 
Gleichung 


„.+6Hc»  =  (fJ 


ein,  und  ontersnchen,  in  wie  weit  diese  Gleichung  erfiillt  ist.  in 
allen  Fällen  müssen  wir  den  Werth  von  G^,  von  welchem  wir 
ausgingen,  so  lange  verändern,  bis  der  vorstehenden  Gleichung 
innerhalb  der  Gränzen  der  Genauigkeit,  welche  wir  überhaupt  zu 
erreichen  beabsichtigen,  vollständig  genügt  wird,  woran  wir  er- 
kennen, dass  wir  den  richtigen  Werth  von  G^  gefunden  haben. 
Es  ist  klar,  dass  wir  diese  Auflösung  mehrfach  abändern  können ; 
das  Vorhergehende  wird  aber  völlig  ausreichend  sein,  um  das  . 
einzuschlagende  Verfahren  im  Allgemeinen  deutlich  vor  Augen 
zu  legen.  Als  zuletzt  zu  erfüllender  Gleichung  könnte  man  sich 
insbesondere,  nachdem  man  p  berechnet  hat,  auch  der  Gleichung 
18),  nämlich  der  Gleichung 

-  ^»\2n       nj       ^^»«  1,211       n  A'ln       n  )  ^  ^^  Kln  ~  ~n  )  ' 

bedienen,  wo  man  dann  vorher  nicht  die  Coordinaten  a,  />,  c  be- 
rechnet zu  haben  braucht.     Die  zu  solchen  Abänderungen  nöthj-^ 
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gen  Formeln  findeo  sich  im  Obigen  vollständig  entwickelt,  and 
werden,  auch  ohne  weitere  Erläuterung»  von  einem  Jeden  immer 
leicht  zu  dem  zu  erreichenden  Zwecke  in  entspreehender  Weise 
ausgewählt  werden  können.  Sehr  vortheilhailt  wird  es  natürlich 
sein,  einen  ersten  Nähern ngs wer th  von  G^  zu  kennen,  von  dem 
man  in  jedem  einzelnen  Falle  auszugehen  hat,  worüber  einige 
nähere  Erläuterungen  nachher  noch  vorkommen  werden. 


§.8. 

Nehmen  wir  nun  aber  nicht  wie  vorher  die  Charakteristik 
oder  ein  anderes  Element  des  zu  beschreibenden  Kegelschnitts 
als  gegeben  an,  so  kommen  wir  wieder  auf  die  Aufgabe  in  §.  1. 
zurück,  welche  in  ihrer  dortigen  Fassung  nicht  vüHig  bestimmt 
ist,  und  können  dieser  Aufgabe  nur  dadurch  völlige  Bestimmtheit 
verleihen,  dass  wir  den  zu  beschreibenden  Kegelschnitt  noch  einer 
besonderen,  von  ihm  zu  erfüllenden  Bedingung  unterwerfen;  und 
dass  sich  solche  Bedingungen  in  unendlich  grosser  Anzahl  denken 
lassen,  so  dass  sich  also  hierüber  im  Allgemeinen  nichts  Bestimm- 
tes festsetzen  ISsst,  versteht  sich  von  selbst.  In  Rücksicht  auf 
das  allgemeine  Planeten -Problem,  unter  welchem  natürlich  auch 
das  Cometen- Problem  als  ein  besonderer  Fall  enthalten  ist,  scheint 
sich  jedoch  die  folgende  Bedingung  besonders  zu  empfehlen.  Be- 
zeichnen wir  den  Flächeninhalt  des  zwischen  den  beiden  ausser- 
stcn  Vectoren  Ri  und  /{j  enthaltenen  Sectors  des  KegelschnUts 
durch  S^x  >  ^^^  ^'i®  Constante  des  Sonnensystems  wie  gewöhnlich 
durch  ür,  wo  bekanntlich 

;^=:  0,01720209895 

ist,  so  ist  nach  den  Gesetzen  der  allgemeinen  Gravitation*) 

2i/2 

22) k  = y ^S^i. 

oder,  wenn  man  das  Verhältniss  der  Massen    -j^    wegen    seiner 

Kleinheit  als  verschwindend  betrachtet: 

2V2 
23)    .......    .    k^y       1     \.y    ^1. 

welche  Gleichung  wir  also  als  die  von  dem  zu  beschreibenden 
Kegelschnitte  noch  zu  erfiillende  Bedingung  annehmen. 


«)  M.  s.  ThI.XXIX    S.270.  Nr.  40. 
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Bei  der  AuflSsang  dieser  Aufgabe  verfthrt  man  nun  im  Gan- 
zen völlig  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen,  nur,  weil  die  Cha- 
rakteristik n  jetzt  nicht  gegeben  ist,  mit  dem  Unterschiede,  dass 
man,  nachdem  man  p  mittelst  derselben  Formeln  wie  vorher  ge- 
funden hat,  n  mittelst  der  Formel  10),  und  hierauf  a^  b^  c  mittelst 
der  Formeln  17)  oder  20)  berechnet.  Dann  hat  man  alle  Elemente, 
welche  nothi^  sind,  um  den  Flächeninhalt  des  Sectors  S^i  nach  den 
aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  in  der  Ebene  be- 
kannten Formeln  berechnen  zu  können,  und  kann  nun  untersuchen^ 
in  wie  weit  der  obigen  Gleichung  23)  durch  die  berechneten  Gr5sseo 
genügt  wird.  Ueberhaupt  aber  wird  man  nun  die  GrOsse  G^ 
welche  die  Grundlage  der  ganzen  Rechnung  bildet,  so  lange  ver- 
ändern mfissen,  bis  sich  diese  Gleichung  vollständig  erföllt  zeigt. 
Auf  diese  Weise  ist  jetzt  auch  das  allgemeine  Planeten  -  Problem 
in  der  ihm  vorher  gegebenen,  natürlich  eigentlich  immer  nur  nä- 
herungsweise richtigen  Fassung,  dem  oben  aufgestellten  Prineip 
fiir  die  Auflösung  aller  solchen  Aufgaben  völlig  gemäss  und  ent- 
sprechend, vollständig  gelöst. 

Einen  ersten  Näherungswertb  fOr  62,  von  welchem  man  bei 
der  Rechnung  auszugehen  hat,  kann  man  sich  durch  verschiedene 
Berficksichtigungen  verschaffen,  wie  dies  hinreichend  bekannt  Ist. 
leb  will  in  dieser  Beziehung  hier  nur  bemerken,  dass  mir  dazu, 
wenn  man  noch  über  eine  vierte  Beobachtung  disponiren  kann, 
die  Aufgabe  in  Tbl.  XVII.  8.  J6S.,  welche  ein  besonderer  Fall 
einer  dort  aufgelösten  allgemeineren  Aufgabe  ist,  und  die  ich  in 
einem  späteren  Aufsatze  noch  abgesondert  für  sich  zu  behandeln 
hoffe,  sehr  zweckmässig  zu  sein  scheint.  Ich  begnüge  mich  da- 
her für  jetzt,  hier  auf  diese  Aufgabe  vorläufig  zu  verweben. 

Sollte  die  Aufgabe  in  der  Fassung,  in  welcher  sie  hier  be- 
handelt worden  ist,  dass  nämlich  die  drei  Punkte  ^1 ,  A^,  A^ 
sämmtlich  in  einer  Parabel,  einer  Ellipse  oder  demselben  Zweige 
einer  Hyperbel  liegen  sollen,  sieh  als  unmöglich  erweisen,  was 
u.  A.  immer  dann  der  Fall  sein  würde,  wenn  die  Formel  19)  für 
n*  einen  negativen  Werth  liefern  sollte;  so  würde  man  sich  zur 
Beschreibung  einer  Hyperbel  in  solcher  Weise  zu  wenden  haben, 
dass  der  eine  der  drei  Punkte  A^  A^,  A^iu  dem  einen,  die  bei- 
den anderen  Punkte  in  dem  anderen  Zweige  dieser  U3q>erbel  lie- 
gen. Dass  ich  aber  nach  den  obigen  Entwickelungen  es  nicht 
(kr  nutbig  halte,  über  diesen  Fall  mich  noch  weiter  zu  verbreiten, 
habe  ich  schon  oben  bemerkt 
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Brittes  Kapitel. 

Von  den  Proximitäten  der  Bahnen  der  Planeten  und  Cometen. 

§.1. 

Unter  einer  Proximität  zweier  Curven  versteht  man  ein 
System  zweier  Punkte,  von  denen  der  eine  in  der  einen»  der  an- 
dere in  der  anderen  Curve  liegte  deren  Entfernung  von  einander 
ein  Minimum  ist.  Aus  bekannten  geometrischen  Grönden  erhellet 
auf  der  Stelle»  dass  die  beiden  eine  Proximität  bildenden  Punkte 
in  den  beiden  Curven  eine  solche  Lage  haben  müssen,  dass  die 
sie  verbindende  Gerade  auf  den  beiden  Curven  senkrecht  steht» 
oder  dass  diese  Gerade  die  Durchschnittslinie  der  Normal  -  Ebenen 
der  beiden  Curven  in  den  beiden  in  Rede  stehenden  Punkten  ist. 
Die  Entfernung  der  beiden,  einer  Proximität  entsprechenden  Punkte 
von  einander  heisst  die  Grosse  der  Proximität. 

Die  Gleichungen  der  einen  der  beiden  gegebenen  Curven 
wollen  wir  durch 

1) /o(^,  y^  2;)  =  0,    Fq(x,  y,  z)  ~  0; 

die  Gleichungen  der  anderen  durch 

2) /i(^,y,x)  =  0.    Fiix,y.z)=0 

bezeichnen;  und  die  einer  Proximität  entsprechenden  Punkte  der 
beiden  Curven  sollen  respective  durch  (a:o.Vo^)  "P^  (^i^i^)  ^^' 
zeichnet  werden»  wobei  wir  immer  ein  rechtwinkliges  Coordinaten* 
System  zu  Grunde  legen»  und  ein  fCr  alle  Mal  bemerken»  dass 
alle  mit  dem  unteren  Index  0  versehenen  Symbole  sich  auf  die 
erste»  alle'  mit  dem  unteren  Index  1  versehenen  Symbole  sich  anf 
die  zweite  Curve  beziehen.  Die  Gleichungen  der  Normal -Ebenen 
der  beiden  Curven  in  den  Punkten  (^oyo^o)  ^^^  (^i^i'i  ^'^^  ^^~ 
kanntlich  : 


3)  . 


Qk  -a;o)dxo  +  (y  — yo%o  *"  («  — ^o)^^©  =  0, 
I  )9^i  +  iy  -^i%i  +  (2  -  2i)9?i  =  0; 


wo  sich  von  selbst  versteht,  dass  zur  Bestimmung  von  Sorot  %o» 
Szq  die  Gleichungen  1) ,  zur  Bestimmung  von  dxi »  Byi ,  dz|  die 
Gleichungen  2)  dienen.  Die  Gleichungen  der  durch  die  beiden 
Punkte  (Xoyo^o)  und  (xiyiZi)  gehenden  Geraden  seien: 
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C08g>oi  COS-^oi  C08XD1 

oder 

5)  ^-^1  _  y— yi  _  ^-H  . 

^ COS901       cosijioi       cos^oi* 

und  da,  wenn  da«  System  der  beideo  Paokte  (^oyo^)  "■'^^  (^lyi'i) 
eine  Proximität  sein  soll,  diese  Gerade  die  DurcbschnittsliDie  der 
beiden  durch  die  Gleicbangen  3)  charakterisirten  Normal- Ebenen 
sein,  also  in  jeder  dieser  beiden  Ebenen  liegen  mass,  so  haben 
nir  nach  3)  die  beiden  folgenden  Gleichangen : 

6)  .  .    J 

f  cos  9oi  •  d^i  +  ^^^  %i  •  %i  4-  cos  Xoi  •  ^  =0. 

Also  bat  man  zur  Bestimmung  der  nenn  GrOssen: 

^0»  yo>  ^1)5    ^if  yi»  «1»    9qi>^oi*%>i 
die  nenn  folgenden  Gleichungen : 

I       /o(a:o»yof  26)  =  0,    Fo(a:o,yo,  2o)  =  0; 
A(^i»  yi>  «i)  =  0,     F,(a:,,  yi,  Zg)  =  0; 

^o— ^1  ___  yo— yi  _  ?o  r^  . 

cos^oi       cosif/Qi       cosXoi  ' 

C08901  -^J^o  +  ^^^  *oi  -Syo  +  cosZoi  -3^  =0, 

co8g?oi  .8^1  +cost^oi  -^yi  +  c^sZoi  -3*1  =0; 

cos^oi*  +  <^os  ^01*  +  cos  xoi*  =  1 


oder: 


foi^of  yo»  2o)  =  0 ,    Fo(xq,  yo,  26)  =  0 ; 
/l(^i*  yi»  2i)  =0,     Fi(a:i,  yi,  Zi)  =0; 

cos<poi        cos  ^01       cos^oi  ' 
cos 90,  +  co8if;oi  g^+^osxoi  g—  =  0> 

cos  (Pol  +  cos%,  H"^  +  co8  3toi  •  g^  =  0; 
cos  9?oi*  +  cos  t/;oi*  +  cos  x©,*  =  1. 
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Eliminirt  man  aber  mittelst  des  Systems  der  ffinften  und  sechs 
ten    Gleichung   ans    der    siebenten    und    achten    Gleichung    die 
Grössen 

cos9>oi »  cos  ^01  f  cosxoi ; 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  sechs  Coordinaten: 

•*V)»  yo>  ^;  ^i>  yi»  *i 

die  sechs  Gleichungen : 

Ao(^o»  yo»  «o)  =  0,    Fo(aro,  y«,  «o)  =  0 ; 
Ai(^i»  yi»  *i)  =  0,     Fi(ari,  yi,  2i)  =  0; 

(aro-ari)8jr,  +(^0-^1)%!  +(2o-2,)aii  =0; 
oder: 

Ao(^o»  yo»  2o)  =  0 ,     Fo(aro,  yo»  ^)  =  0; 
fii^if  yif  2|)  =0,     Fi(ar„  y„  2i)  =  0; 

[  ^»-^i  +  (yo-3^i)g^+(^-^)3^;=o. 

Hat  man  mittelst  dieser  Gleichungen  die  in  Rede  stehenden 
Coordinaten  bestimmt,  so  ergeben  sich  die  Winkel  q>oi ,  tf^oi  *  Xoi 
mittelst  der  Gleichungen: 

!a^o— ^i^yo— yi  _  ^--h  ^ 
C0S901        cos%i      cosxoi  ' 
cos  <poi*  +  cos  ylfQi  *  +  cos  ;(oi  *  =  0 ; 

und  zur  Bestimmung  der  Grösse  der  Proximitfit,  welche  wir  durch 
£01  bezeichnen  wollen,  hat  n^an  die  Formel: 

12).    .    .f;oi=V"(a:o-a;i)»  +  (yo-yi)*  +  (^-«i)*, 

oder  auch  einen   der  drei  folgenden,    aus  dem  Vorhergehen  sich 
unmittelbar  ergebenden  Ausdrucke: 

13) 

E„  =  val.  abs.^^  =  val.  abs.  ^^'  =  val.  abs.  ^^  , 
"'  cos^oi  oosif>oi  <^(*BZoi 
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welche  besonders  bequem  eiiid^  insofern  man,  ausser  den  Coor- 
dioaten  der  Punkte  der  Proximität,  auch  die  Winicel  tp^i ,  tf/^i, 
Xoi  schon  kennt. 

§.  2. 

Beyer  wir  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
allgemeinen  Formeln  auf  die  Bahnen  der  Planeten  und  Cometen, 
n&nrfich  Oberhaupt  auf  zwei  Kegelschnitte  mit  einem  gemeinschaft- 
lichen Brennpunkte,  anwenden,  kehren  wir  nochmals  zu  den  im 
ersten  Kapitel  über  Kegelschnitte  im  Räume  angestellten  allge- 
meinen Betrachtungen  zurück. 

Nach  Kap.  I.  56)  haben  wir,  wenn  der  Kürze  wegen    - 

14) r7=^.  tt  =  ^"-^ 

^  a  cos« 

gesetzt  wird,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

ix^=aü+  coso.H, 
y:=öU+coaß.n, 

voo  denen  übrigens  die  erste  nur  eine  identische  Gleichung  ist. 
Aas  diesen  drei  Gleichungen  folgt  durch  Differentiation: 

Idx=^adU+coaa,dtt, 
ay  =  *8l7  +  cos/J.Stt, 
dz  =  cdU-i-  cosy.dtt; 

ond  hieraus  ergeben  sich  ferner  durch  einfache  Elimination  so- 
gleich die  folgenden  Gleichungen: 

icosj^.d^  — cos«.d^=  (acoaß—bcoBaydü, 
cosy.dy-- CO»  ß.Bz  =^(6cosy— ccos/J)3l7, 
^    cosa.Sz^  cosy.d;r=(ccosa — itcosy)dl7; 
md: 

ibdx — a8y  =  — (acos/5— ftcos«)SlI, 
cd^-^ödt  =— (Äcosy— ccos/J)ait, 
adz  —  cdx  = — (c  cos  «  —  a  cos  y)BtJi, 
Nim  ist  aber  nach  Kap.  I.  63): 
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also,  wenn  inao  differentürt: 

tm =-  \jiK\ + ^^  ü)du. 

und  folglich  nach  17)  und  18): 

n{bdx  -  ady)  =  ip»(]  +  ^^^  ü)(coBß.dx-  co»«.8y), 

n(cdy—bdt)  =  lp«(l  +  ^^^  t7)(co8y.8y — C08/5.&), 

«(oax  -  cdx)  =  ip«(l  +  ^ä^  ü)(cosa.82— cosy.aar); 
oder: 
{6ll-J/^«(l  +  ^^'t7)cosi8}a:r  =  {att--Jp«(l  +  ?-^ü)co8at^ 

{ctt-Jp»(l  +  ^^r)cosy)ay=t6tt~ip«(l+i^t7)cospiÖ2, 

{all-ip«(l+^^^ü)cosa)a2=lctt-ip«(l  +  ^~^ü)co8y}a^^ 
Bezeichnet  also  G  einen  gewissen  Factor,  so  kann  offenbar: 

19)  .    .   .  {By:=zG{bn^lpKl  +  ^fiü)coBß\, 
a«=C?{ctt-ip«(l  +  i^D)co8y} 


gesetzt  werden. 


§.3. 


Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  beiden  Cnrven,  deren 
Proximitäten  bestimmt  werden  sollen,  zwei  K^elschnitte  mit 
einerlei  Brennpunkt  sind,  fSr  weiche  wir  alle  Elemente  ganz  eben 
so  wie  im  ersten  Kapitel  bezeichnen,  indem  wir  nnr  alle  Symbole 
fQr  den  einen  Kegelschnitt  mit  dem  unteren  Index  0,  fSr  den  ande- 
ren Kegelschnitt  mit  dem  unteren  Index  1  versehen.    Dann  haben 
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wir  Dach  Kap.  1.  63)  und  nach   15)  and   19)   im  vorhergeheoden 
Paragraphen  die  folgenden  Gleichungen: 


tt.»  =  Jpi»(l-2t7,-?-^ü»«); 


ferner: 


ood: 


^O  =  «0  t^O  +  CO8«0'^* 

.Vo  =  *oüo  +  co«/JoMo, 
zo  =  CoI7o  +  cosyo-^; 

80:0  =  GotMo— lPo'(l  +     ^2    üii)co« fl^o ), 

'•0 
1  2 

Bzo  =  GolcoMo— Jpo'(l  +  -^^  Üo)co8yo  I; 

«1  =  Ol  17|  +  cos«!  .Hl  , 
yx  —  biVi-^coBßi.Hi, 
h  =c,  l7i+cosyi.tti; 

%i  =  G.{6.tt,  -ip,«(l+i^C7,)co8A  J, 

3^  =GHCitti-ift»(l  +  i^i^l7i)co8nJ. 

SoUen  nun  aber  die  Punkte  («oyo«o)  ««"d  («iyi»i)  «ine»  Proxi- 
■itSt  der  beiden  Kegelschnitte  entsprechen,  so  haben  wir  hiernach 
nad  nach  10)  die  folgenden  Gleichungen: 

ao) 

Mo»  =  iPo«(l  -  2170  -  ~^V^^ , 

«0 


«i"=J/»i»(i-2rx-^-^ 


«.^^••)^ 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


80  Grunert:    Allgemeine  Theorie  der  Kegelschnitte 

(«ToGo-öi  üi+cosao.Mo-cofiOi  .lti)laotto~ipo*(H-Z-«"Po)cos«ol 

"0 

+(6o  Vn-f>i  l7,+cos^o.«o-cos/Ji  .tti)(6otto-Jpo*(I+^^*üo)co8fc> 
+(<?of^o~c,  r7i+co8yo.llo-cosyi.lti){collo-i;»o*(H--r-^  üo)cosyol 

••0 

=  0, 
(Oo  üo— «1  Vi  fcosiaio- Ho-cosflfi.tti)  { aiHi - Jj»i*(l+    ^  >    Di)cos«,  \ 

+(6oüo-6i€7i+co8/?o.llo-co8A.lli)t6|ati-ipi^l+i^t7Jco8A 

1 „9 

+(CoDo-<?j  Pi+co8yo.»o-cosyi  .tti)t<?illi-ipi*(l+— ä"  '^O^osyi  I 

=  0. 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  müssen  die  vier  unbekannten 
GrSssen 

üo,  »o;  t7,,ati 

bestimmt  werden,  worauf  man  die   Coordinaten  der  Punkte  der 
Proximität  mittelst  der  folgenden  Formeln  findet: 

aro==«ro^>-|-co8o;o.]to»    ^i  =  «i  Di+cosai-lti , 
21)     ^  yo=^oPo+co8/3o.tto*    yi  ==*iüi+cosft.lli, 
2o  =Col7o+co8yo-Äo;    «1  =Cit7i+cosyj,.lti. 
Die  Grosse  der  Proximität  erhält  man  mittelst  der  Formel: 

22).   .   .  £oi  =  V(a;o-.a:,)*+(yo-yi)«+(^-'i)', 

und  dann  die  Winkel 

9^01  *  ^01 »  Xoi 
mittelst  der  Formeln: 

23) 

cos«Poi=±^^p^.     co8iffoi=+^^^^*.      cosxdi=±^^^5 

die  man  leicht  aus  11)  ableitet. 

Dies  ist  die  Tollständige  Auflösung  des  Problems  von  den 
Proximitäten  zweier  Kegelschnitte,  die  einen  gemeinschaftlichen 
Brennpunkt  haben. 
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§.  4. 

Wir  müssen  nun  aber  vorzüglich  die  Gleichungen  20)  so  viel 
als  möglich  zu  vereinfachen  suchen.  Za  dem  Ende  setzen  wir 
der  Kürze  wegen: 

"0 

Zo  =  Co^o  —  iPo*(l  +     ^  a     f^o)  cos  yo 

"0 

uod 

I „  a 

^1  =  ailli  —  lpi«(l  +  -— 2  -  t/i)  cos  <^i » 

Zi  =  c,ati  ^  ip,«(i  +  ^^V.)  cosn ; 

dann   können    wir  die   dritte  und   vierte  der  Gleichungen  20)  auf 
folgende  Art  ausdrucken: 

{floOo  +  cosao«Wo)-X;)  +  (6oüo+cosj?o.Jto)Fo+(cot7o+co8yo-)tto)Zo 
=  (a,Ci+cosaA.ll|)-yo+(*i^i+cosft.lli)Fo+(Ciüi+cosyi.ati)Zo, 

Mo  +  CO«  «6 -Mo) -2^1  +  (*o^o  +  cos/3o.tto)Fi  +  (cof^o  +  cosyo-Mo)^! 
=  («i^i  +  cosai  .at|)J¥i+(*i^i  +co8ft  .Ml)  Fi+(ciüi  +  cosyi  .ni)Zi, 

Weil  nun  aber  nach  Kap.  1.  40) 

aocosoo  +  Äocos  ß^  +  Cocosy©  =  0, 

Ol  cos  «1  +  Äj  cos  ft  +  C|  cos  yi  =  0 
Ist,  80  iat  offenbar: 

a^Xo  +  6o  n  +  ^0^0  =  («'o'  +  V  +  OMo  =  ^a«o' 
aiJTi  +  6i  Fl  +  c^Z^  =  («1«  +  6i«  +  c^^)n^  =  g^,lli 

Theil  XXXVn,  6 
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und 

co8a^.Ao+co8/5o.Fo+co8yo.Zo=-lPo*(l  +  ^^*^o)f 

cosai.2ri+co8ft.Fi+cosyi.Zi==--ipi«(l  +  ^^*l7,); 
also»  wie  man  leicht  findet: 

(aoPo  +  co8«ö.tto)-3i+(*oi7o+co8|So.tto)Fo+(col7o+co8yo.tt^ 
=:(ao^  +  60F0  +  CoZo)[7o  +  (€0800.-10  +  co8/3o-  Fo  +  cosy©- ^0)^0 
=  -iPo^l-l^o)tto, 

(Qxüx  +  008«!  .Mi)Jfi  +(6ii7i  +  C08A  -tti)  Fl  +(ciüi  +co8yi  .lti)Zi 
=  (ai-X'i+&i  Fi  +  CiZi)üi  +  (co8ai .  Jfj +co8ft .  Fi  +  co8yi  • -^)lti 

Ferner  ist: 

«|J^+6iFo  +  C|Zo  = 

(aoai+Ao*i+CöCi)llo— ipö*(l+  -^"T"  ^o)(aico8  ak)+*iCosft>+CiC08yo). 

aoJiri+6oFi  +  CoZi  = 
(aofli+Äofti+CöCi)»!— i|n«(l+ -j^-^  D^XooCOs  c,  -^b^nos  A+Cöcosyi) 
und,  wenn  wir 

cos  ©Ol  =  coso^cpsoi  +  cos /^o  cos /'l  +COSyoC08|^ 
setzen: 

COS ai.Ao-h €08/^1.  Fo+cosy^.Zo 

=  (aocosci  +6oCOsft+C6C08yi)»o— i;»o*(l  +-=-i^  Po)coseoi» 

"0 

eoso^.  Jli  -fcos/^o-  Fl  +do8yo-Zi 

1  — M  * 

=  (aicoso^+fti cos/Jo  +  Ci cosyo)»!  — ift*(l  +  — ^  ^)co8  ©oi ; 
oder,  wenn  der  Kurse  wegen  noch 

ilfoi  =  ao«i:+  *o*i  +  CqCi 
und 
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=  ^oitto-iPo*(l  +  ^^*f^o)iVio^ 
=  Ufo,»,  -  }p,«(l  +  ^^u,)N^  i 


und: 


cos  Ol .  A'o  +  cosft .  Fo  +  cosyi .  Zq 

=  ^oitto-]Po'(H-^£^"^o)coseoi. 
coso^.JTi  -fecs/^o«  Ki-f-cosyo*^! 

=  ^IottI-JPl*(l  +  ^=^V^)coseal; 
und  weil  nun 

=  («i-Xo  +  *i Fo+CiZo)/4  +(co8ai .  jro  +  cos A .  F^  +  cosyi.Zf^tli , 
(«o^^o  +  coBao.no)Xi  +(öoUo  +  co8/Jo-Mo)F|  +  (cqÜ^,  +  cosyo-»o)^i 

=  (oo-Xi +6oFj +<^Zi)Po  +  (costto- *i +€081^0.  Fl  +  cosyo- ^i)tto 
ist»  so  ist: 

(ail4+cos«|.Mi)Jfo+(*i27i+cosA.lli)Fo  +  (cii7i+cosn.»i)Zo 
=      |i«foi»o-i|^o*(l  +  ^^\)iVioli^i 

+  {iVoiMo-iPo*(l  +  ^^\)coseoit»i* 

"O 

(«ofo  +  co8««o-tto)-3^i+(*o^o  +  «>«/*o-Mo)^\+(eo«^o+c<»s)'o.»o)Zi 
=     ti«foitti'-lPi«(l  +  ^=^\)i!Voi)l7o 
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Führen  wir  jetzt  alle  gefundenen  Ausdrücke  in  die  obigen 
Gleichungen  ein,  so  können  wir  die  vier  Gleichungen,  mittelst  wel- 
cher die  vier  unbekannten  Grössen 

^0»  »o;  ü\*  «1 
bestimmt  ergeben  müssen,  auf  folgende  Art  darstellen: 

24) 
ilfoi  =  «oOi  +  bffii  +  Cffii ; 
■^10  =  «1  c*'  «<o  +  *i  c<»«  ßo  +  ''i  CO*  yo ; 

+  (A01»0  -JPo'd  +^T^Vo)C08Öo,)lt, 
"0 

!  =0. 


5.5. 

Wir  wollen  nun  zunächst  den  Fall  etwas  weiter  betrachten, 
wenn  keine  der  beiden  Charakteristiken  n^  und  itf  der  Einheit 
gleich  ist.    In  diesem  Falle  setze  man: 

80  ist,  wie  man  leicht  findet: 

Wo  1 — Wo  Wo 
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also  Dach  24): 


26) 


oder: 


27) 


Ferner  iat,  wie  sich  leicht  ergiebt: 

ond  die  GleicfanngeD  24)  lassen  sich  also  im  vorliegeoden  Falle» 
wenn  mao  noch  einige  abkfirzeDde  Bezeicboangen  einfahrt,  auf 
folgende  Art  darstellen: 

28) 

COS^oi  =  COSff^COS&i  -f-  COS/?oCOS/?|  -f  COBy^COBfi  ; 

Mqx  =  OoOi  +  f^tfii  +  CqCi  ; 

Nqi  =  flo  ^^^  ^\  +  Äq  COS  /3i  +  Co  cos  fi , 

iVio  =  ai  cosoo-h  6i  cos/^o-h^i  cosy«? 

j^    _    (I— >IO«)pO*mr 

(1— Wo«);?o« ^ 

■'•o  — JJIi •'®S  ^01  > 

^       iä^ ^^^  ^*  • 
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§.  6. 

In  dem  Falle,  wenn  die  Charakteristiken  Hq  und  it|  beide  der 
Einheit  gleich  sind,  nehmen  di^Gtoicbungw  94)  die  folgende  Ge- 
stalt an: 

29) 

cos  Sqi  =  cos  uq  cos  txi  +  cos  j9o  cos  ßi  -h  cos  /o  cos  yi ; 

^01  =  ^ii  +  ^o^^i  +  Cgßi ; 

iV^Ä  ==  a(n<;o«  «1  +  b^co9,fix  +  o^cosyi , 

i^iosa«i«««o  +  ^iC^^o  +  CiOo«yo; 


J;.„»(l  -  Do)no  +  («;>itto  -  lPo*^io)üi 
iPiHl 


+  (iV;)i»o-lPo*coseoi)lli  1^°' 


Weil 


+  (iVlO»l-WcoS  ©01)^0  1 


ist»  so  unterliegt  es  naturlich  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit, 
die  Grössen  üf,  und  Ui  ans  den  beiden  letzten  der  vorstehenden 
Gleichungen  ganz  zu  eliminireu  und  dadurch  zwei  Gleichungen 
zu  gewinnen,  welche  bloss  noch  die  beiden  unbekaiUnten  Grossen 
tto  und  Ui  enthalten,  vTodurch  jedoch  die  Lösung  des  Problems 
nicht  wesentlich  gefördert  wird,  weshalb  wir  uns  weiterer  Ent- 
wickelungen  in  dieser  Beziehung  hier  enthalten. 
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Wenn  wir 

lPo(l-Wo)=^üo',    lPi(l-2l4)=l/i'; 
also: 

Po  Pl 

setzen«  und  noch  einige  abkflrsende  Bezeichnungen  einföhren,  so 
können  die  obigen  Gleichungen  auch  auf  folgende  Art  darge- 
stellt werden: 

30) 
cos  601  =co8o^cosai  -|-  cos^co8/?|  -|-  cosjr^^cosyi ; 
Mqi  =  00^1  +  60*1  +  <^^i  9 
Nqi  =  Oocosoti  +  6oCos/3|  +  Cocosyi , 
NiQ  =  Ol  costfo  +  *i  cos/Jo  +  Ol  coByoi 

4  4 

^oi'=z-i^oi>     ^oi''=^*oi; 

Po  Pl 

Po  Pl 

Po  PI 

ii.»=p.i^.',  V=ftCi'; 

(1  -  ÜJtt,  +  (iJfo,'IIo-iV,o)Ci  +  (iVii'»o  -cosQo,)»,  =  0, 
(1  -  öi)tti  +  (*oi'»i  --Wo,)«,  4  (Wio'lti  -cos  ©Ol)««  =  0. 

8.7. 

Wenn  die  Charakteristik  fto  nicht »  dagegen  die  Chatakteristik 
«ti  der  Einheit  gleich  ist,  so  hat  man  nach  28)  und  30)  offenbar 
die  feigenden  Gleichungen : 

31) 

cos  ^1  ==  cos  Oo  cos  Ol  -h  cos  /?o  <^os  ßi  -f  cos  yo  cosy, ; 

*oi  =  «o«i  +  * A  +  CoCi ; 

j[Vqi  =  ÜQ  cos  «1  +  6«  cos  ft  +  Co  cosyi » 

iVio  =  Ol  cos  «o  +  Ai  cos]So  +  Ci  cosyo; 
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(l-n„«)y>.« 
*"—        4«,«       ''*">' 

(1— n«%.,«        ^ 
•  ~  4«^* *^"*    "• ' 

ipo'(l-C;))»o  +  (*oitto-*^ot^o')C|  +(iVoitto-Ko^o')»i  =0, 
(l-Oi)tt,  +(;!fo,"tt,-iVo,)fo  +  (^io'«i-c«8©oi)Mo  =0. 


§.8. 

Durch  das  Vorbergebeade  sind  alle  Fälle >  die  bei  der  Be- 
stimmung der  Proximitäten  der  Bahnen  der  Planeten  und  Come- 
ten  vorkommen  kunnen,  erledigt;  aber  freilich  erflbrigt  noch  die 
Auflosung  der  im  Obigen  entwickelten  Gleichungen  selbst,  welche 
jedoch  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Analysis  in  vollstön- 
diger  algebraischer  Entwickelung  sich  nicht  geben  lässt,  indem 
man  bei  dieser  Auflösung  immer  auf  Näherungen  hingewiesen 
sein  wird.  Methoden  dazu  lassen  sich  in  nicht  geringer  Anzahl 
angeben,  was  ich  hier  nicht  weitläufig  entwickeln  will,  weil  es 
mir  in  dieser  Abhandlung  hauptsächlich  und  zunächst  nur  darauf 
ankam,  die  das  Problem  lösenden  allgemeinen  Gleichungen  in  einer 
so  einfachen  Form,  wie  es  die  Natur  der  Sache  irgend  gestattet, 
aufzustellen.  Bemerken  will  ich  jedoch,  dass  mir  im  vorliegenden 
Falle  eine  gemischte  geometrisch -analytische  Methode  diejenige 
zu  sein  scheint,  welcher  man  sich  bei  der  Auflosung  der  obigen 
Gleichungen  mit  dem  meisten  Vortheil  bedienen  dilrfte.  Diese 
Methode  will  ich  an  dem  Falle  zweier  Ellipsen  erläutern,  und 
glaube,  dass  dies  hinreichend  sein  wird,  um  übersehen  zu  lassen, 
wie  man  sich  in  jedem  anderen  Falle  zu  verhalten  hat. 

In  dem  in  Rede  stehenden  Falle  zweier  Ellipsen,  wo  also  die 
(Charakteristiken  uo  und  Ttj  beide  kleiner  als  die  Einheit  sind,  be- 
rechne man  zuvorderst  nach  den  in  28)  gegebenen  Formeln  die 
Grössen 
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COsOoi»    ^01»  ^019   ^10  9    ^0»    ^1«    ^0»   ^l» 

welche  als  Constanten  der  ganzen  ferneren  Rechnung  zur  (Grund- 
lage dienen. 

Auf  einem  mit  starkem  Zeichnenpapier  überzogenen  Keiss- 
brett  nehme  man  nun  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  gerade 
Linien,  deren  Durchschnittspunkt  wir  durch  O  bezeichnen  wollen, 
an,  und  lege  dieselben  als  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  der  u,  it,  der  ganzen  ferneren  Constructioo  aber  einen 
bestimmten,  hinreichende  Genauigkeit  gewährenden  Maassstab  zu 
Grande,  nach  welchem  letzteren  alle  betreffenden  Längen  aufge- 
tragen werden. 

Hierauf  construire  man  zwei  Punkte  Oo,  und  Oi,  deren  Coor- 
dinaten  in  dem  angenommenen  Systeme  respective 

-Ä'    0    und    -^,,    0 

sind.  Diese  beiden  Punkte  nehme  man  als  Anfangspunkte  zweier 
neuen,  dem  primitiven  Systeme  der  u,  it  parallelen  Coordinaten- 
Systeme  der  Uq'»  tto'  und  Ui',  lt|'  an;  und  construire  aus  den  Mit- 
telpunkten Oq  und  Ol  zwei  Ellipsen,  deren  Gleichungen  in  den 
beiden  letzteren  Systemen  respective 

(1)    .     .     .    /  QDd 


=  1 


sind*),  welche  wir  im  Folgenden  die  erste  und  die  zweite  Ellipse 
nennen  wollen.  Bezeichnen  wir  die  Halbazen  dieser  beiden  Ellip- 
sen respective  durch  ^Kq,  Vo  und  ^|,  Vi ;  so.  ist: 

,^ ?o__       ^  —         Po 

Wl  P\ 


*)  Die  Formeln   sind    in   die&eiu    Paragraphen    durch    besondere,    in 
zwei  Klammem  eingcftchlossene  Nummern  bezeichnet. 
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oder: 

(3) 


»0 £o goi^  __ 

'*»-(l-«o)(l  +  »o)'    *'''~2V^(l-«o)(l  +  »o)~2>  «o' 

♦*'  -  (1  -»i)(l +»,)'    *»  -  2  \^(l-«i)(H-^> ~  2  ir  n» 
Bezeichoet  ferner  e^  die  ExcentricitSt  der  ersten  Eiripse,  so  ist* 

(4)  .   .  eo  =  ^±(f«o»--i'o*)  =  ^±(^-^oKf*o  +  yo). 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
fio>i'o  ^^^  ^o<^o  MTt»  iiii  ersten  Falle  ist2ffo»  tm  z^^^iten 
Falle  ist  2vo  die  Hanpfaxe,  mid  man  wird  also  jetzt  immer  die 
Brennpunkte  der  ersten  Ellipse  leicht  construiren  kOnnen.  Be- 
zeichnet eben  so  f|  die  Excentricität  der  zweiten  Ellipse»  so  ist: 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt«  jenachdem 
lH^'>Vl  oder  fii<vi  ist;  im  ersten  Falle  ist  2fti,  im  »weiten  Falle 
ist  2^1  die  Hauptaxe,  und  man  wird  also  auch  die  Brennpunkte 
der  zweiten  Ellipse  leicht  construiren  kennen.  Diese  Elemente 
reichen  hin,  um  die  beiden  Ellipsen  selbst  zu  entwerfen,  woio 
man  bekanntlich  verschiedene,  eine  hinreichende  Genauigkeit 
gewährende  Methoden  besitzt 

Nun  nehme  man  in  der  ersten  Ellipse  einen  beliebigen  Punkt 
an^),  und  messe  dessen  Coordinaten  in  dem  Systeme  der  Uo'> 
ttoS  welche  wir  durch  £^o^  ^o'  bezeichnen  wollen.  Bezeichnen 
wir  nun  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in  dem  Systeme  der  u, 
n  durch  Vq»  tto»  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten: 

(6) Vo^-T^^^ü^\   tto  =  V; 

also: 

(1) ^^«'-^«=1^^' 

und  ÜQt  Ito  genügen  offenbar  der  Gleichung: 


*)  Natürlich  kann  man  seinen  Auslaaf  auch  Ton  der  iweiten  EMipcc; 
aas  nehmen. 
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Co' 


(11) 

V  —I^ü—  I      l 

Jetzt  berechne  man,  wozu  im  Vorhergehenden  alle  erforder* 
liehen  Formeln  gegeben  sind,  die  GrOssen: 

i;»o«(l-l7o)tto,  Ä„in„-Ä„r„',  iV„i»o-»of^rt' 

und  coustruire  die  Gerade,  deren  Gleichung  im  Systeme  der  u, 
a  die  folgende  ist: 

(7) 
lpo*(l  -  <7.,)»o  +  (i«foi»o  -  *ror„')u  +  (iV^tt.Mo-ÄoOo')"  =0; 

wosu  man  die  mit  ihren  gehörigen  Vorzeichen  genommenen  Ent- 
fecnangea  der  Ourchachnittspankte  dieser  Geraden,  mit  den  Axen 
der  o  und  n  von  dem  Anfangspunkte  dieser  Cooidinaten  icennen 
moss,  welche  mittelst  der  beiden  Formeln: 

Po«(i-ro)t»o  po«(i-yo)«o 

leicht  berechnet  werden  kSunen. 

Hierauf  ermittele  man,  ob  von  dieser  Geraden  die  zweite 
Eltipae  getroffen  wird,  und  unterwerfe  jeden  der  Punkte,  in  denen 
dies  geschieht,  der  folgenden  Untersuchung.  Die*  Coordinaten 
di^es  Punktes  in  dem  Systeme  deru|',  Ui  seien  Ui'y  lt|^  welche 
gemessen  werden.  Sind  dann  ferner  V^  ttj  die  Coordinaten  die- 
ses Punktes  in  dem  Systeme  der  u,  tt;  so  ist: 

(8) ^i=-i^?s;«+^i''  tti=»i'; 

also : 


«,* 


aii> ö.'-«'.=rr5^.' 

und  wir  haben  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

av) 

i,.o«(l-^7«)lto+(üroItto-Äoo;>')«^+(^•lllo-»ol'o')»»=o 

und: 


(V) 
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so  dass  also  jetzt  die  sechs  GrOssen 

den  fünf  Gleichungen  (1),  (II),  (III),  (IV),  (V)  vollständig  genfigen. 

Nun  berechne  man,  vrozu  im  Vorhergehenden  wiederum  alle 
erforderlichen  Formeln  gegeben  sind,  die  Grossen 

Jpi2(l-Üi)lli,    üfoiUi-^i^i',    Aio»i-1li«^i' 

und  construire  die  Gerade,  deren  Gleichung  im  Systeme  der  u, 
n  die  folgende  ist: 

(9) 

wozu  man  die  mit  ihren  gehörigen  Vorzeichen  genommenen  Ent- 
fernungen der  Durchschnittspunkte  dieser  Geraden  mit  den  Axen 
der  u  und  tt  von  dem  Anfangspunkte  dieser  Coordinaten  kennen 
muss,  welche  mittelst  der  beiden  Formeln 

■"4(üfoiat,-jriükO   """*      4(^iotti-Äii4') 

leicht  berechnet  werden  können,  und  ermittele,  ob  diese  Gerade 
wenigstens  nahe  durch  den  Punkt  der  ersten  Ellipse  geht^  von 
dem  wir  ausgingen,  und  dessen  Coordinaten  in  dem  Systeme  der 
a,  U  nach  dem  Obigen  üot  tto  waren;  dann  wird  wenigstens 
näherungsweise  die  Gleichung: 

(VI) 
ipi*(l-^i)»i  +  (^oitti  -J^\Ui')ü^  +  (iV,olti-i:i£7,')llo  =0 
Statt  finden,  und  die  sechs  Grössen 

Oo,Uo.  ^i,tti,  üo'.M,' 

werden  also  wenigstens  nähemngsweise  den  sechs  Gleichungen 
(I),  (II),  (III),  (IV),  (V),  (VI)  genögen,  also  durch  diese  sechs 
Grössen  nach  28)  offenbar  eine  näherungsweise  richtige  Lösung 
unserer  Aufgabe  gefunden  sein. 

Nimmt  man  jetzt  auf  dem  ganzen  Umfange  der  ersten  Ellipse 
möglichst  in  gleichen  Intervallen  eine  Reihe  von  Punkten  an,  und 
unterwirft  jeden  der  vorhergehenden  Untersuchung,  wobei  natfir- 
lich  die  oben  angegebenen  constanten  Grössen  nur  einmal  be* 
rechnet  zu  werden  brauchen;  so  muss  man  notb wendig  wenigstens 
annährend  alle  möglichen    Auflösungen    der  Aufgabe  entdecken. 
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da  man  es  ja  in  seiner  Gewalt  hat,  die  in  Rede  stehenden  Punkte 
in  heliebig  kleinen  Intervallen  auf  dem  Umfange  der  ersten  Ellipse 
anzunehmen.  Hat  man  aber  nur  erst  Näherungswerthe  der  ge« 
sachten  Grössen  auf  dem  vorher  beschriebenen  Wege  ermittelt, 
so  besitzt  man  bekanntlich  Methoden  genug,  dieselben  weiter  zu 
verbessern  und  zu  den  genauen  Auflösungen  zu  gelangen,  wozu 
natürlich  hier  eine  besondere  Anleitung  nicht  gegeben  zu  werden 
braucht,  da  sich  ein  Jeder  die  betreffenden  Formeln  leicht  selbst 
zu  entwickeln  im  Stande  sein  wird. 

Wir  haben  zwar  bloss  den  Fall  zweier  Ellipsen  betrachtet; 
in  allen  anderen  Fällen  bleibt  aber  die  Auflosung  im  Wesentli- 
chen ganz  dieselbe.  Wenn  freilich  keiner  der  beiden  in  der  Ebene 
des  Reissbretts  zu  beschreibenden  Kegelschnitte  eine  Ellipse  ist, 
von  der  man  seineu  Auslauf  nehmen  kann,  so  wird  die  Auflosung 
weitläufiger,  wovon  der  Grund  leicht  ersichtlich  ist,  weil  nämlich 
die  Ellipse  eine  geschlossene,  auf  einen  bestimmten  endlichen 
Raum  beschränkte  Curve  ist,  wogegen  die  Parabel  und  Hyperbel 
sich  in's  Unendliche  erstrecken,  also  auch  die  Anzahl  der  in  dem 
einen  der  beiden  zu  beschreibenden  Kegelschnitte  anzunehmenden 
Punkte  in's  Unendliche  verlaufen  kann.  FQr  astronomische  Zwecke 
sind  aber  die  folgenden  Fälle  die  wichtigsten: 

1.  W^nn  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  Ellipsen  sind, 
was  der  Fall  der  Planeten  und  der  Cometen  mit  elliptischen  Bah- 
nen ist. 

2.  Wenn  der  eine  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  eine 
Ellipse,  der  andere  eine  Parabel  ist,  welcher  Fall  einem  Planeten 
oder  Cometen  mit  elliptischer  Bahn,  und  einem  Cometen  mit  pa- 
rabolischer Bahn  entspricht 

3.  Wenn  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  Parabeln  sind, 
was  der  Fall  zweier  Cometen  mit  parabolischen  Bahnen  ist. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  kann  man  immer  von  einer  Ellipse 
ausgehen.  Im  dritten  Falle  tritt  freilich  der  vorher  erwähnte  üble 
Umstand  ein,  der  aber  in  diesem  Falle  nie  zu  umgehen  sein  wird, 
wobei  man  indess  zu  bedenken  hat,  dass  ja  bei  den  Cometen  die 
Annahme  einer  parabolischen  Bahn  nur  auf  einer  näherungsweise 
richtigen  Voraussetzung  beruhet,  die  nur  fOr  den  in  der  Nähe  der 
Sonne  liegenden  Theil  der  Bahn  zulässig  und  verstattet  ist,  so 
dass  also  auch  nur  die  Betrachtung  dieser  Theile  solcher  Bah- 
nen in  astronomischer  Rücksicht  von  Interesse  sein  kann,  wodurch 
die  Anzahl  der  in  dem  einen  der  beiden  zu  beschreibenden  Ke- 
gelschnitte anzunehmenden  Punkte  eine  sehr  wesentliche  Be- 
sehränkmig  erleidet. 
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}.  9- 

Ohne  weitere  Beziehung  auf  die  ProximitSten  wollen  wir  uns 
zwei  beliebige  Punkte  (^Tq^o^)  ^nd  (^i^|Z|)  in  den  beiden  vor- 
her betrachteten  Kegelschnitten  denken,  und  deren  Entfernung 
von  einander  durch  £01  bezeichnen,  so  ist: 

also: 

Nun  Ist  aber  nach  Kap.  I.  80): 

^«  -  4  ^'      ao^  •     «1   -   4  t*     ^)  > 
und  nach  Kap.  I.  56): 

«<o  ,  *o  — «ö 


und 


Aj  Ä  <V) 1 COSVfi 

^      ^Oo       cosao         '" 


OTi  =  Ofl 1 COS  Ol  y 

*  Ol  COS«!  ^ 


33) S  yi=*i^  +  ^^— ^cosft. 

-^  1  ^*  ■«!  COS«!  '^ 


also: 


2i  =  c.  ~  +  -* *  cosy. ; 

^  «1       cos«!         '* 


«o^i+yoyi  +  «oh 


=     (aoOi+*o*i+CoCi)Ji^ 

+  (aoC08ai  +*oCOsft  +cöCosyi)^.^^=^ 

+  (cosflnocosori  +  conßQCosßi  -f  cosvocosy.)^^""^»  ^t^^ 

"V  rv  r*    .  #v  #*/    CO»«^  cos  Ol 
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r«igli«b: 


34) 

-2(aoat+Mi+Coc0g-^ 

-  2(aoC08a|  +  6©  co«  A  +  ^oCO«yi)~  •  ^^* 

— 2(ai  cos  oö  +  61  cos  /?o  +  ^i  cosyo)  ^  •  ^^ 

— 2(co8  «nocos«!  +  co8/?oC08ft  +cosyo  co8yi)  ^^  '^co7«"^' 

Hierzu    hat  man    nach   Kap.  I.  63)  noch  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

/a^o-«oy_go*  .,_uo.,_JL  YggVi 


35). 


Von  diesen  Formeln  kann  man  die  folgende  f&r  die  Astronomie 
wichtige  Anwendung  machen:  Wenn  in  einem  der  beiden 
Kegelschnitte^  etwa  in  dem  ersten,  ein  Punkt  (0:0^0^) 
gegeben  ist;  so  kann  man  verlangen,  in  dem  anderen 
Kegelschnitte  diejenigen  Punkte  (^tyi^i)  anzugeben, 
welche  eine  bestimmte  gegebene  Entfernung  £^1  von 
dem  gegebenen  Punkte  (^0^0^)  haben.  Diese  Aufgabe  iSsst 
sich  mittelst  der  obigen  Formeln  auf  folgende  Art  auflösen. 

Setzen  wir  der  Kfirze  wegen : 

36) 

A=:  (noai  +60*1  +<?o<?i)^+(oi  cos«Ho  +  Ä,  cos/Jo  +  Cx  cosyo)  J^^      » 

tln 

C  =:      (oo  COS  «1  +  IqCob  A  -|-  Co  cosyi)  ~ 

-^(co8^)C08a|-^  cos/^cosA+cosyoGosyi)^^—  ; 
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Tkearie  der  KegeUcktatie 
^  1  U;  uBÜ  35)  zur  Bestimmung  der  beiden  Grössen 

Ü    .nd    '-^^ 
Ol  cos  «1 

..    ukjt^uJ««  i*leichDDgen : 

37) 

4  ^       üi  «1  cosflfi 

tlüttHurt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Grosse » 

svi  erhSit  man  die  Gleichung: 

38) 

,.,.a»._Q-*<._!.,.,,=„.c.u,-S,._J,.(^)-, 

oder,  «venu  man 


setzt,  die  Gleichung: 


39).    .   .    .  M  +  2ß-2B(l-^)-?^'(l-^)«t« 

mittelst  welcher  die  Grosse  1 ^   bestimmt   werden    muss,  wo- 

durch  dann  auch  —  gefunden  ist;  die  Grosse  — ^  ersiebt  sich 

C|    ®  COSO]  ^ 

aber  ferner  sogleich  mitteist  der  Formel: 

40).  .   .fLn!L.=  »   )&.\,_^)._2£?._^ 
'  coscfi        52C  f   4  ^        Ol  Ol 

und  die  Coordinaten  Xi^  ^j,  Z|  erhält  man  mittelst  der  Formeln  33). 

Die  Gleichung  39)  ist  vom  vierten  Grade,  und  kan^  leicht 
auf  die  gewohnliche  algebraische  Form  gebracht  werden.  Be- 
merken will  ich  nur,  dass  man  Gleichungen  von  der  allgemeinen 
Form 
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unter  welcher  die  in  Rede  stehende  Gleichung  enthalten  ist,  durch 
eine  einfache  Substitution  sogleich  so  umformen  kano^  dass,  wenn 
man  die  Gleichung  entwickelt,  in  ihr  das  zweite  Glied  fehlt.  Setzt 
man  nämlich 

b 

^=y-rc' 

so  wird  die  Gleichung:     . 

welche  Gleichung,  gehörig  entwickelt,  offenbar  auf  eine,  die  dritte 
Potenz  von  y  nicht  enthaltende  Gleichung  des  vierten  Grades  fährt. 

Eine  nicht  anwichtige  Anwendung  findet  die  hier  aufgelöste 
Aofgabe  In  der  Astronomie,  wenn  in  der  gegebenen  Bahn  eines 
Weltkdrpers  ein  Punkt  gegeben  ist,  und  in  der  gegebenen  Bahn 
eines  anderen  Weltkorpers  diejenigen  Punkte  aufgesucht  werden 
sollen,  welche  von  dem  enteren  Punkte  eine  bestimmte  gege- 
bene  Entfernung  haben. 


Schlussbemerkung. 

Für  die  Anwendung  in  der  Astronomie  wQrde  es  «un  noch 
odthig  sein,  alle  im  Obigen  zur  Anwendung  gekommen€»i  Grössen 
durch  die  gewöhnlichen  Elemente  der  Bahnen  der  Planeten  und 
Cometen  auszudrficken;  um  jedoch  dieser  Abhandlung  nicht  eine 
zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben  ^  beschränke  ich  mich  in  dieser 
Rücksicht  auf  die  folgenden  Bemerkungen. 

Wir  nehmen  die  Sonne  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  der  x'y'i',  die  Ebene  der  Ekliptik  als  die 
Ebene  der  x'y'  an;  der  positive  ThetI  der  Axe  Her  x'  sei  nach 
dem  aufsteigenden  Knoten  der  Bahn  hin  gerichtet,  und  der  posi- 
tive Theii  der  Axe  der  y'  werde  so  angenommen,  dass  man  sich, 
am  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  <Ier  x*  durch  den  rechten 
Winkel  {x'y')  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y' 
zu  gelangen,  in  demselben  Sinne  bewegen  muss,  in  welchem  die 
Längen  von  0  bis  360^  gezählt  werden;  der  positive  Theile  der 
Axe  der  z'  sei  nach  dem  Nordpoie  der  Ekliptik  hhi  gerichtet  Die 
Coordinaten  des  Punktes  {abc)  in  diesem  Systeme  bezeichnen 
TheU  XXXVII.  7 
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wir  durch  a\  h\  c'.  Als  Anfang  der  seyz  nehmen  wir  wieder  die 
Sonne,  als  Ebene  der  o;^  die  Ebene  der  Ekliptik  an;  der  positive 
Theil  der  Axe  der  x  sei  nach  dem  Anfangspunkte,  der  positive 
Tbeil  der  Axe  der  y  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Längen 
gerichtet,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  z  gehe  nach  dem 
Nordpole  der  Ekliptik.  Auf  dieses  System  beziehen  sich  die 
Coordinaten  a,  6,  c  des  Punktes  (a6o). 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  von  der  Sonne  nach  dem  Perihelium  gezogene  Gerade  mit 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  o?',  y',  %'  einschliesst,  re- 
spective  durch' X',  ft',  v';  so  ist  offenbar: 


o'  =  Vaa  +  6«+c«.  cos  X' , 
b'  =  Va*  +  6a  +  c«.  cos  fi', 
c'  =  V  «*  +  **  + cÄ.cosv'; 


also: 

1).   .   .  a'=2^coBk\    Ä'  =  ^co8fA',    c's^cosv'. 

Bezeichnet  P  die  im  Sinne  der  Längen  von  0  bis  360^  gezählte 
Entfernung  des  Periheliums  vom  aufsteigenden  Knoten,  und  J 
den  90^  nicht  abersteigenden,  jenachdem  das  Perihelium  auf  der 
positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  x'y'  liegt,  als  po- 
sitiv oder  negativ  betrachteten  Neigungswinkel  der  von  der  Soime 
nach  dem  Perihelium  gezogenen  Geraden  gegen  die  Ebene  der 
x'y';  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

cos  l'  =  cos  Pcos  J, 

2) {  cosfi'=sinPcos«/, 


also  nach  1): 


cosv'=:8in  J; 


P 
a'  =  ^co8PcosJ, 


3) <  6'  =  i--sinPcos  J, 


2n= 


C  =  2^sinJ. 


Bezeichnet  Sl  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens,  so  ist 
nach  der  Lehre  von  der  Verwandlang  der  Coordinaten: 
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y  ^=z  x* Bin SL-{-^ coH Sl  f 

2  =  «'; 


woraus  leicht: 

5) 


x'^2     X C09.SI -{■  y  Bin  Sl ^ 
'  y*  =: — XBin  Ä  +  ycoBSl^ 

folgt    Nach  4)  bt  also: 

!a  =  a'cosi2  — ft'sinil, 
b=^afB\nSl-\'b'eoBSl, 

und  folglich  nach  3): 

a  =  ^cos(P+  •$2)cos  Jy 


_£. 


6  = 


|^sin(P+Ä)cosJ, 


(c=£sinJ. 

Bezeichnen  wir  die  Neigung  der  Bahn»  worunter  wir  den  180^ 
nicht  übersteigenden  Winkel  verstehen  >  welchen  der  auf  der  po- 
sitiven Seite  der  Ebene  der  afy*  liegende  Tbeil  der  Ebene  der 
Bahn  mit  dem  der  beiden  Theile  der  Ebene  der  x'y'  einschliesst, 
in  welche  dieselbe  durch  die  Axe  der  x*  getheilt  wird  und  in 
welchem  der  positive  Theil  der  Axe  der  y'  liegt,  durch  t;  so  ist 
im  Systeme  der  x'y*  die  Gleichung  der  Ebene  der  Bahn  offenbar 
in  völliger  Allgemeinheit: 

8) 

also  auch: 


»'  =  ytangt, 
c'sft'tangt^ 


and  folglich  nach  3): 

9) tang  J  =  sin  Ptangt, 

woraus,  weil  cos«/  immer  positiv  ist,  sogleich: 
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1 


coaJ-- 


IG)  .   .  )  Vl+t«Dg»«eln/» 

siuJ=    ,  «angtBJBP^^. 
V1  +  tangt*8inP* 


und  daher  nach  7): 


—  Z  cog(/^+^) 


a  = 


2»*  V^l  +  tangt«8m/»' 

11)..  U^P  8in(P-|-^) 

'    2n*VT+ taugt«  sin/»' 

—  />  tangtVinP 

^~-§n*VT+tangt«sin/» 
folgt. 

Bezeichnen   wir  die  Länge  des  Peribeliunis  durch  £,  so  i*t 
offenbar: 

P+Ä=Z.j  f  P  +  Ä=5L+360o 

P=Z/— ä|      oder  jjP=£-Ä+360o 

Ä=l/  — p)  \  Ä=L— P  +  360<> 

also  in  völliger  Allgemeinheit: 

icos  L  =  cos  (P+  Ä) ,  sin  L  =  sin  (P+  Ä) ; 
cosP«cos(X#--Ä),  swiP«sin(L-^Ä); 
cosÄ  =  co8(I/  — P),    sin.$2  =  sin(Ir— P); 

und  daher  nach  11)  auch: 

_p^    coaL 

"  ~  2«  *  VI  +  tangi»8in  I» ' 


13) h=£: 


sinZ/ 


2«  Vl+tangt*sinP«' 

jp  tangtsinP 

^ "^  2^  '  Vl+tangt»si"^P» * 
Nach  8)  und  5)  ist: 

2=  —  (arsin  Ä — ^co$i$2)tangt 
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die  .Gleichung  der   Ebeoe   der  Bahn  im  Systeme   der  xy%,  und 
folglich  auch: 

c=5  —  (asiuA-— 6cos  i2)tangt; 

also  durch  Subtraction: 

z  —  c  s:=-^(  (a?-^a)ain«$2— (^ -- 6)cos  .$2  Itangt 
oder 

(a:  — a)tangtsinÄ— (y— 6)taDglco8Ä+(z— c)=0, 

folglich  y  iveil 

X — a y — b X  —  c 

cos«        cos|J      cosy 

Ist,  wenn  der  Punkt  {xyz),  wie  es  verstattet  ist,  in  der  Directrix 
angenommen  wird: 

sin  t  sin  Ä  cos  a  -^  sin  •  cos  Ä  cos  ^  +  cos  t  cos  y  =  0. 
Verbindet  man  hiermit  die  bekannte  Gleichung 
aco8«+6cosß  +  cco8y  =  0, 
80  erhält  man,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 
cos  a  =     G{b  cos  i-^-c  sin  t  cosi^) , 
cos  ß  =     G(c  sin  isin  St — a  cos  t) , 
cosy  =*--€r(asint  cos  i^-fA  sin  t  sin  Sl)\ 

also  nach  13): 

p    cos  t'sin  L  +  sin  >*sin  Pcos  Sl 

cos«=     G.^^-       cosiVl  +  taogt^sin/»      ' 

p    cos  i*  cos  L — sin  t*  sin  Psin  Sl 
eoBß  =  -G'^'      cosiVl  +  tangi»sinf»      ' 

p       cos(L"-^)sint 

oder  nach  12): 

p    sinL — sini*cosPsioi^ 
'^*  costVl+tangi*sTir^' 

^   p    cos L  —  sin t*cos  Pcos  i^ 

cos/J— —      2^.  ^^^i^Y+^^^^i^sinP^' 

^    p    sin  >  cos  P         . 
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oder: 


cosa  = 


•  p    8in  Pcos  Sl  -f  cos  t^  cos  Psid  Sl 
2w         cos  t  V^  1  +  tang  t*  «in  P* 

p    sin  Psin  Sl — cos t^  cos  Pcos  Sl 

cos  O  ^^       Cr  •  ?k~  • /.  9 

^  2n         cos  t  VTftaog  t^sin  f» 

_    p  siotcosP 

cosy  =— Cr  «s-  •  — , 

'^  2n    VH-tangi*sin/» 

Quadrirt  man   diese  Gleichungen,  und  addirt  sie    dann   zu  ein- 
ander, so  erhält  man  leicht: 


also: 


14) 


oder: 


(G.f„)«=l.    G.2^  =  ±l; 


±sin  1/  —sin  t*cos  Psm  Sl 
cos  iV^l+ tang  t^sin/» 

^      ^cosZ/ — siot*cosPcosÄ 

cos  ö  ^  T r  * 

cost  VI  +  tangt^sin  /» 
sin  t  cos  P 


.  Sin  Pcos  Ä  +  cost* cos Psin  Sl 

cos  a  =  db ^r.^  — f 

costV  1  +  tang  i'^  sin  P* 

,^.             I         ^       .  sinPsin  Ä  — cost^cosPcosiß 
16)  .   .    .<  cos/5  =  db .^^- 


cosy  :=T 


cost  V^l  + tang  t*  sin  P* 
sin  t  cos  P 


V  l  +  tang  t**  sin  P* 


Wenn  man  in  die  Gleichung  der  Ebene  der  Bahn  im  Systeme 
der  xyz  für  tangt  seinen  aus  9)  sich  ergebenden  Ausdruck  ein- 
fuhrt, so  wird  diese  Gleichung: 


(a?sin  Sl  — y  cos  i^)  tang  J 
SSP  ' 


folglich  ist  auch: 


(asini$2  ~  6cos  i^)tang  J 

C  =—  ; — m%  '  9 

sinP 
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und  daher  die  GleichoDg  der  Ebene  der  Bahn: 

\{x — a)s\nSl — {y — 6)cos.$2)tang«/ 
8inP 

oder: 

{x  —  ä)8iDSl6mJ — (y — b)  cos  ^8iuJ+(2  —  c)  am  PcosJ  ^=0, 

also  wie  oben: 

sin  ^sin  «/cos  a — cos  i$2sin  «/cos  ß  +  sin  Pcos  Jco8y:=z  0. 

Verbindet  man  hiermit  wieder  die  Gleichung 

aco8a-^bco8ß-{-cco8y  =  0f 

so  erhält  man: 

cos  o  =      G(b  sin  Pcos  J  +  c  cos  Sl  sin «/) , 

cos/3  =     G(csiD  i^sin  J — aaiu  PcosJ) , 

cosy= — Cr(acosi2sin«/-f  Asioi$2sin«/); 

folglich  nach  7),  wie  man  leicht  findet: 

P 
co80f=      G&  {sin(P+ß)sinPco8«/*+cosiÄsin«/«|, 

cos/3=— G^|cos(P-f'^)sinPcos./s  — sinAsin./*), 

cos  y  =  —  ^^^^^  Psin  Jcos  J; 
oder: 

cosa  :=      6r^{  cos  Ä  —  cos«/*cos  Pcos  (P+  Ä)  I , 

cosj5=      G^lsinÄ— cos«/«co8Psin(P  +  Ä)l, 

cosy  =  —  6r^  cos  Psin  Jcos«/. 

Qaadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  zu  einander, 
so  erhält  man: 

/^•£^a— ^. rS^A.  ^ 


2n'        1  — cos«/«cosP*'        2n      ^  y  l-cos./«cosP»' 
also: 
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cosa  =  ± =^ '-, 

16).    .   {co8/J=:± ^,  -^ y^  * 

C08P8inJc08J 

^^*^  "■  '^  VI  — C087«iii^  * 

oder  Dach  12): 

C08  Ä  —  cos  J*  cos  Pcos  L 


cosa  =  4:- 


V^l — cos  J'  cos  jP* 


,^.  .         fl       .  8iiiÄ  — co8,/*cosPsinL 

17)  .    .    .  <'  cosß=J: — ,^ —  , 

^         ^  V^l-cosjacosP» 

cosPsio  Jcos«/ 


co8/=:f    ^ T 

V  1  — cos  «/^  cos  P* 

oder  nach  12): 

,  C08(L— P)*-cos%/*co8PcosL 

V^l-cosJ^cosP« 

,ß.  j        ^       .  8iii(l/  — P)  — cos/^cosPsinL 

V  1 — cos  J*  cos  P* 

cos  Psin  Jcos  J 

^^^^     Vl-cosJ2cosP«' 

Man  könnte  in  der  Entwickelang  solcher  Formeln  noch  viel 
weiter  gehen,  namentlich  im  Falle  zweier  Kegelschnitte  ans  den- 
selben Ausdrücke  für  die  im  Obigen  durch  cosOqi'  ^oi  •  -^oit 
iV|o  bezeichneten  Grossen  ableiten,  was  aber  Alles  so  wenig  hr* 
gend  einer  Schwierigkeit  unterliegt»  dass  diese  Entwickelungen 
sämmtlicb  dem  Leser  fiberlassen  bleiben  können,  indem  das 
Obige  alles  fiir  weitere  Untersuchungen  wesentlich  Nothwendige 
enthält. 


Das  Problem  von  den  Proziraitäten  der  Bahnen  der  Planeten 
und  Cometen  gewinnt  in  der  neueren  Astronomie  täglich  mehr  an 
Interesse,  weil  bei  der  schon  jetzt  so  sehr  grossen  Anzahl  dieser 
Weltkorper,  die  durch  neuere  Entdeckungen  gewiss  immer  noch 
vergrössert  werden  wird,  das  dermaleinstige  Zusammentreffen 
zweier  derselben  immer  «rahrscheinlicher  wird. 


S.  10.  Z.  7.  V.  u.  statt  „anlytischcn"  s.  m.  ^analytischen**.—  S.  76. 
Z.  5.  V.  u.  statt  „Vorhergehen"  s.  m.  „Vorhergehenden**. 
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II. 

Geometrische  Untersuchungen  über  einige  Curven  *). 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Bohlen 

z^i   Sil  1z  a.  N.  im  Königreich  Würteni  berg. 


1.    Die  Hypocycloide  mit  Tier  Aest«n. 

Die  Dmhüllungscarven ,  welchen  die  folgende  Untersuchung 
gewidmet  ist,  entstehen  durch  eine  Gerade  von  unTerSnderlicher 
Länge,  deren  Endpunkte  sich  auf  den  Schenkeln  eines  festen 
Winkels  bewegen.  Es  sei  (Taf.  1.  Fig.  1.)  OQ  ein  Durchmesser 
des  am  MNO  beschriebenen  Kreises,  O'  ein  beliebiger  Punkt  auf 
dem  Umfange,  der  sich  dem  Punkte  O  ohne  Ende  nähert,  OV 
senkrecht  auf  NO'  und  O  F'  senkrecht  auf  MO' ;  dann  ist  wegen 
der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OO'V  and  OQM  ferner  OO^V 
und   OQISi 

also 

O'V'.O'V^zQM.QN. 

Ist   nun    A^^'O^A^#^0^     aUo    M'IS'^MN,    M'O^MO' 
und  ßf'O'^NO',   so  ist: 


*)  Herr  DoctAr  Bolclen  schreibt  mir  bei  Uebertendong  diese«  und 
det  folgenden  Aufsatzes,  doss  diese  Aufsätze  einiges  Bekannte  enthalten, 
aber  ein  Material  zu  Uebungsaufgaben  für  Schaler  darbieten  durften, 
welches  in  manchen  Fällen,  z.B.  bei  Prnfongen,  nicht  unwillkommen 
«eiB  möchte.  G. 
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Die  Linien  M*Ty  QP,  OR,  CJS  stehen  sämmtlich  senicrecbt 
auf  JifN,    dann  ist: 

TM'  -  ^^-^Q  „„A  rm-  ^^'^O 

al^o 

TW  _  MW. NO  QM,NO  TM' 

VN  —  NN. MO  ""^  QiV.il/Ö-''™'  üiV' 

Vermöge  einer  leicht  zu  beweisenden  Eigenschaft  des  Kreis- 
vierecks  ist: 

QM.NÖ       RN 

QN.MÖ^-  RM' 

und  weil  das  Perpendikel,  welches  vom  Mittelpunkt  des  Kreises 
auf  die  Sehne  MN  gefällt  wird,  sowohl  diese,  als  auch  PR  hal- 
birt,  so  ist  RN—PM  und  RM=PN.  Je  näher  also  M'N  an 
MN  rückt,  um  so  mehr  nähert  sich  das  Verhältniss  TM':  VN 
dem  Verhältniss  PM.PN.  Andererseits  ist  TM':VN=STiSN, 
woraus  hervorgeht,  dass  der  Durchschnittspunkt  S  sich  ohne  Ende 
dem  Punkte  P  nähert.    Wir  haben  somit  folgenden  Satz : 

Bewegt  sich  eine  Gerade  MN  ron  unveränderlicher 
Länge  init  ihren  Endpunkten  auf  den  Scheokein  eines 
Winkeis  XOV,  so  ist  der  Durchschnittspankt  der  Ge- 
raden mit  der  ihr  vnendlich  nahen  von  uneben  so  weit 
entfernt,  als  der  Fusspunkt  des  von  O  auf  ilfiV  gefällten 
Perpendikels  von  N. 

P  ist  also  ein  Punkt  der  Umhullungscurve,  MN  die  Tangente  nnd 
QP  die  Normale.  Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  der 
Durchmesser  des  um  das  Dreieck  MNO  beschriebenen  Kreises  con- 
staut  ist,  welche  Lage  auch  MN  haben  mag,  weil  in  diesem  Kreise 
der  Constanten  Sehne  MN  stets  derselbe  Peripheriewinkel  ITOFent» 
spricht.  Die  Linien  OH  und  OG  (Taf.L  Fig.  2.)  halbiren  den  Winkel 
ilfOA^  und  seinen  Nebenwinkel,  mitbin  ist  ^60^=90^,  OFistsenk- 
recht  auf  HG.  also  parallel  mit  MN,  DH=FG  und  OR  senkrecht 
m(MN.  Nun  ist  ^QOilf  =  Z  ÄOiV,  weil  beide  zzrZQiVM  sind; 
also  ist  ^QOH  =  ^HOR  und  ^GQO  =  ^QOR  =  2^QOB, 
woraus  folgt,  dass  das  Dreieck  QOH  gleichschenklig  ist,  und  also 
QO=iQH^=QG.  Da  QO  als  der  Durchmesser  des  um  das  Drei- 
eck MNO  beschriebenen  Kreises  constant  ist,  so  ist  es  auch  HG, 
woraus  sich  folgender  Satz  ergibt : 

Bewegt  sich  eine  Gerade  MN  von  onveränderlicher 
Länge  mit  ihren  Endpunkten  auf  den   Schenkeln   eines 
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fenten  Winkeln,  so  hat  die  UmhfillungecurFe  dieser 
Geraden  die  Eigenschaft,  dass  die  Halhirungslinien  des 
festen  Winkels  und  seines  Nebenwinkels  auf  ihrer 
Normale  ein  Stfick  HG  abschneiden,  welches  constant 
and  doppelt  so  gross  als  der  Durchmesser  des  um  MNO 
beschriebenen  Kreises  ist. 

Die  Normale  HG  berührt  also  ihrerseits  In  D  die  Dmhfillungs- 
corve  einer  Geraden  von  unverinderlicher  Länge,  deren  End- 
punkte sich  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  bewegen. 
Diese  letztere  Curve  ist,  wie  bekannt,  eine  Hypocycloide  mit 
vier  Aesten,  welche  durch  Rollen  eines  Kreises  innerhalb  eines 
andern  viermal  »o  grossen  entsteht«    Wir  schliessen  also: 

Die  Evolventen  einer  Hypocycloide  mit  vier  Aesten 
sind  ebenfalls  Umhüllungscurven  und  zwar  einer  Ge- 
raden von  unveränderlicher  Länge,  deren  Endpunkte 
sich  auf  den  Schenkeln  eines  im  Allgemeinen  schie- 
fen Winkels  bewegen. 

Betrachtet  man  die  von  HG  erzeugte  Curve  als  gegeben,  so 
erhält  man  eine  Evolvente  derselben,  wenn  man  durch  Ihren  Mit- 
telpunkt O  zwei  Linien  zieht,  die  mit  OH  gleiche  Winkel  XOH 
=  YOH  bilden  und  von  einem  Qber  QO  als  Durchmesser  be- 
schriebenen Kreise  in  M  und  2V geschnitten  werden;  der  Punkt  P, 
in  welchem  die  Sehne  MN  von  HG  getroffen  wird,  ist  ein  Punkt 
der  Evolvente.  Der  Winkel  XOY  kann  einen  beliebigen  Werth 
haben  zwischen  0^  und  180^;  betrachten  wir  zunächst  den  spe- 
ziellen Fall,  wo  Z^OF=:9(K>  ist  (Taf.  I.  Fig.  3.).  MN  ist  hier 
r=iOQ=\HG\  die  besondere  Evolvente,  welche  diesem  Fall  ent- 
spricht, ist  also  wieder  eine  Hypocycloide  mit  vier  Aesten  von 
halb  so  grossen  Dimensionen.  Die  Figur  zeigt  unmittelbar,  dass 
OR=QP=  IDP  ist.  DP  ist  der  Krammungshalbmesser  der 
von  JI/ZV  erzeugten    (7- Curve,  woraus  folgt: 

Die  Hypocycloide  mit  vier  Aesten  ist  ihrer  Evo- 
lute ähnlich;  die  Dimensionen  der  letzteren  sind  dop* 
pelt  so  gross,  als  die  der  ersteren.  Der  Krfimmungs- 
halbmesser  eines  Punktes  P  der  Curve  ist  dreimal  so 
gross  als  das  vom  Mittelpunkte  O  auf  die  Tangente  von 
P  gefällte  Perpendikel  OR. 

Die  Rectification  der  Curve  hat  nun  weiter  keine  Schwierig* 
keit  Es  sei  XPV  ein  Quadrant  derselben  und  DX  ein  Bogen 
ihrer  Evolute.  Wir  haben  Bogen  DX=:DP=lDF;  X  ist  ein 
Scheitel  und  DF  so  gross  als  der  Abstand  des  Mittelpunkts  O 
von  der  Normale  in  D,  woraus  sich  folgender  Satz  ergibt: 
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Der  Bogen  zwischen  einem  Punkte  D  und  dem 
Scheitel  deines  Quadranten  ist  gleich  l  von  dem  Nor- 
malen-Abstand  von  />;  oder  weil  der  Scheilel  X  den  Qua- 
dranten in  zwei  coiigruente  Hälften  theilt:  Der  Quadrant  wird 
durch  einen  Punkt  D  in  zwei  Theile  getheilt^  deren 
Unterschied  gleich  \  des  Normalen-Abstands  von  D  \^i. 

Ehe  wir  in  der  Untersuchung  der  Evolventen  der  genannten 
Curve  weiter  gehen ,  mögen  einige  allgemeine  Betrachtungen  über 
Evolventen  von  symmetrischen  Curven  vorausgeschickt  werden. 
Rollt  eine  Gerade  über  ein  Polygonstück  und  dreht  sich  dabei 
um  einen  Winkel,  dessen  Bogen  für  den  Halbmesser  l  gleich  cp 
ist,  so  ist  die  Summe  der  von  zwei  Punkten  P  und  Q  der  Gera- 
den beschriebenen  Kreisbugen  gleich  PQ,g>y  wenn  derjenige  Tbeil 
des  Polygons,  über  welchen  die  Gerade  rollt,  stets  zwischen  den 
Punkten  P  und  Q  bleibt;  im  anderen  Falle  ist  der  Unterschied 
der  von  P  und  Q  beschriebenen  Kreisbögen  =PQ.q>, 

Die  Curve  AXB  (Taf.  I.  Fig.  4.)  ist  gegen  ihre  Normale  in  X 
symmetrisch  oder  OX  ist  ein  Theil  der  Axe.  Die  Tangenten  an 
den  äossersten  Punkten  A  und  B  schneiden  sich  In  O.  BP  VPC 
ist  die  Evolvente,  also  AC  gleich  dem  Bogen  AXB^  XV  gleich 
dem  Bogen  XD'P.  OF  und  OF*  sind  die  Normalen- Abstände 
von  P  und  P*.  Da  nun  wegen  der  Symmetrie  der  Curve  AXB 
gegen  ihre  Axe  bei'ni  Rollen  der  Tangente  AC  der  von  dem  einen 
Endpunkte  C  beschriebene  Evolventenbogen  CPVP'B  dem  vom 
andern  Endpunkt  A  beschriebenen  congruent  ist,  so  haben  wir 
für  die  Länge  dieses  Bogens  iAC.q>  oder  XV, (p,  wo  tp  den 
Bogen  des  Winkels  COB  bedeutet,  für  den  Halbmesser  =1. 
Aus  der  Symmetrie,  der  Curve  AXB  ergibt  sich  ferner  für  zwei 
Punkte  P  und  P',  deren  Normalen  sich  in  einem  Punkte  i$  der 
Axe  schneiden,  OF=zOF',  ^PSO  =  ^P'SX  oder  ^PSO 
-fZP'ÄO=180«:  Z,PIS'B=^PMO,  also  ^PNB  +  ^P'N'ß 
=  ^9;  PS  +  P'S=AC=2XV;  PD  ^  P  D'  =  PF  +  P'F' 
=:z'aC=2XV.  Nennen  wir  den  Bogen  CPVP'B  den  Quadran- 
ten der  Evolvente,  OC  die  kleine,  OB  die  grosse  Halbaxe,  so 
ergeben  sich  folgende  Sätze:  Die  Länge  des  Quadranten  ist  gleich 
einem  Kreisbogen,  dessen  Halbmesser  gleich  der  halben  Summe 
der  Halbaxen  und  dessen  Centriwinkel  gleich  g>  ist.  Auf  dem 
Quadranten  der  Evolvente  gibt  es  einen  Punkt  F,  dessen  Normalen- 
Abstand  ein  Maximum  ist.  Der  Krfimmungsballtmesser  desselben 
oder  sein  Abstand  von  der  Axe  der  Evolute  ist  gleich  der  halben 
Summe  der  Halbaxen;  der  Winkel,  welchen  seine  Normale  mit 
der  grossen  Halbaxe  bildet,  ist  gleich  >l9>.  Zwei  Punkte  P  und 
/^,  deren  Normalen  gleichen  Abstand  von   O  haben  und  mit  ein- 
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ander  den  Winkel  tp'  bilden »  haben  folf^ende  ESgensebaften :  sie 
tbeilen  den  Quadranten  in  drei  StQcke,  wovon  das  mittlere  gleich 
einem  Kreisbogen  ist,  der  mit  der  halben  Summe  der  Halbaxen 
als  Halbniesaer  in  den  Winkel  q>  —  2<p'  beschrieben,  oder  wovon 
die  Samme  der  beiden  äussern  gleich  einem  mit  demselben  Halb- 
messer in  den  Winkel  2fp'  beschriebenen  Kreisbogen  ist.  Die 
Summe  der  Winkel,  welche  die  Normalen  mit  der  grossen  Halb- 
axe  nach  Kiner  Seite  hin  machen,  ist  constaut  und  gleich  ip.  Die 
Summe  der  Krümmungshalbmesser  von  zwei  solchen  Punkten,  die 
Samme  der  Abschnitte  ihrer  Normalen  zwischen  der  £volvente  und 
der  Axe  der  Evolute,  oder  zwischen  der  Evolvente  und  dem  Fuss- 
pankte  der  vom  Mittelpunkte  auf  sie  gelallten  Perpendikel  ist 
ebenfalls  constant  und  gleich  der  Summe  der  Halbaxen. 

Betrachten  wir  AXB  als  den  Quadranten  der  UmhQllungscurve 
einer  Geraden  MN  von  unveränderlicher  Länge,  deren  Endpunkte 
sich  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  bewegen,  so  finden 
die  vorhergehenden  Ausführungen  unverändert  Anwendung  auf  die 
Evolvente  CPVP'B.  Es  kommen  jedoch  noch  einige  besondere 
Imstande  hinzu:  Der  Winkel  <p  ist  =90o,  das  Stfick  MN  der 
Normale  der  Evolvente,  welches  zwischen  AO  und  BO  einge- 
schlossen ist,  hat  eine  constante  Länge,  die  wir  mit  c  bezeicb- 
neo  wollen.  Der  Bogen  AÄB  ist  z^lAOzzzlc,  also  CO  =  ^c» 
Die  Evolvente  XpZ  =  Xp'Z'  ^  welche  vom  Scheitel  X  der  Gurve 
ausgeht,  ist  selbst  wieder  eine  vierästige  Hypocycloide  und  recti- 
icirbar,  d.  h.  der  Bogen  Zp  ist  ^OF.  Wir  schliessen  daraus, 
dass  sämmtliche  Evolventen  der  Curve  mittelst  gerader  Linien  und 
Kreisbogen  rectiflcirt  werden  können.  Doch  beschränken  wir  uns 
Torläofig  auf  die  Evolvente,    welche   von  B  ausgeht  und   deren 

Halbaxen  OC^^  und   OBz=c  sind.     CP—Zp  ist  =CZ.ip',  wo 

^'  den  Bogen  des  Winkels  CÄiP  für  den  Halbmesser  1  bedeutet, 
also  Bogen  CP  =  Bogen  Zp+CZ.<p'.  Nun  ist  OZ=4c, 
OZ  =  Ic  also  CZ  =  Je ;  Bogen  BP  +  Bogen  Z'p'  =  BZ' .  q>' 
=  CZ.q>',  also  Bogen  CP— Bogen  iSP' ==  2  Bogen  Zp  =s  $ OF. 
Fasst  man  diese  Resultate  in  Worte,  so  ergeben  sich  folgende 
Eigenschaften  der  Evolvente  CPVPBi 

Der  Dinfang  ist  gleich  dem  eines  Kreises,  dessen 
Halbmesser  =ic;  zwei  Punkte,  Pund  P',  von  gleichem 
^orroalen-Abstand  tbeilen  den  Quadranten  in  drei 
Theile,  wovon  der  Unterschied  der  beiden  äussern 
<lreimal  so  gross  ist,  als  die  Hälfte  dieses  Normalen- 
Abstands.  Der  Punkt  F,  dessen  Normalen-Abstand  ein 
MaximoiD   is.t,    theilt   den   Quadranten  in   zwei   Theile, 
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deren  Unterschied  gleich  je.  Die  Sfiinme  der  Wiokel, 
welche  die  Normalen  zweier  Punkte  P  and  P*  von  glei- 
chem Normalen-Abstand  mit  einer  Axe  der  Evolvente 
nach  Einer  Seite  bin  bilden,  ist  =90<>.  Die  Abschnitte 
dieser  Normalen  zwischen  der  Evolvente  und  der  gros- 
sen Halb  axe  sind  zusammen  =  Je  und  zwischen  der  Evol- 
vente und  der  VeriSngeruiig  der  kleinen  Ualbaxe  =:ic. 

Die  Construction  der  Evolvente  CPFP'B  hat  keine  Schwie- 
rigkeit, wenn  die  drei  Punkte  A,  O,  ^  gegeben  sind.  Man  zieht 
von  einem  Punkte  M  auf  AO  eine  Linie  MNz=AO  =  c,  fällt  die 
Senkrechte  OF,  macht  DM—FN  und  />P=J/>F+lc,  so  ist 
DP  gleich  dem  Bogen  DXB,  Ans  dieser  Construction  folgt  leicht, 
dass  NP=\D1S  ist. 


II.     Üeber  Fusspunkten-  und    Rollcurven. 

Der  Eine  Endpunkt  O  einer  Geraden  r  sei  fest,  der  andere 
bewege  sich  auf  dem  Umfange  eines  ebenfalls  festen  Polygons; 
so  lange  der  bewegliche  Endpunkt  auf  einer  bestimmten  Seite  des 
Polygons  läuft,  haben  die  über  r  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreise  zwei  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkte,  n&mlich  O 
und  den  Fusspunkt  F  des  von  O  auf  diese  Seite  oder  ihre  Ver- 
längerung gefönten  PerpendikeU.  Bei'in  Uebergang  des  beweglichen 
Endpunkts  auf  die  zweite  Polygonseite  erhält  man  statt  F  den 
Fusspunkt  F  des  von  O  auf  die  zweite  Seite  oder  ihre  Verlän- 
gerung geteilten  Perpendikels.  Also  steht  dem  gegebenen  Viel- 
eck ein  Fusspunkten  <•  Vieleck  gegenüber,  dessen  Ecken  die  aaf 
einander  folgenden  Durchschnitte  der  liber  der  Geraden  r  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise  sind.  Bei*ni  Ueliergang  jenes 
Vielecks  zur  Cnrve  verwandelt  sich  das  Fusspunkten -Vieleck  in 
die  Fusspunktencurve,  welche  nun  als  der  Ort  der  auf  einander 
folgenden  Durchschnitte  der  über  dem  beweglichen  Strahl  r  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise  zugleich  deren  Umhüllungs- 
curve  ist  und  sie  also  alle  berOhrt.  Daraus  folgt  eine  Construction 
der  Tangente  der  Fusspunktencurve:  Man  ziehe  von  O  an  einen 
beliebigen  Punkt  D  der  gegebenen  Curve  eine  Gerade  r,  ziehe 
die  Tangente  in  Z>,  welche  den  liher  r  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Kreis  in  F  schneidet,  so  ist  F  ein  Punkt  der  Fusspunk- 
tencurve und  die  Tangente  des  Kreises  in  F  zugleich  eine  Tangente 
der  letzteren. 

Einem  Punkte  D  der   gegebenen  Curve  entspricht   ffir   den 
Convergenzpunkt  O  nur  Ein  Punkt  F  der  Fusspunktencurve;  nennen 
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wir  D  ond  F  correspondirende  Pnokte,  so  schliesst  sich  dem  Vo> 
rigen  Folgendes  an :  Die  Tangenten  in  zwei  solchen  Punkten  bil- 
den mit  den  correspondirenden  Strahlen  OD  ond  OF  gleiche 
Winkel.  Der  Conver^enzpnnkt,  zwei  correspondirende  Pnnkte  nnd 
ihr  Normalendurchschnitt  bilden  mit  einander  ein  Rechteck.  Die 
Fnsspnnkte  der  von  O  und  D  auf  die  Tangente  von  F  gefüllten 
Perpendikel  sind  von  diesem  Punkte  gleichweit  entfernt. 

Lassen  wir  den  Bogen  der  gegebenen  Curve  (Taf.  I.  Fig.  5.) 
in  D  um  DD'=zd$  zunehmen;  der  Winkel»  welchen  die  Tangen- 
ten in  D  und  />'  mit  einander  machen  ^  ^  FSF* ,  sei  =:di,  der 
Winkel  der  beiden  Strahlen,  ^DOD\  =^dv,  die  Zunahme  des 
Winkels  zwischen  Strahl  und  Tangente  ^ODF-^ODT^dw: 
ds',  dt',  dv'y  dw'  haben  ähnliche  Bedeutungen  für  die  correspon- 
dlrenden  Punkte  F  und  F'  der  Fusspunktencurve,  d.  h.  ds'^=FF', 
dlf^Z.LS'K,  dt'^jLFOr,  dfjo'—^OFK-^jLOPh',  ^  und 
p'  sind  die  Krfimmnngshalbmesser  in  D  und  F,  endlich  ist  OD':=zr 
und  OF'=ip ;    es  bestehen  jetzt  folgende  Relationen : 

dt=dv'   weil  SOFF*  ein  Kreisviereck  ist, 

dwz^dw'  weil  die  Winkel  zwischen  Strahl  und  Tangente  in 
zwei  correspondirenden  Punkten  gleich  sind, 

dt  =rfp  -\rdtD, 

dt!  ^ndv' -\rdw'  vvie  leicht  aus  der  Figur  hervorgeht,  also 

Ä'=2rf<— du, 

ds'=r,dt  wenn  man  in  dem  Kreisviereck  SOFF*  SO=r  setzt, 

1        dt'      Ut—dv     2        rf»       ^  dl       , 

^  =d?"=""7dr"  =  r-;^/'  «''^'^  =  d-r  *'«^ 

1_  _  2_£   de 
1^'        r       t'  ds" 

Steht  lyV  senkrecht  auf  DO,  so  ist  bei  verschwindenden  dt,  dv 
XU  s.  w. : 

dv     =^rQ    «na 

D'Ü=DD''^,  weil   A^'ÜDocAOFD,    also 

^^     ^  D'o'  OD^  di.^,    und  durch  Substitution: 

1  2       p./i      ,         ,  r» 

"7      = r-  oder  p'=:s-5 • 

p'  r         r»  ^       2r* — pp 
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Diese  Formel  setzt  uns  in  den  Stand,  den  Krfimmungsbalb- 
niesser  eines  Pnnkts  F  der  Fusspunktencurve  aus  seinem  Strahl 
OF^p,  aus  dem  Strahl  OD^r  und  dem  Krümmungshalbmesser 
Q  des  correspondirenden  Punkts  der  gegebenen  Curve  zu  bestimmen. 

Wir  denken  uns  Aun  die  Tangente  DF  als  fest  und  die  gege- 
bene Curve  in  Z>  auf  ihr  rollend,  so  zwingt  sie  den  Punkt  O, 
wenn  er  mit  ihr  fest  verbunden  ist,  ihrer  Bewegung  zu  folgen  und 
dabei  eine  besondere  Curve,  die  Rollcurve,  zu  beschreiben.  Es 
ist  leicht  einzusehen,  dass  dieser  Punkt,  wenn  seine  Lage  in  Be- 
ziehung auf  die  gegebene  Curve  bestimmt  ist  (wenn  er  z.  B.  der 
Mittelpunkt  oder  ein  Brennpunkt  ist),  stets  die  nämliche  Roll- 
curve  beschreibt,  auf  welcher  ihrer  Tangenten  auch  die  gegebene 
Curve  rollt,  nur  ist  jedesmal  die  Rollcurve  in  einer  andern  Lage. 
Nennen  wir  diese  Tangente  die  Directrix,  so  lässt  sich,  in  wel- 
cher Lage  auch  die  dem  Punkte  O  zukommende  Rollcurve  ver- 
zeichnet sein  mag,  dieselbe  tnit  der  Figur  in  Uebereinstimmong 
bringen,  wenn  man  sie  so  verlegt,  dass  ihre  Directrix  auf  die 
Tangente  in  D  fällt  und  sie  selbst  durch  O  geht,  so  dass  ihre 
Normale  mit  DO  zusammenföllt;  denn  wenn  die  gegebene  Curve 
ihre  rollende  Bewegung  auf  der  Tangente  DF  im  Berührungs- 
punkte D  beginnt,  so  ist  dieser  Punkt  der  augenblickliche  Dreh- 
ungspunkt, also  das  Element  der  Bahn  von  O  senkrecht  auf  OD. 
Ist  die  gegebene  Curve  so  weit  fortgerollt,  dass  />'  zur  Berüh- 
rung kommt,  so  ist  O  nach  O'  gekommen,  wo  00'  ein  Bogen- 
element  d$"  der  Rollcurve  vorstellt.  Die  Richtung  der  Tangente 
in  O'  erhält  man,  wenn  man  durch  O  eine  Gerade  OK  senkrecht 
auf  OD*  zieht  und  sie  um  einen  Winkel  gleich  FSF'  =  dt  dreht; 
daraus  folgt,  dass  der  Winkel  df,  welchen  die  Tangenten  OK 
in  O  und  O' K'  in  O'  mit  einander  bilden,  —  ^FSF' -^Z.DODf 
=idt  —  dv  ist.  Dreht  man  die  Linie  DD' ,  als  Poiygonseite  ge- 
dacht, um  />,  bis  sie  auf  DF  föllt,  also  um  einen  Winkel 
FSP=^dt,  so  beschreibt  der  Strahl  DO=zr  einen  ebenso  gros- 
sen Winkel,  also  ist  ds"  ^^r.dty  woraus  in  Verbindung  mit  der 
früheren  Gleichung  ds'=:r.dt  sich  ergibt  ds'^ids",  oder  die 
Fusspunkten-  und  die  Rollcurve  sind  gleich  lang,  welches  der 
Stein  er 'sehe  Satz  ist.  Bezeichnet  q"  den  Krümmungshalbmes- 
ser der  Rollcurve  in  O,   so  ist: 

allein  Q-j^f 


I 

7 

de 
-dt" 

— 

dt- 

r 

-dv 
.dt 

1 

7"= 

_i 

~  r' 
1  _ 

do 

~7~di' 

Q  dt) 

Tdi- 

Nach  dem  Obigen  ist: 
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dv=ds:^y  also  p  =  -— ^. 

Diese  Formel  lehrt  den  KrQmmuogshalbniesser  q"  eines  Punktes 
O  der  Rolleurve  aus  den  Strahlen  OD^=^r  und  OF=zp,  so  wie 
aus  dem  Krümmungshalbmesser  q  in  D  bestinmion.  Durch  Ver- 
gleichong  der  beiden  Formeln 

gl       r        r'  p'      r       r' 

ergibt   sich: 

d.h.  der  reciproke  Werth  des  Krümmungshalbmessers 
der  Fusspunktencurve  ist  gleich  der  Summe  der  reci- 
proken  Werthe  des  correspondirenden  Strahls  der  ge- 
gebenen Carve  und  des  Krfimmungshalbmessers  vom 
correspondirenden  Punkte  der  Rollcurve. 

Wir  fallen  auf  DF  die  Senkrechte  OT",  so  ist  ^KOF 
=  ^KFO,  ^K'0'F"=:j^LF'0,  0'F"=OF*;  rollen  wir  nun 
die  Fusspunktencurve  auf  der  innern  Seite  der  Rollcurve,  so  dass 
stets  zwei  correspondirende  Punkte  beider  Curven  zusammenfalten, 
was  DiDglich  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Bogen  FF'  und  00', 
so  kommt,  wenn  F  auf  O  füllt,  die  Tangente  FK  der  Fusspunk- 
tencurve auf  die  Tangente  OK  der  Rollcurve,  der  Convergenzpunkt 
O  der  erstem,  welchen  wir  mit  ihr  fest  verbunden  und  ihrer  Be- 
wegung folgend  denken,  auf  den  Punkt  F  der  Dtrectrix  der  letz- 
tern zu  liegen.  Ebenso  fallen  zugleich  F'  auf  O',  F'L  auf  O'K', 
O  auf  F"  u.  s.  w.    Wir  haben  also  den  Satz  : 

Rollt  die  Fusspunktencurve  auf  der  innern  Seite 
der  Rollcurve,  so  dass  stets  zwei  correspondirende 
Punkte  beider  Curven  zusammenfallen,  so  beschreibt 
der  Convergenzpunkt  der  Fusspunktencurve,  wenn  er 
mit  ihr  fest  verbunden  ist  und  von  ihrer  Bewegung  nach- 
gezogen wird,  eine  gerade  Linie,  nämlich  dieDirectrix 
der  Rollcurve,  und  umgekehrt:  Rollt  die  Rollcurve 
mit  ihrer  innern  Seite  auf  der  Fusspunktencurve,  so 
geht  die  Directrix  der  ersteren  stets  durch  den  Con- 
vergenzpunkt der  letzteren. 


III.    Anwendung   auf  besondere   Curven. 

Uro  die  bisher  entwickelten  altgemeinen  SStze  auf  besondere 
TheU  XXXVU.  8 
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Beispiele  anzuwenden,  mOge  zunächst  der  Fall  betrachtet  wer- 
den, wo  die  Fusspunktenciirve  eine  Gerade  ist  (Taf.  I.  Fig.  6.)- 
FF'  sei  ein  Theil  dieser  Geraden,  O  der  Convergenzpunkt.  Wenn 
es  sich  darum  handelt,  die  Eigenschaften  der  Cnrve  zu  bestini« 
men,  deren  Fusspunktencurve  FF'  ist,  so  falle  man  die  Senk- 
rechte 0X\  sie  wird  eine  Axe  der  gesuchten  Curve  sein  und 
FF'  ihre  Scheiteltangente.  Man  beschreibe  nun  einen  Kreis,  der 
durch  O  gebt  und  die  gegebene  Gerade  berührt,  z.  B.  in  F,  ziehe 
den  Durchmesser  OD^  so  ist  D  ein  Punkt  der  gesuchten  Curve 
und  FD  ihre  Tangente.  Beschreibt  man  einen  zweiten  Kreis,  der 
den  ersten  in  O  und  die  gegebene  Gerade  in  F'  berührt,  so  ist 
der  Durchmesser  OD'  in  der  Verlängerung  von  OD,  D^  ein  zwei- 
ter Punkt  der  gesuchten  Curve  und  D'F'  die  Tangente.  Die  Ver- 
längerungen von  FD  und  OX  schneiden  sich  in  F,  von  DF  mid 
D^P  in  S.    Die  Figur  gibt  unmittelbar  folgende  Relationen: 

EO=^DO,    ^F0F'=:^DSD'  =  9(y>,   XF.XF'r=XO^. 

Die  Entfernung  des  Punktes  S  von  FF'  ist  gleich  OX,  also  con- 
stant  Zieht  man  durch  jS  eine  Linie  parallel  FF',  welche  die 
Verlängerung  von  OF  in  Q  schneidet,  verbindet  Q  mit  D,  so  ist 
A  SQD  ^  A  SOD,  also  ^  SQD=z  90<>,  «/>=  OD.  Gleiche  Be- 
Ziehungen  gelten  för  Q'.  Durch  alle  diese  Eigenschaften  ist  die 
gesuchte  Cnrve  als  Parabel  mit  dem  Brennpunkt  O  hinreichend 
charakterisirt«    Die  Formel 

1  =  ?-?? 

q'       r       r' 

gibt,    da   p'=:  Qc  ist: 

P 
Q  ist   der  Krümmungshalbmesser   der   Parabel    in    D,    OD^r, 
OF=^p.    Zieht  man  die  Normale  in  D,  welche  senkrecht  auf  der 
Tangente  DF  ist,  so  ist  das  Stück  derselben  von  D  bis  zur  Ver- 
längerung der  Directrix  SQ  gleich 

Q5«       OD^  _  r« 
QF  -'OF'^p'-^^' 

Die  Linie  OS  ist  senkrecht  auf  DD',  also  ÖS^—  OD.OD'; 
wegen  der' Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OFF'  und  SDD'  ist: 

YA-^       I  1    _       Z>/y  OD+OD'         1     .      1 

^^-^DD''   *'*''    XO--  OD,OD''-^D7ÖW=OD^OD 

/l/l     T 


QD  ^  Qfiy ' 
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auch  ist: 

1  1     _Öf'^+ÖF'*  FF'^ 1_ 

OF«      OF'^  ^  OF^.  ÖF'«  ""  XF.  XF' .  FF'^  ""  XO«' 

XO  ist  der  vierte  Theil  des  Parameters  der  Parabel.  Von  den 
hier  nachgewiesenen  Eigenschaften  der  Parabel  mögen  diejenigen 
In  Worten  ansgedrfickt  werden^  welchen  ähnliche  Eigenscliadten 
der  Rollcorve  zur  Seite  stehen : 

Das  Stuck  der  Normale  einer  Parabel  zwischen  der 
Curve  und  der  Directrix  ist  halb  so  gross  als  der  Krüm- 
mungshalbmesser. Fällt  man  von  einem  Punkte  der 
Parabel  auf  die  Directrix  ein  Perpendikel,  vom  Fuss- 
punkte  desselben  auf  die  Tangente  jenes  Punktes 
ebenfalls  ein  Perpendikel«  so  ist  in  dem  so  entstande- 
nen rechtwinkligen  Dreieck  das  eine  Hypotenusen- 
segment  constant  und  gleich  dem  Viertels-Parameter 
der  Parabel. 

Zwei  Punkte  der  Parabel,  deren  Tangenten  einen  Winkel  von 
9Ü^  mit  einander  bilden,   haben  folgende  Eigenschaften: 

Die  Summe  der  reciproken  Werthe  ihrer  Abst.Hnde 
von  der  Directrix  sowohl,  als  auch  vom  Brennpunkte 
ist  constant  und  gleich  dem  reciproken  Werthe  des 
Viertels-Parameters  der  Parabel.  Die  Summe  der  Qua- 
drate der  reciproken  Werthe  der  Abstände  ^es  Brenn- 
punkts von  den  Durchschnittspunkten  ihrer  Tangenten 
mit  der  Scheiteitangente  ist  gleich  dem  Quadrat  des 
reciproken  Werths  vom  Viertels-Parameter  der  Para- 
bel. Das  Product  der  Entfernungen  dieser  Durch- 
scbnittspunkte  vom  Scheitel  ist  constant  und  gleich 
dem  Quadrat  des  Viertels-Parameters  der  Parabel. 

Wir  lassen  die  Parabel  auf  ihrer  Scheiteitangente  rollen,  bis 
der  Punkt  */>  zur  Berührung  kommt  in  7,  dann  ist  AT  gleich  dem 
Parabelbogen  XD.  Der  Brennpunkt,  welcher  die  Rollcurve  be- 
schreibt, ist  nach  O'  gekommen,  O'T  ist  die  Normale  in  O'  und 
gleich  OD,  0'V=OF,  überhaupt  ^O'TÜ^^ODF,  Fällt 
man  von  ü  ein  Perpendikel  UV  auf  die  Tangente  0*V^  so  lässt 
sich  die  Congrnenz  der  Dreiecke  O'ÜV  und  FOX  ohne  Schwie- 
rigkeit beweisen.  Ferner  ist  nach  dem  Satze  von  Steiner,  wor- 
nach  die  Roll-  und  die  Fusspunktencurve  gleich  lang  sind,  der 
Bogen  OO'  der  erstem  gleich  XFz=:  O'V,  wodurch  diese  Roll- 
curve hinreichend  als  Kettenlinie  charakterisirt  ist.     Die  Formel 
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-,  =  '    +  -i7    gibt,    ila  ^'  =  00  ist,    ^''  =  — r, 

r  ist   =OD=0'T. 

Lassen  wir  die  Parabel  auf  der  andern  Seite  vom  Scheitel  X 
rollen,  bis  der  Punkt  Z>'  zur  Berührung  kommt  in  T* ,  dann  ist 
XT'  gleich  dem  Parabelbogen  XD' ;  der  Brennpunkt^  welcher  die 
Rollcurve  beschreibt,  ist  nach  O^'  gekommen,  O^T*  ist  die  Nor 
male  in  O"  und  gleich  OD' ,  der  Bogen  OO"  ist  gleich  AT'. 
Wir  haben  nun  folgende  Zusammenstellung  der  Eigenschaften  der 
Kettenlinie,  welche  denjenigen  der  Parabel  analog  sind,  wobei 
nach  der  früheren  Erkifirong  XT  oder  die  Scheiteltangente  der 
Parabel  zugleich  die  Directrix  der  Kettenlinie,  und,  wie  bekannt, 
OX  oder  der  Viertels -Parameter  der  Parabel  zugleich  der  Para- 
meter der  Kettenlinte  ist. 

Das  Stack  der  Normale  einer  Ketteniinie  zwischen 
der  Curve  und  der  Directrix  ist  so  gross  als  der  Krüm- 
mungshalbmesser. Fällt  man  von  einem  Punkte  der 
Kettenlinie  auf  di«  Directrix  ein  Perpendikel,  vom 
Fnsspunkt  desselben  auf  die  Tangente  jenes  Punktes 
ebenfalls  ein  Perpendikel,  so  ist  in  dem  so  entstande- 
nen rechtwinkligen  Dreiecke  dieEine  Kathete  constant 
und  gleich  dem  Parameter  der  Kettenlinie. 

Zwei  Punkte  der  Kettenlinie,  deren  Tangenten  einen  Winkel 
von  90^  mit  einander  bilden,  haben  folgende  Eigenschaften: 

Die  Summe  der  reciproken  Werthe  ihrer  Krüm- 
mungshalbmesser sowohl,  als  auch  derjenigen  Stucke 
ihrer  Normalen,  welche  zwischen  der  Kettenlinie  und 
ihrer  Directrix  enthalten  sind,  ist  constant  und  gleich 
dem  reciproken  Werth  des  Parameters  der  Kettenlinte. 
Die  Summe  der  Quadrate  der  reciproken  Werthe  ihrer 
Abstände  von  der  Directrix  ist  constant  und  gleich 
dem  Quadrat  des  reciproken  Werths  des  Parameters 
der  Kettenlinie.  DasProduct  ihrer  Bogenabstände  vom 
Scheitel  ist  constant  und  gleich  dem  Quadrat  des  Pa- 
rameters der  Kettenlinie. 

Es  m5ge  nun  noch  als  weiteres  Beispiel  die  Untersuchung  der 
Roll-  und  Fusspunktencurve  der  Hypocycloide  mit  vier  Aesten 
folgen.  Die  Curve  ADß  (Taf.  II.  Fig.  7.)  oder  die  Cmhuliungscarve 
der  Geraden  MN  von  konstanter  Länge  c,  deren  Endpunkte  lU 
und  N  sich  auf  den  Schenkeln  des  rechten  Winkels  AGB  bewe- 
gen und  deren  Fusspunktencurve  durch  F  geht,  wenn  O  der  Con- 
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vergenzpnnkt  ist^  soll  auf  ihrer  Tangente  OB  roileo,  so  fragt  es 
sich ,  welche  Curve  der  Punkt  O  beschreibt  i  Wir  haben ,  wenn 
X  der  Scheitel  ist,  Bogen  DX:=:iDFy  Bogen  AXDB—\c, 
DN—FM,  also  Bogen  DB=:iDN=iMF.  Wenn  also  bei'm 
Rollen  der  Curve  AXDB  auf  der  festen  Tangente  OB  der  Punkt 
D  zur  Berührung  kommt  und  seine  Tangente  MN  in  die  Richtung 
von  OB  föllt,  so  wird  der  Punkt  F  der  Tangente  auf  F"  fallen, 
wenn  ÄF"  = />F  +  Bogen  DB  ist;  der  Bogen  DB  ist  ^^DN 
oder  =  DN+Fm,  wo  m  die  Mitte  Von  FM  ist,  also  haben  wir 
BF"  =  mN.  Der  Punkt  O  ist  nach  O'  gekommen,  so  dass  O'F'' 
senkrecht  auf  der  Directrix  OB  und  gleich  OF  ist,  und  OF"  =  mF, 
Setzen  wir  OF"  =  y  und  0'F"  =  x,    so  ist: 

ÖF^=:MF.FN  oder  Ä«=:2y(c— 2y), 

welches  die  Gleichung  einer  Ellipse  ist,  deren  kleine  Axe  OO^^z^c 
und  deren  grosse  Axe  =c  ist.  Wir  haben  demgemäss  folgenden 
Satz: 

Rollt  eine  Hypocycloide  mit  vier  Aesten  auf  einer 
ihrer  Tangenten,  so  beschreibt  ihr  Mittelpunkt  eine 
Ellipse,  deren  Axen  sich  wie  1:2  verhalten. 

Verbindet  man  damit  den  Satz  von  der  gleichen  LSnge  der 
Roll-  und  Fusspunktencurve ,  so  ergibt  sich: 

Bewegt  sich  eine  Gerade  von  constanter  Länge  c 
mit  ihren  Endpunkten  auf  den  Schenkeln  eines  rech- 
ten Winkels  und  seines  Scheitelwinkels,  von  dessen 
Spitze  Perpendikel  auf  die  Gerade  gefüllt  werden,  so 
liegen  deren  Fusspunkte  in  einer  Curve  von  der  Form 
eines    Achters,    welche    so  lang    ist  als    eine   Ellipse, 

deren  Axen  gleich  c  und   0  sind. 
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III. 

Ueber  cyclische   Curven. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Böklen 

711  Siilz  a.  N.  Im  Königreich  Wärtemberg". 


Zwei  Kreise,  deren  Durchmesser  D  und  d  sind^  berOhren 
einander  von  Aussen;  A  ist  der  äussere  Aebnlichkeitspunkt,  B 
der  Berfibrungspunkt.  Sie  rollen  auf  der  Innern  Seite  von  zwei 
concentrischen  Kreisen,  deren  Mittelpunkt  A  ist.  Ole  Halbmes- 
ser dieser  festen  Kreise  sind  also  AB  und  AB+D.  Während 
dieser  Bewegung  liegt  der  gemeinscbaftlicbe  Berührungspunkt  der 
beweglichen  Kreise  mit  ihren  Mittelpunkten  und  mit  A  stets  in 
gerader  Linie;  nachdem  sie  eine  geuisse  Strecke  durchlaufen 
haben,  sei  P  ihr  Berührungspunkt  geworden,  dann  hat  der  Punkt 
B,  welcher  mit  dem  Kreise  D  fest  verbunden  gedacht  wird,  eine 
Curve  BN  beschrieben,  und  wenn  er  dem  Kreise  d  folgt,  eine 
zweite  Curve  Bn.  Die  beiden  Rollcurven  BN  und  Bn  stehen  In 
naher  Beziehung  zu  einander.  Die  Punkte  N,  P,  n  liegen  stets 
in  Einer  Richtung,  P  ist  der  augenblickliche  Drehungspunkt  des 
Kreises  d,  also  Pn  die  Normale  der  Curve  Bn;  auf  ähnliche  Weise 
lässt  sich  zeigen,  dass  PN  die  Tangente  der  Curve  BN  ist.  N 
ist  mithin  der  Krümmungsmittelpunkt  von  n,  die  Curve  BN  die 
Evolute  von  Bn.  Nn  ist  der  Krümmungshalbmesser  von  n  und 
gleich  dem  Bogen  BN  Wenn  der  Punkt  B  zum  zweiten  Mal  zur 
Berührung  kommt,  so  hat  er  einen  Ast  der  Rollcurve  Bn  voll- 
ständig beschrieben,  welcher  einen  Scheitel  s  hat,  der  ihn  in  zwei 
congruente  Theile  trennt,  die  wir  Quadranten  nennen  wollen. 
Wenn  5  der  Krümraungsmittelpnnkt  von  s  ist,  so  sind  die  Qua- 
dranten Bs  und  BS  einander  ähnlich ;  B  ist  zugleich  die  Spitze 
der  Evolvente  Bs  und   der  Scheitel  der  Evolute  BS»    Es  sei  m 
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der  Punkt  auf  dem  zweiten  Quadranten  der  Evolvente,  welcher 
eine  ähnliche  Lage  bat  wie  der  Punkt  iV  auf  der  Evolute»  so 
gelten  för  die  Punkte  m  und  n  folgende  Sätze,  von  deren  Rich- 
tigkeit man  sich  leicht  überzeugen  kann :  Die  Quadratsumme  ihrer 
Krümmungshalbmesser  ist  constant  und  gleich  dem  Quadrat  über 
D  +  d.  Die  Qoadratsumme  der  Abschriiüe  ihrer  Normalen,  weiche 
von  der  Curve  und  dem  Kreise  AB  begrenzt  sind,  ist  gleich  d^. 
Die  Quadratsumme  ihrer  Bogenabstände  vom  Scheitel  ^  ist  gleich 
dem  Quadrat,  dessen  Seite  so  lang  ist  als  der  Quadrant  Bs.  Die 
Quadratsumme  der  Entfernungen  von  A  ist  ebenfalls  constant. 
Der  Winkel,  welchen  ihre  Normalen  mit  einander  bilden,  ist  gleich 
dem  Winkel  zwischen  den  Normalen  im  Scheitel  und  an  der  Spitze. 

Die  bisherigen  Sätze  finden  auch  Anwendung,  wenn  die  Kreise 
D  und  d  auf  der  äussern  Seite  von  zwei  concentrischen  Kreisen 
rollen,  und  man  findet,  dass  in  diesem  Fall  der  Kreis  d  die  Evo 
lute  beschreibt,  welche  also  kleiner  ist  als  die  Evolvente.  Wir 
haben  somit  den  Satz: 

Wenn  ein  Kreis  auf  der  Innern  oder  äussern  Seite 
der  Peripherie  eines  festen  Kreises  rollt,  so  ist  die 
Curve,  welche  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  des  beweg- 
lichen Kreises  beschreibt,  rectificirbar  und  ihrer 
Evolute   ähnlich. 

Besondere  Fälle  sind  folgende: 

1.  Z>=d,  der  äussere  Aehjilichkeitspunkt  A  rückt  in's  Un- 
endliche, die  Kreise  rollen  auf  zwei  parallelen  Geraden,  die  Aehn- 
lichkeit  zwischen  Evolvente  und  Evolute  wird  zur  Congrueuz;  es 
ist  diess  der  Fall  der  gemeinen  Cycloide. 

2.  A  liegt  auf  dem  Umfange  von)  Kreise  d,  dann  wird  D 
unendlich.  Entweder  rollt  nun  der  Kreis  d  auf  der  Innern  Seite 
der  Peripherie  eines  doppelt  so  grossen  Kreises,  die  Evolute  wird 
eine  Gerade;  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  des  beweglichen  Krei- 
ses bewegt  sich  auf  einem  Durchmesser  des  festen.  Oder  rollt 
der  Kreis  d  auf  ßer  äussern  Seite  eines  festen  Kreises,  welchen 
hier  der  Punkt  A  vorstellt,  der  Kreis  D,  welcher  zu  einer  Gera- 
den wurde,  rollt  auf  der  äussern  Seite  des  Umfanges  eines  Krei- 
ses, dessen  Mittelpunkt  A  und  Halbmesser  z=:d  ist.  Ein  Punkt 
dieser  Geraden  beschreibt  eine  Kreis -Evolvente,  deren  Scheitel 
in  der  Unendlichkeit  liegt. 

3.  />  =:  2€{  =  iAB.  Jeder  der  beweglichen  Kreise  rollt  in- 
nerhalb eines  viermal  so  grossen  Kreises;  es  entsteht  dann  eine 
Hypocycloide  mit  vier  Aesten,  welche  halb  so  gross  als  ihre  Evo* 
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lote  ist  and  durch  die  Eigenschaft  sich  aaszeichnet,  zagleicb  die 
Umhullangscurve  einer  Geraden  von  anveränderlicher  Lfinge  zu 
sein,  deren  Endpunkte  sich  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  Wio. 
kels  bewegen. 

4.  Z>  =  3c{  =  2 AB,  Beide  Kreise  rollen  auf  der  Susseren 
Seite  eines  ihnen  gleichen  Krei$;es;  es  entsteht  eine  Epicycloide 
mit  Einem  Ast  und  Einer  Spitze,  welche  dreimal  so  gross  ist,  als 
ihre  Evolute  und  identisch  mit  der  Fusspunktencurve  eines  Krei- 
ses, wenn  die  Perpendikel  auf  die  Tangenten  von  einem  Punkte 
des  Umfangs  aus  gefallt  werden.  Die  Punkte  m  und  n,  fSr  welche 
die  Quadratsurome  der  KrOmmungshalbmesser,  der  Bogenabstäode 
vom  Scheitel  s  constant  ist,  besitzen  noch  weitere  Eigenschaften: 
die  Sehne  mn  ist  constant  und  geht  durch  die  Spitze  B,  sie  wird 
halbirt  durch  das  von  der  Mitte  von  Bs  darauf  gefällte  Perpendi- 
kel. Die  Tangenten  in  m  und  n  schneiden  sich  unter  rechten 
Winkeln,  ihr  Durchschnittspunkt  liegt  auf  einem  Kreise;  dasselbe 
gilt  von  den  Normalen  in  m  und  ti. 

Denken  wir  uns  ein  Parallelogramm  ABCD,  dessen  Ecke  A 
fest  ist.  Die  Seiten  AB  und  AC  seien  jede  mit  einer  besondero 
und  Constanten  Winkelgeschwindigkeit  begabt,  nach  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Richtungen.  Dadurch  wird  ABCD  zwar  die 
Form  verändern,  aber  doch  stets  ein'  Parallelogramm  bleiben.  Id 
einem  bestimmten  Falle  können  die  Punkte  A,  B^  C,  D  auch  in 
Einer  Richtung  liegen.  Die  Curve,  welche  C  beschreibt,  kano 
man  sich  nun  auf  zweierlei  Art  entstanden  denken;  entweder  durch 
das  Rollen  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  J9  und  Halbmesser 
BC  ist,  auf  dem  Umfange  eines  festen  Kreises,  dessen  Mittel- 
punkt A  und  Halbmesser  zzzAB^zBC  ist;  oder  durch  das  Rollen 
eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  D  und  Halbmesser  DC,  auf 
dem  Umfange  eines  festen  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  A  und 
Halbmesser  ^:^  AD  :^  DC  Diese  Betrachtungen  führen  zudem 
Satz:  Wenn  man  eine  Gerade  in  zwei  Abschnitte  theilt,  D  und 
dy  und  drei  Kreise  beschreibt,  deren  Durchmesser  />,  d  und 
D  ■{- d  sind,  so  dass  die  zwei  kleineren  Kreise  sich  von  Aussen 
und  den  grösseren  Kreis  von  Innen  berühren,  dann  entstehen  durch 
die  Bewegung  von  je  zweien  dieser  Kreise  auf  dem  dritten,  wel- 
chen man  sich  als  fest  denkt,  identische  Rollcurven.  Ein  Punkt 
des  Kreises  D  beschreibt  z.  ß.  beim  Rollen  innerhalb  des  Krei- 
ses D  +  d  dieselbe  Curve,  wie  ein  Punkt  des  Kreises  d.  Hie- 
durch  wird  der  obige  Satz ,  worin  die  Rectification  der  Hypo-  und 
Epicycloiden  und  ihre  Aehnlichkeit  mit  den  Evoluten  aasgespro- 
chen  ist,  verallgemeinert. 
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Taf.  U.  Fig.  a  Der  Kreis  O,  dessen  Durchmesser  d  ist,  rollt 
aaf  der  innem  Seite  der  Peripherie  des  Kreises  C,  dessen  Durch- 
messer D,  Wenn  der  Punkt  S  2ar  Berffhning  kommt  in  ü,  so 
hat  er  einen  Quadranten  SNü  der  HypocycloMe  beschriehen; 
man  ßLlle  auf  die  Verlängerang  der  Tangente  NQ  das  Perpendi- 
kel CT.    Nun  ist 

Bogen  SN=2^^.QN. 

Aas  der  Aehnlicfakeit  der  Dreiecke  CTQ  und  QNP  folgt: 

Wenn  MN  gleich  dem  Bogen  SN  ist«  so  haben  wir: 
(D^M)^  D^2d 

CT  and  TQ  sind  die  Coordinaten  eines  Kreises«  mitbin  iKnd  CT 
and  TM  diejenigen  einer  Ellipse.  Wenn  man  die  Curve  SNÜ 
aaf  CU  rollt«  so  beschreibt  der  mit  ihr  fest  verbundene  und  ihrer 
Bewegung  folgende  Punkt  C  den  Quadranten  einer  Ellipse,  deren 
Halbaxen  sind: 

D^2d  (Z>-2d)^ 

ce= — 2~  ""^  — w — • 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  (iberall  statt  —  das  Zeichen  -f ,  so 
passen  sie  auf  die  Epicycloide»  welche  entsteht,  wenn  der  Kreis 
O  auf  der  äussern  Seite  der  Peripherie  des  Kreises  C  rollt.  Es 
sei  o  die  Mitte  von  CQ  un4  Ot^^O'C;  der  Punkt  t,  weither 
fest  mit  dem  rollenden  Kreis  O'  verbunden  ist  und  seiner  Bewe- 
gung folgt,  beschreibt  eine  verlängerte  Hypocycloide,  welche 
offenbar  ähnlich  ist  der  Curve,  die  der  Punkt  T  als  Fusspunkt 
des  von  C  auf  die  Tangente  von  N  gefällten  Perpendikels  be- 
schreibt; denn  O't  ist  stets  parallel  oT  und  Co:CO'=oT:0't. 
Wir  haben  also  nachstehende  Sätze: 

Wenn  man  einen  Ast  der  Hypo-  oder  Epicycloide 
aof  einer  seiner  Tangenten  im  Endpunkte  rollt«  so 
beschreibt  der  Mittelpunkt  des  festen  Kreises«  indem 
er  der  Bewegung  folgt«  eine  halbe  Ellipse«  die  nach 
dem  Satz  von  Steiner  so  lang  ist  als  die  Piisspnnkten- 
curve  der  Uypo-  oder  Epicycloide,  wenn  die  Perpen- 
dikel anf  die  Tangenten  von  seinem  Mittelpunkt  aus 
gefällt  werden;  genannte  Fusspunktencurve  ist  selbst 
wieder   eine  verlängerte   Hypo-  oder  Epicycloide. 

8* 
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Da  diese  RolIcucYeny  wie  auch  eine  ihrer  Evolventen  rectifi- 
cirbar  sind,  so  folgt,  dass  sich  die  Rectification  der  übrigen  Evol« 
venten  durch  gerade  Linien  und  Kreisbögen  ausfähren  lässt.  Die 
Eigenschaften,  welche  ich  von  den  Evolventen  der  Hypocycloide 
mit  vier  Aesten  entwickelt  habe,  lassen  sich  leicht  auf  die  Evol- 
venten der  andern  Rollcurven  ausdehnen.  Die  Curven,  welche 
die  Fusspnnkte  der  vom  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  auf  die 
Tangenten  oder  auf  die  Normalen  der  Uypo-  und  Epicycloiden 
gefönten  Perpendikel  verbinden,  sind  einander  ähnlich. 

Taf.  II.  Fig.  9.  Während  der  Kreis  O  innerhalb  des  Kreises 
C  rollt  und  nach  und  nach  die  Punkte  P',  P»  *S  in  P*,  P,  U  zur 
Berührung  kommen,  hat  der  mit  O  fest  verbundene  Punkt  A  einen 
Quadranten  der  Rollcurve  Ap'pF  beschrieben.  Wenn  aber  der 
Kreis  O  iunerhalb  eines  doppelt  so  grossen  Kreises  rollt,  dessen 
Mittelpunkt  jS  ist,  so  hat  der  Punkt  y^,  wenn  die  Punkte  P',  P,  5 
zur  Berührung  kommen,  den  elliptischen  Quadranten  All' HE  be- 
schrieben.   Es  sei  AJß'  ^z  p'  und  Aü^zizp,   dann  ist 

/ftl'  /»CO 

p'dm*  ^     Bogen  En=:  I        pdto  und 

o  0 

;>rf»— /     p'dio'^2.0P\ 

Nun  ist,   wie  man  sich  sehr  leicht  überzeugen  kann, 

D-^d  P'^  D d  P^ 

Bogen  2lp'=2— g—  /        p'rfco'.    Bogen  Fp=2—i—  /      pdm, 

o  o 

also   Pp'-Ap'zsi^^.OV. 

Da  die  Linie  ^P'P  gleiche  Winkel  mit  den  Tangenten  des  Krei- 
ses O  in  P'  und.P  macht,  so  müssen  die  von  C  auf  die  Norma- 
len p^P*  und  pP  gefönten  Perpendikel  einander  gleich  sein.  Nen- 
nen wir  ^  den  gemeinschaftlichen  Normalabstand  der  Punkte  p'  und 
1^  von  C,  so  führt  die  Aehnlichkeit  von  Dreiecken  auf  die  Pro- 
portion : 

d:OV=D:d,    6=^^.OV,  also  Fp-^Ap'^i^^ .di. 

Geht  die  Linie  ATß  in  die  Tangente  über,  dann  fallen  die  Punkte 
P  und  P',  P  und  P\  p  und  p',  U  und  IV  zusammen.  Man  er- 
erhält auf  dem   Quadranten  der  Rollcurve  den   ausgezeichneten 
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PoDkt»  der  ihn  in  zwei  Tbeile  trennt,  deren  Unterschied  ein  Viel- 
faches von  dem  Normalabstand  dieses  Ponictes  ist.    Die  Qoadran« 

ten  ^F  und  AE  verhalten  sich  wie  2 — JT"'^' 

Hiemit  ist  nachgewiesen,  dass  sich  fOr  jede  gegebene  Ellipse 
beliebig  viele  gleich  lange  Cnrven  construiren  lassen,  welche  alle 
die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  Quadranten  durch  zwei  Punkte 
von  gleichem  Normalabstand  in  drei  Abschnitte  getheilt  werden, 
wovon  der  Unterschied  der  beiden  äussern  ein  Vielfaches  dieses 
Normalabstands  ist.  Die  Form  dieser  Cnrven  ist  sehr  mannigfal- 
tig. Sind  ä  und  6  die  Halbaxen  der  Ellipse,  setzen  wir  a — b=^d 
und  rollen  den  Kreis,  dessen  Durchmesser  d,  innerhalb  eines 
beliebigen  grosseren  mit  dem  Durchmesser  />,  so  beschreibt  der 
Punkt,  dessen  grosste  und  kleinste  Entfernung  von  der  Periphe- 
rie des  Kreises  d  beziehungsweise  gleich  a  und  b  ist,  eine  Roll- 
corve,    deren  Quadrant  sich  zum  elliptischen  Quadranten  verhfilt 

wie  2 — ;g~5l.  Rollt  der  kleinere  Kreis  ausserhalb  des  grosse- 
ren, so  ist  statt  —  das  Zeichen  -f  zu  setzen.  Man  kann  auch 
dber  a-t-b  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschreiben;  ein  Punkt 
ionerhalb  dieses  Kreises,  dessen  grosste  und  kleinste  Entfernung 
von  der  Peripherie  a  und  6  ist,  beschreibt  eine  Rollcurve,  deren 
Länge  zur  Ellipse  ebenfalls  in  einem  leicht  angebbaren  Verhält- 
niss  steht  Durch  entsprechende  Verkleinerung  oder  Vergrosse- 
rong  der  entstandenen  Rollcurven  erhalten  sie  gleiche  Länge  mit 
der  gegebenen  Ellipse. 

Setzen  wir  Z)=qo,  so  wird  2 — g — ==2.      Eine    verlängerte 

oder  verkürzte  Cycloide  ist  also  doppelt  so  lang  als  die  Ellipse, 
deren  Halbaxen  gleich  der  grOssten  und  kleinsten  Entfernung  des 
beschreibenden  Punktes  von  dem  rollenden  Kreise  sind,  wenn 
man  von  beiden  Curven  die  Quadranten  vergleicht.  Diese  Cycloi- 
den  sind  so  lang  als  die  Fusspunktencurven,  welche  entstehen, 
wenn  man  von  dem  genannten  Punkte  auf  die  Tangenten  dea 
Kreises  Perpendikel  ßltt.  Solche  Fusspunktencurven  lassen  noch 
zwei  weitere  Erzeugungsarten  zu.  Wenn  ein  Kreis  ausserhalb 
eines  gleicbgrossen  Kreises  rollt,  so  beschreibt  jeder  mit  ihm  fest 
verbundene  Punkt  eine  solche  Curve.  Es  sei  A  der  Brennpunkt, 
M  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  eines  Kegelschnitts,  man  nehme 
aaf  AM  oder  der  Verlängerung  einen  Punkt  M'  an,  so  dass 
AM,  AM' =con6t.  Dann  liegt  M'  auf  der  Fusspunktencurve  eines 
Kreises.  Bei  der  Ellipse  liegt  A  innerhalb,  bei  der  Hyperbel 
ausserhalb,  bei  der  Parabel  auf  dem  Umfange  des  Kreises. 
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IV. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Von    dem    Herausgeber. 
Verbindet  man  mit  der  Gleichung 

{bci^cbi)x  +  {cQx — aci)y'{-{abi — 6a|)z=:0 
die  eine  oder  die  andere  der  beiden  identischen  Gleichungen: 

(6ci  — chy)  a  +  (cfli  — aci)b  +  {abi  — boi)  c  =  0 
und 

(bci  —ebx)ai  +  (cai  — oCi)6i  +  (a6|— 6a|)e|  =0; 

so  erhält  man  sehr  leicht  die  folgenden  Gleichungen: 

{bcx  —  cbi )  {ex  —  az)  =  {cai  —  aci)  {bz — cy) , 

{cai  —  aci)  (ay  —  bx)  =  (abi  —  bai )  (ex  —  az), 

(abi  —  Äai )  (6i  —  cy)  =  (6c|  —  cÄi )  (ay — bx) 


und 


Also  ist 


und 


oder: 


(bci  —  c6i)  (cix  —  Oji)  =  (coi  —  aci)  (6|Z  —  Ciy), 
(cöi  —  cci)  (oiy  —  bix)  =  (a6i  —  ba^)  (c,  ar  —  aji) , 
(abi  —bai)  (6,i  —  Ciy)  =  (6ci  —  c6i)(at^— 6ia?). 

qy — bx  bz — cy ex — az 

abi  ~"  *^i       Ä^i  —  c^i       <^öi  — fl^i 

ö,^  —  ^i^  _  ^ix— Ciy CiX—  a^z 

abj  —  6fli  ~"  bci  —  c6i  ""  c«!  — aci 


abi  ~~  ^^i  •  ^^1  "■  ^^i  •  ^^1  ""  ö^i 
=  ay  —  bx:  bz  —  cy  :  ex  —  az 
^aiy—bixibiz  —  ciyicix—aii, 
welche  Relationen  also  immer  aus  der  Gleichung 

(bci — cbi) X -\-(cai  ^ aci)y  +  (abi  —bai)z  SS  0 

abgeleitet  werden  können ,  was  zuweilen  irortheiihnfte  Anw^ndurr^ 
finden  kann. 
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V. 

Weitere  Ausfuhr ang    der  politischen  Arithmetik. 

Von 

Herrn  Dr.  L,  Oettinger^ 

Grossherxoglirh    Badiächein    Hofrathe   aod    ordentlichem    Professor    der 

Mathematik  an  der  UniTeraitat  zu  Freihurg;  i.  B. 

(Fortsetzung  von  Nr.  XXVn.  Tbl.  XXXVI.) 


Viertes   Kapitel. 
Ueber  iltaat8»nleilien. 

§.45. 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Durch  die  im  vorigen  Kapitel  aufgestellten  Sätze  sind  die 
Mittel  gegeben  y  welche  bei  der  Werthberechnung  der  Staatsanleihen 
inaassgebend  auftreten. 

Sehliesst  ein  Staat  eine  Anleihe  ab,  so  werden  gewöhnlich 
die  Bedingungen,  unter  welchen  dieselbe  verzinst  und  zurückgezahlt 
wird,  zum  Voraus  durch  einen  Tilgungsplan  festgestellt.  Zur 
leichtern  Durchfuhrung  des  Anleibegeschäfts  und  um  auch  den 
kleinern  Kapitalisten  Gelegenheit  zur  Theilnahme  zu  bieten,  stellt 
der  Staat  Schuldscheine  im  Betrage  von  Tausend,  einem  oder 
mehreren  Hunderten,  auch  Ualbhunderten  in  runder  Zahl  aus,  die 
in  der  Regel  von  dem  Gläubiger  oder  Besitzer  nicht,  sondern  nur 
von  dem  Staate  aufkfindbar  sind  und  nach  dem  festgestellten  Plane 
und  einer  durch  das  Loos  zu  bestimmenden  Ordnung  zurückge- 
zahlt werden. 

Den  Schuldscheinen  ist  eine  Zinsanweisung  (Coupon)  ange- 
hängt, welche  auf  mehrere  Jahre  oder  Halbjahre  mit  Angabe  des 
Werthes  und  der  Verfallzeit  lautet,  so  dass  der  jeweilige  Besitzer 
des  Schuldscheins  nur  den  bezüglichen  Coupon  vorzeigen  darf, 
um  gegen  dessen  Aushändigung  den  Betrag  der  verfallenen  Zinse 
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bei  den  Staatskassen  oder  bei  den  Tom  Staate  bezeichneten 
Bankhäusern  in  Empfang  zu  nehmen.  Ist  die  Zinsanvreisnng  aaf- 
gebraucht  und  der  Schuldschein  noch  nicht  getilgt ,  so  wird  sie 
durch  eine  neue,  sich  auf  einen  weitem  Zeitraum  .erstreckende 
ersetzt.  Zu  dem  Ende  ist  eine  besondere  Anweisung  (Talon) 
dem  Schuldschein  beigedruckt  ^  gegen  deren  Abgabe  der  bezüg- 
liche Zinsbogen  ausgeliefert  wird. 

Gewöhnlich  werden  die  Schuldscheine  nicht  auf  eine  bestimmte 
Person,  sondern  im  Allgemeinen  als  solche,  ohne  Nennung  eines 
Namens,  für  den  Vorzeiger  oder  Ueberbringer  (au  porteur)  gültig 
ausgestellt.  Das  Vorzeigen  des  Schuldscheines  genQgt,  um  sich 
als  dessen  Besitzer  oder  Inhaber  auszuweisen.  Sie  können  aber 
auch  auf  Verlangen^  der  Sicherheit  wegen,  auf  den  Namen  einer 
bestimmten  Person  eingetragen  werden. 

Die  Ausstellung  der  Staatsschuldscheine  auf  den  Vorzeiger 
oder  jeweiligen  Inhaber  erleichtert  den  Verkehr  mit  denselben, 
denn  der  Besitzer  kann  zu  jeder  Zeit  einen  solchen  Schuldschein 
ganz  nach  Belieben  gegen  baares  Geld  verkaufen.  Dadurch  sind 
sie  zur  Waare  geworden,  die  auf  der  BOrse  kSuflich  und  ver- 
kSuflich  ist.  Die  Summe,  um  welche  ein  solcher  Schuldschein 
verhandelt  wird  oder  verhandelt  werden  kann,  heisst  Curs,  and 
man  versteht  hierunter  den  Betrag,  welcher  zu  zahlen  ist,  uro  je 
100  zu  kaufen  und  der  also  kleiner  oder  grösser  oder  auch  so 
gross  (al  pari)  als  100  sein  kann.  Der  Curs  spielt,  wie  man  spä- 
ter sehen  wird,  eine  wichtige  Rolle  bei  der  Werthberechnong 
der  Staatsanleihen  oder  Staatspapiere.  Er  hängt  von  dem  Tii* 
gungsplan,  von  der  Zeit  und  dem  Zinsfuss,  nicht  von  der  Grösse 
des  aufgenommenen  Capitals  ab,  denn  es  folgert  sich  leicht,  dass 
unter  gleichen  Bedingungen  der  Curs  der  gleiche  bleiben  wird, 
wenn  auch  die  Anleihe  den  doppelten,  dreifachen  oder  mfachen 
Werth  hat. 

Hiebei  zeigt  der  durch  Berechnung  gefundene  Curs  bänfig 
einen  andern  Werth,  als  derjenige  ist,  weichen  die  BOrse  oder 
der  Geldmarkt  aufstellt,  denn  im  letztern  Falle  spielt  ein  Factor, 
das  Vertrauen,  eine  Hauptrolle,  und  dieser  Factor  entzieht  sich 
bekanntlich  aller  und  jeder  Berechnung. 

Bei  Begebung  der  Staatsanleihen  können  verschiedene  Wege 
gewählt  werden,  je  nachdem  der  Geldmarkt,  Zeitumstände,  poli- 
tische Verhältnisse,  Stand  des  Handels  u.  s.  w.  günstig  oder  nn- 
gGnstig  sind  und  die  finanisielle  Lage  oder  der  geordnete  Haus- 
halt des  ausbietenden  Staates  Vertrauen  erweckt. 

Entweder  eröffnet  der  Staat  eine  öffentliche  Subscription  oder 
er  tritt  mit  einzelnen  Unternehmern  in  Unterhandlung. 
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Im  ersten  Falle  kann  sich  das  grosse  und  kleine  Kapital  gleich- 
zeitig dabei  betheiligen  und  ein  guter  Erfolg  u  ird  nicht  zu  bezwei- 
feln sein,  wenn  der  Geldmarkt  und  die  Zeitumstände  günstig  sind 
und  die  finanzielle  Lage  des  Staates  Vertrauen  einflOsst  Der 
Staat  bat  dann  die  subscribirten  Summen  selbst  einzuheben. 

Im  zweiten  Falle  tritt  der  Staat  nicht  selbst  mit  den  einzelnen 
Darleihern  in  Verbindung,  sondern  er  überlässt  einem  Unternehmer 
oder  einer  Gesellschaft  von  Unternehmern  nach  festgestelltem  Til- 
gnngsplan  und  Zinsfuss  und  gegenseitiger  Sicherheitsleistung  die 
ganze  Anleihe  gegen  Einzahlung  eines  bestimmten  Preises  und 
unter  Gewährung  irgend  eines  Vortbeils  zur  Verwerthung.  Es 
kann  jedoch  auch  in  diesem  Falle  eine  öffentliche  Concurrenz  zur 
Uebernahme  der  ganzen  Anleihe  mit  dem  Anerbieten  eingeleitet 
werden,  dass  die  Anleihe  demjenigen  überlassen  wird,  welcher 
bei  gehririger  Sicherheitsleistung  die  vortheilhafltesten  Bedingun- 
gen stellt  Die  Betretung  des  einen  oder  des  andern  Weges  wird 
vorzugsweise  durch  Zeitverhältnisse  bedingt  sein. 

In  den  beiden  zuletzt  genannten  Fällen  kann  sieb  auch  der 
kleioere  Kapitalist  betbeiligen,  indem  der  Unternehmer  der  ganzen 
Anleihe  weiter  mit  andern  Personen  in  Verbindung  tritt,  die  ihm 
bei  Verwertbung  der  Anleihe  behülflich  sind,  selbst  wieder  gegen 
Gewährung  bestimmter  Vortheile  Theile  der  Anleihe  übernehmen 
und  fSr  deren  Unterbringung  sorgen. 

Eröffnet  nun  der  Staat  bei  Aufnahme  einer  Anleihe  die  Sub- 
scription  selbst,  so  ist  es  nicht  ungewöhnlich,  dass  er,  um  gros- 
sere ßetheiligung  hervorzurufen,  Vortheile  den  Unterzeichnern 
gewährt  und  bei  einem  bestimmten  Zinsfuss  einen  niedern  Curs 
als  100  gestattet  und  dafür  Schuldscheine  im  vollen  Werthe  fur^ 
jedes  Hundert  ausgibt.  So  hat  Preussen  im  Jahre  1859  eine  Ein- 
zahlung von  95  statt  100  bei  einer  filnfprocentigen  und  Baden 
eine  Einzahlung  von  96  statt  100  bei  einer  vierprocentigen  An* 
leihe  gestattet. 

Wird  aber  eine  allgemeine  Concurrenz  für  die  ganze  Anleihe 
bei  bestimmtem  Tilgungsplan  und  Zinsfuss  eröffnet,  so  kSmmt 
häufig  der  Fall  vor,  dass  Anerbieten  zur  Uebernahme  einlaufen,  bei 
denen  ein  niederer  Curs  und  niederer  Zinsfuss  vorgeschlagen  wird. 

Hiedurch  tritt  die  Werthhestimmung  der  m«*iglichen  Angebote 
in  eine  neue  Phase,  und  es  entsteht  die  Frage :  Welches  ist  das 
vortheilhafteste  Anerbieten,  wenn  auf  eine  Anleihe  von  bestimm- 
tem Tilgnngsplan  und  Zinsfuss  verschiedene  Anerbieten  mit  be- 
stimmtem Curse  in  einem  andern  Zinsfuss  gemacht  werden? 

9» 
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Diese  Frage  wird  nan  zunächst  zu  beantivorten  sein.  Eine 
besondere  Art  der  Staatsanleihen  sind  die  Lotterieanleihen.  Da 
dieselben  in  meiner  Schrift:  ,,Theorie  der  Lotterieanleheo, 
Frei  barg  1843'^  und  auch  in  meiner  Anleitung  schon  behandelt 
sind,  so  erscheint  ihre  Wiederbehandlung  überflüssig  und  ich 
▼erweise  hierüber  auf  die  angeführten  Schriften. 


§   46. 

Umwandlung  einer  in  einem  bestimmten  Tilgungsplane 
und  Zinsfusse  zu  zahlenden  Anleihe  in  eine  gleichwer- 
thige  bei  demselben  Tilgungsplan   aber  verschiedeuen 

Zinsfuss. 

1)  Eine  Anleihe  K  soll  zu  p  Procent  verzinst  and 
nach  einem  bestimmten  Tilgungsplan  in  n  Jahren  zu- 
rfickbezahlt  werden.  Es  wird  verlangt,  dass  dieselbe 
unter  Beibehaltung  des  festgestellten  Tilgungsplans 
in  eine  gleichwerthige  bei  dem  Zinsfuss  ^  umgewandelt 
werde.    Es  fragt  sich: 

a)  Welches  ist  der  Nennwerth  K^  der  umgewandel- 
ten Anleihe? 

b)  Welches  ist  der  Curs.C,  zu  welchem  sie  in  dem 
Zinsfuss   q  begeben  tverdeo    kann? 

Die  erste  Frage  beantwortet  sich  im  Allgemeinen  sehr  leicht. 
Ist  nämlich  der  Tilgungsplan  für  die  Abtragung  einer  Anleihe  nach 
den  Grundsätzen  des  dritten  Kapitels  und  die  W^erthe  sämmtli 
eher  Summen  (Zins  und  Kapitalabtragungen),  die  im  Laufe  der 
Zeit  fällig  werden,  //|,  h^^  L^,.,.,Lni  festgestellt,  so  kommt  ihr 
Gesammtwerth  dem  der  Anleihe  gleich.  Wird  nun  der  Werth 
sämmtlicher  in  dem  Zinsfuss  p  festgestellten  Zahlungen  in  dem 
Zinsfuss  q  auf  die  Gegenwart  zurückgebracht  oder  rabattirt,  so 
ist  die  unter  a  gestellte  Aufgabe  gelöst,  denn  es  wird  dadurch  an 
dem  Werthe  oder  dem  Inhalte  der  Anleihe  nichts,  sondern 
nur  an  der  Form  geändert.  Es  entsteht  aber  dem  Namen  nach 
eine  andere  Summe,  welche  der  Nenn  werth  Ki  der  umgewan- 
delten Anleihe  heissen  soll,  denn  es  ist  in  der  That  für  den  Schuld- 
ner einerlei,  ob  er  die  schuldigen  Summen  als  eine  p-  oder  ^pro- 
centige  Anleihe  zurück  bezahlt.  In  dem  einen  oder  andern  Falle 
werden  immer  nur  die  im  Voraus  bedungenen  Summen  (nicht  mehr, 
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nicht  weniger)  ausbezahlt  und  es  hat  sich  bei  Abwickelung  des 
Geschäfts  nur  die  Form  oder  der  Name,  nicht  der  Inhalt  geändert. 

Eine  nothwendige  Folge  dieser  Umwandlung  ist»  dass  der  sich 
ergebende  Nennwerth  Ki  griisser  wird,  als  K  das  ursprGngliche 
Kapital,  wenn  q  kleiner  als/»  ist,  was  gewöhnlich  der  Fall  sein 
wird;  dagegen  kleiner  wird,  wenn  q  grosser  als  p  ist,  was  wohl 
kaum  vorkommt,  da  es  nicht  im  Interesse  der  Speculation  und 
der  Börse  liegt. 

Das  Gesagte  wird  sich  leicht  an  folgendem  einfachen  Falle 
verdeutlichen. 

Ein  Kapital  von  1071200  soll  mit  5  Procent  verzinst  und  am 
Ende  des  Jahres  sammt  Zinsen  zurückgezahlt  werden.  Man  ver- 
langt, dass  dasselbe  in  ein  gleich werthiges  4-  oder  Sprocentiges 
verwandelt  und  als  solches  am  Ende  des  Jahres  sammt  Zinsen 
zurückgezahlt  werde.  Wie  gross  ist  der  Nennwerth  des  Kapitals 
in  beiden  Fällen? 

Man  hat  nach  dem  Gesagten  zuerst  die  Schuldigkeit  der 
fSnfprocentigen  Anleihe  am  Ende  des  Jahres  (also  Kapital  und 
Zins)  zu  bestimmen.    Es  ist: 

Li  =  1071200  +  1071200.0,05  =  1124760. 

Verwandelt  Ulan  nun  diese  Schuldigkeit  in  eine  4procentige,  so 
bat  man  mit  1,04  zu  rabattiren.  Der  sich  ergebende  Nennwerth 
ist  daher: 

L,   ^1»24760_^ 

*i  -  i:ö4 = "i^oT" = ^"^*^""- 

Verwandelt  man  die  Anleihe  in  eine  Sprocentige,  so  ist  der  ge- 
sachte Nennwerth: 


Lt   _1124760_^^^ 


Die  beiden  Nennwerthe  sind  von  der  ursprünglichen  Schuld  und 
unter  sich  verschieden,  und  um  so  grosser,  je  kleiner  der  Zins- 
fuss  ist,  für  welchen  die  Umwandlung  verlangt  wird.  Nominell 
hat  nun  der  Schuldner  eine  grossere  Schuld  zu  tilgen,  in  Wirk- 
lichkeit aber  nicht.  Wird  nämlich  die  Summe  108150  als  eine 
4procentige  getilgt,  so  hat  er  am  Ende  des  Jahres  Kapital  und 
Zins  zu  zahlen: 

£.2=  1081500-i-]081500.0,04=:1124760. 

Wird  die  Summe  1092000  als  eine  Sprocentige  zurückgezahlt,  so 
ist  zu  entrichten: 


Digitized  by 


Google 


130  OeUinger:    Weitere  Ausführung 

I^  =  10920eO  +  l(M2000.0»03=  1124760. 

Er  zahlt  daher  nach  allon  drei  Arten  gleich  viel  am  Ende  des  Jahres. 

Wie  nun  die  Zahlungssamme  des  erfitten  Jahres  in  dem  vor- 
liegenden Falle  hehandelt  wurde,  so  hat  man,  wenn  der  Tilgung»- 
plan  sich  auf  eine  Reihe  von  Jahren  erstreckt,  sSmmtlicbe  flllig 
werdenden  Summen  zu  behandeln  und  der  Zeit  entsprechend  zu 
rabattiren.  Wird  nun  die  Anleihe  K  durch  die  im  Zinsfuss  p 
festgestellten  Summen  L,,  Lj,  L^,^..Ln  verzinst  und  getilgt,  so 
hat  man  für  ihre  Umwandlung  in  den  Zinsfuss  q  folgende  allge- 
mein gOltige  Gleichung: 

9\  y  I>|  Lg  £3  Ln 

-^  ^>  -Ifig^  1,0^2  ^  1,0^«  +  •  ••  1,09" 

Diese  Gleichung  bestimmt  (\en  Nennwerth  fflr  jährliche  Verzin- 
sung und  Tilgung.  Geschieht  aber  die  Verzinsung  und  Tilgung 
halbjährlich,  so  ist: 

i\  Ä'  —  Ll^  -1.    ^«     o.     ^      i  ^^ 

^^  ^»  - 1,0^1  + 1,0^1«  ^  1:9^  +  •••  l,09i*-- 

Dass  JKi^  K  sein  muss,  wenn  q  <,p  ist,  ergibt  sieb  einfach  aus 
den  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  Sätzen.  Dort  wurde  gezeigt, 
dass  wenn  die  Werthe  sämmtlicher  Zahlungen ,  wodurch  eine  An- 
leihe K  getilgt  und  verzinst  wird,  in  dem  gleichen  Zinsfuss  rabat- 
tirt  werden,  worin  die  Anleihe  verzinst  wird,  der  hieraus  flies- 
sende  Werth  der  aufgenommenen  Anleihe  gleich  kommt.  Werden 
nun  sämmtliche  Werthe  in  einem  niederen  Zinsfuss  (q)  rabattirt, 
so  ist  die  nothwendige  Folge,  dass  der  aus  ihnen  hervorgehende 
Gesammtwerth  grösser  als  die  ursprCngliche  Anleihe  ist  Umge- 
kehrt muss  Ki'^K  sein,  wenn  q^p  wird,  was,  wie  bemerkt,  io 
der  Wirklichkeit  nicht  wohl  vorkommt  und  daher  hier  auch  keine 
Berücksichtigung  findet. 

Hiemit  ist  die  unter  a)  gestellte  Frage  beantwortet. 

Zu  b).  Der  Curs  C,  welcher  dem  Nennwerthe  AT,  entspricht, 
bestimmt  sich  einfach  durch  folgende  Proportion : 

Ari:Ä=lOO:C, 

denn  der  Nennwerth  steht  zu  dem  Werthe  der  Anleihe  in  gleichem 
Verhältniss  wie  100  zu  dem  Curs.     Es  ist  daher: 

^      iC.lOO 
Diess  lässt  sich  auch  so  erschliessen.    Wenn  der  Staat  eine  An- 
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leihe  im  Curse  zu  100  (al  pari)  aasgibt,  so  mass  er  so  viele 
Schuldschebe  zo  Je  Hundert  aushändigen,  als  Hunderte  vorban- 
den sind.    Nennt  man  die  Zahl  der  Schuldscheine  Z,  so  ist 

^-100' 

und  die  Ausgabe  von  Z  Schuldscheinen  im  vollen  Werthe  wird 
ihm  die  aufzunehmende  Anleihe  einbringen,  denn  er  erhält  hiedurch : 

5)  S=Z.100=^^=:Af. 

Wird  aber  die  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  ßlr  den  Zinsfuss 
q  umgewandelt,  so  muss  er  nominell  ein  höheres  Kapital  Ki  auf- 
nehmen, aber  niederer  verzinseo.  Er  ivird  daher  auch  eine  grös- 
sere Zahl  von  Schuldscheinen: 

die  alle  auf  100  lauten,  ausstellen  müssen,  um  die  gleiche  Baar- 
summe  zu  erhalten.  Er  wird  aber  nicht  den  vollen  Werth  100 
nir  jeden  Schuldschein,  sondern  nur  C  fordern  dürfen,  um  den 
Werth  der  Anleihe  eingezahlt  zu  erhalten.  Der  hieför  eingehende 
Betrag  ist: 

6)  S—Zi^C. 

Ans  5)  und  6)  hat  man,  da  der  Staat  in  beiden  Fällen  die  gleiche 
Summe  erhalten  soll, 

und  hieraus: 

^      K      K.ldü 

wie  oben. 

Wendet  man  nun  die  Bestimmung  No.  4)  oder  No.  7)  auf  den 
oben  behandelten  Fäll  an,  so  stellt  sich  der  Curs  für  die  5procen- 
tige  Anleihe  von  1071200,  wenn  sie  in  eine  gleichwerthige  4pro- 
centige  verwandelt  wird,  auf: 

1071200.100 
~"      1081500     -^>"^'    - 

flir  die  3procentige  auf: 


1071200.100 
^  ~  "1092000    ~  *»»"«».. 


Digitized  by 


Google  j 


132  Oettingeri    Weitere  Austährwig 

und  ein  Schaldscbein  von  100  ist  im  ersten  Falle  99,047 im 

zweiten  Falle  98,095....  werth,  und  in  der  That  erhält  der  Staat 
im  ersten  Falle  die  Summe: 

S=  AriC  =  10816.99,047....  =  1071199,99 

im  zweiten  Falle: 

S=:K^Ci  =  10920.98,095....  =  1071199,99..  . 
oder  1071200  für  die  betreffenden  Schuldscheine  in  die  Kasse. 

Führt  man  die  in  No,  2)  und  No.  3)  gefundenen  Werthe  statt 
Kl  in  die  Gleichung  No.  4)  ein,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung 
des  Curses  bei  jährlicher  und  halbjährlicher  Verzinsung  und  Tilgung 

«,  r *iM» 

^.100 


Ist  aber,  wie  hier  vorausgesetzt  ist,  der  Werth  der  Anleihe  K 
nicht  bekannt,  sondern  nur  die  nach  dem  Tilgungsplane  im  Zins- 
fusse  p  zu  zahlenden  Summen,  dann  hat  man  zur  Bestimmung 
des  Curses  vorerst  K  zu  berechnen,  d.  h.  mit  l,0j9  und  Ifip^^  zu 
rabattiren  und  den  so  erhaltenen  Werth  für  K  in  No.  8)  und 
No.  9)  einzuführen.  Man  erhält  dann  für  jährliche  und  halbjähr- 
liche Verzinsung  und  Tilgung  folgende  Bestimmungen: 

1 1  ^      r -  um I^i'hOprHL^AfiprH L2n.l,0p,-«" 

11}        ^-^^Li.h0qi-HL2'h0qt-H-*Mtn.lfiqi'^n 

Von  den  im  vorinen  Kapitel'  angegebenen  Tilgungsplänen  eignen 
Hich  vorzüglich  drei  zur  Umwandlung  in  einen  andern  Zinsfuss: 
wenn  die  Anleihe  durch  gleiche  Summen,  oder  wenn  sie  durch 
Tilgungssumnien,  die  nach  einer  geometrischen  Progression  fort- 
schreiten, oder  wenn  sie  durch  gleiche  Tilgungssummen  abgetra- 
gen wird.    Sie  sollen  im  Folgenden  betrachtet  werden. 


§.47. 

Umwandlung    einer    Anleihe     in    eine    gleich werthige 

von    anderm   Zinsfuss,     wenn    dieselbe    durch    gleiche 

Abtragssummen    getilgt   werjden    soll. 

Soll  eine  im  Zinsfuss  p  durch  gleiche  Abtragssummen  {A)  zu 
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tilgende  Anleihe  K  in  eine  pieichwertbige  bei  dem  Zinsfass  q  rnn- 
^ewandelt  werden ,  so  hat  man  die  in  No.  1)  §.  32.  angegebenen 
Wertbe  der  Reibe  nach  in  dem  Zinsfas»  q  aof  die  Gegenwart  zn- 
ruckzubringen  oder  zu  rabattiren,  wie  diess  die  Gleichung  No.2) 
§.  46.  Torschreibt.  Man  erhält  dann  bei  jährlicher  Verzinsung  und 
Tilgang  folgende  Darstellung: 

1)  Äf,= 


1.0? 

.  yl  +  Ä.0,0p 

A.^if^ 

'        I.O9« 

- 1,09« 

.  J  +  Af.O,Op 

2/4.0,0p 

'        I.O9» 

"    1,09» 

.  ^+Af.O,(V 

3^.  0.0p 

+       I.O9*      " 

I.O9* 

.^  +  Är.o.Op 

(n— l)^.0,Op 

1.0^  l,Ogr« 

Setzt  man  nun  L=^  A -{■  K .Qfip  und  D=zA.Qfip  und  q  statt 
p  10  No.  1)  und  No.5)  §.43.,  so  geht  die  vorstehende  Darstellung 
No.  1)  in  folgende  über: 

nA.Qfip 

Scbliesst  die  Tilgungszeit  nicht  mit  dem  Ende  eines  Jahres, 
besteht  also  n  aus  einer  ganzen  Zahl  und  einem  Bruche,  so  wird 
die  Rechnung  etwas  mühevoller.  Man  kann  diese  Schwierigkeit 
umgehen,  wenn  man  die  Restschuld  für  das  Ende  des  fiten  Jah- 
res bestimmt  und  in  Rechnung  bringt.  Bezeichnet  man  sie  mit 
Sn,  SO  erhält  man  folgende  Gleichung: 

nA.Qfip         Sn 

+  0.0^.1,0^»  +  i:ü^' 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich,  die  Tilgung  aber  jährlich, 
so  hat  man  die  Glieder  der  Reihe  No.  8)  §.  32.  halbjährlich  zu 
rabattiren,   wodurch  entsteht: 
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K.Ofipi 


+       1,0^.* 

*  l.Oj.»        l,Off,» 

+        1,0?,*       -"   hOqt* 

K.O,Opi     2A.0,(^i 
+  l,Oy,»  -   l,Oy,» 

^  +  g.O,Op,     2A.0,0pi 
+       1.07»«      ~    l,Oft« 

K.OfiPi      (n—l)A.O,Opi 
+  1,09,«— 1  1.0?,»-» 

.  J^^jr.O.Qp,      (n— 1)^.O.0!p, 
•^       1,09,»-     ~       1%»*"       ' 

Setzt  man  nuo  bierin  JK.O,Opi=^L,  A+K.O,(^=Li,  A.Ofipi 
=  Z>,  80  lust  sich  diese  Darstelinng  in  folgende  zwei  Reiheo  auf: 

L       L—D  .  X— 2/>  .       X— (n-l)Z) 

^'  -  1%,  +  1,09,»  +  1.09,»  +•  ••     1,09,»-» 

_L,      .  L—D  .  X-2/)  .       I,-(«-l)/) 
+  1,09,«       1.0yi*  ■•■    1.09,«  +  "•       1,09,»-      * 

Die  erste  Reihe  iSsst  sich  auf  die  Fonn  der  zweiten  zurfickbrin- 
gen,  wenn  man  mit  1,09,  muitiplicirt  und  dividirt,  und  es  wird; 

L,        L,^D     Ly-2D  ^       L-{n-^\)D 
+  1,09,«+  1,09,*  +    1.09,«   +•  •       1,09,»-      • 

Diese  beiden  Reihen  lassen  sieb  nun  leicht  nach  den  in  $.  43. 
gegebenen  Entwickelungen  sumroiren,  wenn  man  dort  in  No.  1) 
und  No.  6)  1,09,*  statt  l,0|p  und  I>09,» — 1  an  die  Stelle  von 
O,0|)t>=l,0p— 1  setzt    Man  erhält  sofort: 

K-\Q„n  g      -t  1-1,09,-»-  ,        n.fl.1.09, 

«i  -  iMqi  (.^- 1,09,«-  P  •  1,09,»-1    +  (1.09,«- 1)  1,09,»- 

^fl  />       ^  1-1,09,-»-  nP 

+^^»-l,09,»-l-'-  1,09,«-.!   +(1.09,«- 1)1,094«-' 
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and  hieraus  nach  der  nSthigenZusammenz&hlung  nod  Vereinfachung: 

oder  da  l,Oft«-l  =(l,09j  +  l).(I,0y,  — 1)  =  2,09,.0,Ü9,  Ist: 

Fuhrt  man  nun  die  obigen  Werthe  wieder  ein^  so  ist: 

i,+L.i,Oy,  =  i4+jr.o,Qpi+ jr.o,()pi.  1,0^1  =:jr.o,Qpi. 2,0^1  +  j, 

and  man  erhält  mit  Rücksicht  auf  die  Restschuld : 

+  0,0yi.l,0y,«-  +  1,0^,«- 

kt  n  eine  ganze  Zahl,  so  ist  Sn=:0.    Im  andern  Falle  wird  der 
Werth  Ton  S»  auf  die  Trflher  angegebene  Weise  bestimmt. 

Geschieht  aber  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich ,  dann 
ist  ans  No.  12)  §.  32.,  wenn  mit  I.O^i  rabattirt  wird: 


A+K.O.Opi 

A  +  KJOfipi     2A.0,0pi 
+      1,091»      ~   LO^i» 


^  +  J:.0.01Pi     (2w-1)/I.0,Qp, 


7I 


l,07i«-  l,Ov,«" 


j      Diese  Darstellung  führt,  wenn  man  wie  in  No.  1)  und  No.  2)  ver- 
lUirt,  zu  folgender  Bestimmung: 

.     2itJ.0,Qpi     .      ga. 
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worin   S%m  die  Restschdd  des    letzten  Halbjahres  bedeutet,   die 
Zahl  der  Halbjahre  kann  auch  eine  ungerade  (2n-f  1)  sein. 

Ist  der  Nennwertb  Ki  gefunden»  so  unterliegt  die  Werthbe- 
Stimmung  des  Curses  nach  No.  4)  $.  46.  keiner  weitern  Schwierig- 
keit mehr. 


§.  48. 

Umwandlung  einer  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  von 

anderm  Zinsfuss,    wenn   dieselbe  durch   Tilgungssuro- 

men   zurückgezahlt  wird,    die  in  einer  geometrischen 

Progression   wachsen. 

Soll  eine  im  Zinsfusse  p  zu  verzinsende  Anleihe  K  durch 
Summen  getilgt  werden,  die  in  einer  geometrischen  Progression 
(lyOti^)  steigen-  und  sofort  in  eine  gleichwerthige  für  den  Zinsfuss 
q  umgesetzt  werden,  so  kommen  die  Gleichungen  des  §.39.  zur 
Anwendung  und  man  hat  dieselben  in  dem  entsprechenden  Zins- 
fusse zu  rabattiren.  Für  die  jährliche  Verzinsung  und  Tilgung 
ergibt  sich  derNennwerth  der  Anleihe  aus  No.  6)  §.  39.,  wenn  die 
Glieder  der  dritten  Reihe  aufgelöst  und  die  entstehenden  Reiben 
ergänzt  werden,  durch  folgende  Darstellung: 

Ä^  K.QSip       A.Qfip  A.Ofip 

AAjdw        Jr.O,Qy?     A.ÜfipAShD  AAJ.Qp 

+  TJSq^        ^  1.0v*   ■"  O,üto .  Ifiq^  '0,Otr.l,V 

AAfit^       KSifip     ^.O,0p.l,0to«         il.O,Qp 
+    \fiq^       +  1,0^^""  0,0tr.l,09»       ' 0,0fr. l,Oy» 

AAfho^       K.O,Op     A.0,0pA,0w^         A.Ofip 
+    1,0^       ^  1,0^  *"   O,0to.l,0y*       ^0,Ofi^.l.O^ 


AASho^-^   K.Ofip _ A.OJOpAfiw»-^,    A.Oflp 
+      l,Oi/»     ■*"  Ifiq*  Qfiu)A,i)q^    "*'0,0w.l,0y-* 

Es  entstehen  wie  man  sieht  vier  verschiedene  Reihen,  von 
denen  die  zweite  und  vierte  sich  leicht  summirt  Die  erste  und 
dritte  unterliegen  dem  gleichen,  aber  etwas  zusammengesetztero 
Gesetze.    Sie  fuhren  zu  folgender  Darstellung: 
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l)  Ki_(./i-  0,0«.  >Vl.O9'*'l,0y«  + l,Oy»  ■•"•••   LOj- / 

Die  eingeschlossene  Reihe  ist   eine  geometrische,   deren  erstes 

und   letztes   Glied   gegeben   sind  und   deren  Exponent  j^jj—  ist. 
Ihre  Summe  ist  daher: 

l.Oip«-^   1,0»  1  IjC^ 

g^   1.0g"     1.07        1.0g  _    1.09"  ~ 


l,Ow     ,  —1,0«)— 1,07' 

1,0?^* 

Hiernach  bestimmt  sich  der  gesuchte  Nennwerth  Ky,  wenn  nian 
diesen  Werth  in  No.  2)  einführt  und  auf  die  Restschuld  Rücksicht 
nimmt  für  den  Fall,  als  n  keine  ganze  Zahl  bedeutet,  durch  fol- 
gende Gleichung: 

LOtc« 

j)  «,  -  e^  -  -0;öir-'i,oir-i,ö9 

+(Ar.o,Op + -ö;ö^)-    0.09    +  t;ö^- 

Diese  Darstellung  ist  bequem,  wenn  w>q'  ist.  Ist  aber  10  <  9, 
so  eignet  sich  folgende  Darstellung  besser  zur  Benutzung: 

l^Ow^ 


*>  Äi-i'^     0,0«.  -'1,09-1.0« 


.Ow 

^.o.n».  1— 1.O0-» 

Der  Werth  fär  Sn  bestimmt  sich  aus: 


and  geht  in  0  über,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  jähr* 
lieh,  so  hat  man  die  Darstellung  No.  ]6)  §.39.  mit  1,0^1  zu  ra- 
battiren,  um  den  fraglichen  Nennwerth  zu  finden.  Dadurch  wird 
aber  der  Caicul  noch  zusammengesetzter,  als  im  vorigen  Falle. 
Es  entsteht  dann: 
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6) 

^^""    1,0^1  Ofiw.hOq,  ^O.Oie.  1,0^1 

■*"    l.%i2  +  1,0^1«         ~ 0,0w .  J%i«  ^  0,0to .  1,0«,« 

i 


0,0w .  Ifiqi^  ^  0,0ii7 . 1,0^1« 

^   1,0^1*^  l,Oi/i*  '"  OfiwAfiqi*  +0,0w.l,0yi* 

1,0^1*  '"   OJÖtc.  1,0^1*  "^^O,!)».  1,0^1» 

■*"    hOqi^    ^    i,Oqi^  0,0to.  1,0^1*  +0,0«).  1.0^,* 

.  ii:.0,07?i  il.0,0p|.1,0to»  ^.0,0;^ 

■^    l,Oy/  0,0ir-l,0ff/  +0,Ou».l,0^,^ 

ir.o,qei    4^^      A.oßpi.ixho^        A.ojO/h 

^IjSrqi^  ^1.091«  0,0w.l,0y,«  +0,0w.i;0yi» 


r.0,Qpt  i<.0,Oyi|.l,Oio«-^  i<.0,Qpi 

"*"l,0yi*»-^  0,0w.l,0^i**-i   +Ö,0to.l,0yi«— 1 

.  ir.0,Qpx      i^.l^Oto"-^     A,0,Opi.hOw^^        AAOpi 
+  1,0^,2»  +     1,0^1*«  0,Öii?.  1,0^1«»     +0,0ic.  1,0^1*- 

Diese  Daretellang  zerfällt  in  vier  Reihen.  Die  erste  und  vierte 
sommiren  sich  leicht.  Die  dritte  Reihe  zerflillt  in  zwei  verschie- 
dene, wovon  sich  die  eine  darch  Multipliciren  und  Dividiren  mit 
JjOqi  auf  die  gleiche  Form  mit  der  andern  zurfickbringen  Ilsst. 
Geschieht  diess,   so  erhält  man  hieraus  Folgendes: 

.    ,  /    1      .  LOto    ,  1.0ip«  ,       l,Otc"-^\ 

A.OjOp,  .l.Oq^    /    1        l.Oto     I.Oto«        1.0to"-»\ 
0.0«.         •Vl,09i«^I,0y.<+1.09,«+"I.0y,«->/ 

J  .0.0;»,   /     1         2,0w      M|w^  1.0to»-^\ 
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Die  drei  eingeklammerten  Reihen  nnterliegeo  dem  gleichen  Ge- 
setz.   Das  erste  und  letzte  Glied  dieser  Reihen  ist  gegeben  und 

]  Oto 
ihr  Exponent  ist  r^— i-    Ihre  Summe  ist  daher: 

l,Oto"-^     \J^  1  l,Otg'       , 

1^         1  ""l,0»47-l,Oyi« 

Wird  dieser  Werth  eingeführt  und  werden  die  den  gleichen  Sum- 
menausdrucken zugehörigen  Vorzahlen  zufammengezfihlt,  so  er- 
hält man  zur  Bestimmung  des  gesuchten  Nennwerthes  mit  Rück- 
sicht auf  die  Restschuid ,  wenn  n  keine  ganze  Zahl  *  bedeutet, 
folgende  Gleichung: 

l.Ow"      . 


Diese  Dargtellung  ist  beqoent,  wenn  l,0to>I,0fi^  ist.  Ist  aber 
]^>>  Ifite,  so  eignet  sich  folgende  Form  besser  zur  Berech- 
nung des  Nennwerthes : 

m  K     CK  oou  ,^o>o^t.i-i>Oyt'^ 


Sm  wird  durch  die  Gleichung  No.  5)  bestimmt. 

Geschieht  aber  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  und 
wSchst  die  Tilgungssumrae  halbjährlich  um  to  Procent  (was  zu- 
lansig  ist,  da  w  jeden  Werth  bedeuten  kann),  und  soll  dre  An- 
leihe in  eine  gleichwerthige  för  den  Zinsfuss  q  umgesetzt  werden, 
80  bat  man  die  Darstellung  No.  21)  §.  39.  zu  benutzen.  Lust  man 
die  dritte  Reihe  in  ihre  Glieder  auf  und  vervollständigt  durch  Zu« 

und  Abzählen  von    ""^'n^'    <Jie    beiden    hiedurch    entstehenden 
Reihen y  so  gewinnt  man: 
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«) 

_jr.O,Qp,        i<  ^.O.Qpi  .4.0,<)ip, 

*>~   1,0^1    "''1^1  0,0to.l,09i  ■•'O.Ow.l.Oyi 

jr.O.Qpi     ii.l.Oto  ^.0,Qp,.l,Oic        .     ^.0.0^ 

+  1,0?,«  ■•■  l,Oj,»  0,OeP.l,0»,»        +0,010.1,07,» 

.  KAOpi  .  iiLOto*  ■4.0,Qpt.l,0ie«      .     A.ajOpi 

+  1,0^1»  ^  l,09i»  0,0u>n3Jyr»        ■'"Ö,Ö«>.1.0yi* 

.  ir.0,Qp,     ^.l,Oio»  /<.0,0pi.I,0k>»       .     ^.0,Qp, 

+  LOy,*  ■•"   1,09,«        ~  0,0w.l,0y,*        ^QJÜwAfiqi* 

.  jr.O.Qpi  .  ii.l.Oto»*-^  .  i<.0,Qpi.l,0M>«— »  .      J.0.Qpi 
"•"  l,0yi«»  ■•■     l,09i«"     ^     0,0w.l,09,«"     +0,0«r.l,09,*-' 

Die  erste  und  vierte  Reihe  summiren  sich  leicht,  die  sweite  ond 
dritte  Ifiast  sich  io  eine  zusammenziehen  und  man  erhSlt  hiedurcb : 

+'^^-"  o,(to  J\i,oyi+i,o^i«+i,o^i»+--T:%r*- A 

Die  eingeklammerte  Reihe  gibt  nach  dem  Trüher  Gesagten  folgen- 
den Summenausdruck : 

l,Oto««  l,Oto«« 

Hiernach  bestimmt  sich  für  diesen  Fall  der  Nennwerth  ffir  die 
umgewandelte  Anleihe  mit  ßerOcksichtigung  der  Restschuld  durch 
EinfQhmng  auf  folgende  Weise: 

Ij0tr«-_ 


+<-"'       ÖiÖir'''*  l.Ow-1,09,  ^l.O^i»» 


oder: 


-9« 


in  jr  -rif  00»  4.M2ei-j  i-i>Og. 

II)  *,=CÄ.o,Opi+  OQ^  J-     0.O9, 

1.0te«" 
^.0.0p.  l,Oyta»  5», 

'•■''"'       PS~^- ISiqi  -1,0«  ''■  l,Oyi» 


> 
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je  Dftehdem  to  >  ^    oder  91  >  to  ist.     Die  Restschald   bestimmf 
sich    durch : 

Ist  der  NenDwertb  JTi  gefunden ,  so  ermittelt  sich  in  den  vorste- 
henden  Fällen  der  Gurs  leicht. 


§.49. 

Umwandlung  einer  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  von 

anderm   Ziusfuss^    wenn  die   Tilgung   und    Verzinsung 

durch   gleich  grosse  Summen  geschieht. 

Soll  eine  im  Zinsfuss  p  zu  verzinsende  Anleihe  K  durch  gleich, 
grosse  Summen  (Zins  und  Abtragsummen  einbegriffen)  getilgt  und 
in  eine  gleichwerthige  für  den  Zinsfuss  g  umgewandelt  werden, 
so  vereinfachen  sich  die  in  §.  46.  aufgestellten  ßestimmungen  sehr. 
Man  hat  dann  die  GrOsse  der  Zahlungssammen  zu  bestimmen,  die 
erfordert  werden,  um  die  Anleihe  in  dem  Zinsfusse  p  zu  tilgen 
und  dann  ihren  Werth  in  den  Zinsfuss  q  umzusetzen. 

Creschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  jährlich  und  nenot 
man  die  Summe,  welche  nach  dem  Tilgungsplan  jährlich  zu  zah* 
len  ist,   I/>  so  bat  man  för  ihre  Bestimmung: 

'-1,(^P  +  1,(1!p«  +  1,(]^»  +  -  •l.üp--^-      0,0p      ' 
nnd   bierans: 

Da  nun  jede  Jahreszahlung  bekannt  ist,  so  hat  man  nun  sämmt- 
liche  Summen  in  den  Zinsfuss  q  umzusetzen.  Es  ist  sofort  der 
gesuchte  Nennwerth: 

^'     '»-1.09+l,(V^l,0v»+  •••1,0»--^-     0,0q     ' 

Setzt  man  nnn  den  Werth  för  L  ans  No.  1)  in  No.  2),  so  be- 
stimmt sich  der  Nennwerth  durch 

Thcil  XXWII.  10 
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Ist  n  keine  ganse  Zahl,    vfh»  eintreten   kann,    wenn  L  gegeben 
iet  9    80  wird  : 

l^  fr    -K        ^'QP         1-1.0?-«.      S, 

^'  ^»-'l-LOip— •      0.0^      +1.09»' 

wenn  jSii  die  Restschnld  bedeutet.    Sie  bestimmt  sieb  dann  durch : 


5)  5.=jr.l,()p''-X.^'"g^  ' 


Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich,  so  bleiben 
die  gemachten  Schlüsse  in  Kraft  und  man  hat  den  Caicul  auf  die 
entsprechende  Zahl  von  Halbjahren  auszudehnen.  Man  erhSlt  dann 
auf  dieselbe  Weise: 

fi,  r  -  jr       O'QP'         1-l.Oy,-«" 

6)  '«-'l-LO^F*--        üfiqy       ■ 

Geschieht  aber  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung  halbjähr- 
lich»  so  erhält  man  auf  dieselbe  Weise: 

Diese  Formel  findet  aber  in  der  Wirklichkeit  wohl  keine  An- 
wendung. In  den  Fällen,  wo  die  halbj&hrliefaen  Zinsen  wirklich 
ausgezahlt  werden,  was  in  der  Wirklichkeit  yorkommt,  hat  man 
nach  den  in  §.  48.  entwickelten  Gleichungen  zu  Terfahren. 

Der  Curs  der  umzuwandelnden  Anleihe  ergibt  sich  nach  §.  46, 

100. JT 
aus    C=     J    ,    und   man  erhält  durch   Einfilhrimg   aus  No.  3) 

und  No.  6): 

Wird  die  Restschuld  berücksichtigt,  so  ändert  sich  derselbe  um 
ein  Unbedeutendes. 


§.50. 

Anwendung. 

1)  Eine  Anleihe  von  1000000  wird  zu  5  Procent  ver- 
zinst und  so    getilgt,    dass  jährlich   lOOOOO  abgetragen 
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werden.  Sie  soll  in  eine  gleichwerthige,  vierproeen* 
tige  verwandelt  werden.  Wie  hoch  stellt  sich  der  Nenn- 
werth  oder  wie  viele  4procentige  Schuldscheine  zu 
100  mOssen  ausgestellt  werden?  Welches  ist  der  Curs 
der  4procentigen  Anleihe? 

Auflösung.  Die  Anleihe  wird  in  10  Jahren  getilgt  sein. 
Man  kann  nun  vorerst  nach  §.  32. No.  1)  so  verfahren,  dass  man 
die  Summen  bestimmt,  welche  nach  dem  Tilgungsplane  bei  5  Pro- 
Cent  auszuzahlen  sind.  Man  erhält  der  Reihe  nach  die  Summen 
lOOOOO,  145000,  140000,  135000,  130000,  125000,  130000,  115000, 
110000,  105000.  Diese  Summen  sind  nun  im  Zinsfuss  4  auf  die 
Gegenwart  zurückzubringen.  Hiernach  erhält  man  durch  directe 
Rechnung : 

2)  i:.  =  ^5^=  144230.7693 

?y^=  134060,6609 

?|^=  124469,4903 

^^1^=116398.6658 

1|^= 106850.5239 

^^=  98789.3168 

^?=  91190.IS76 

^^=  84029.3736 

^=  77284.5409 

^=  70934.2:r77 

=  1047227,a057.... 

Hieroach  stellt  sich  der  Nennwerth  auf  1047227,60....,  und  es 
mflssen  10472  vierprocentige  Schuldscheine  bu  100  statt  10000 
ßhifprocentige  ausgestellt  werden. 

Der  Curs  bestimmt  sich  durch 
1000000.100 

10* 
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Werden  nun  10472^276....  vierprocentige  Schuldscheine  jeder  m 
95,49....  ausgegeben,    so  erhält  man  in  die  Casse: 

«=10472,276.95,49023=1000000, 

und  diess  ist  die  verlangte  Summe. 

Löst  man  nun,  um  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resultats 
zu  prüfen,  die  vorliegende  Frage  nach  No. 2)  §.  47.,  so  hat  man 
dort  jr=  1000000,  21  =  100000,  p  =  5,  q=zi,  n  =  10,  ferner 

jr.O,Op  =  1000000.0,05=60000,   il^-^==l??^?^=12ÖO0O 

zu  setzen,   und  es  entsteht: 

Ä^       ^       ftK^iuui     10ICAAAX  l  — ls04-w  ,  10.125000 
4)       El  =  (150000—125000) .  — g-gj +  ~  j  q^io 

=  25000.8,1108958-1. 1250000.0,6755642 
=  202772,3944. . . .  +  844455,2112 .... 
=  1047227,6056.... 

wie  oben.  Will  man  nun  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resul- 
tats prüfen,  so  ergibt  sich  hiefür  folgende  Rechnung,  wobei  die  Deci- 
maibrfiche  beibehalten  sind.  Mao  hat  zu  dem  Ende  den  Nenn- 
werth  als  eine  vierprocentige  Anleihe  zu  behandeln  und  jeweils 
die  oben  angegebenen  fOnfprocentigen  Zahlungssummen  am  Ende 
der  Jahre  in  Abzug  zu  bringen. 

5)     . 

IstesJahr.  Stand  der  Schuld 1047227,6067 

Zins  zu  4  %  hinzu 41889,1042 

1089116,7099 

Zahlung  ab 150000 

2tes  Jahr.    Stand  der  Schuld 939116,7099 

Zins  hinzu 37564,6684 

976681,3783 

Zahlung  ab 145000 

3tes  Jahr.    Stand  der  Schuld 'SSt^TjSfSi 

Zins  hinzu 33267,2561 

864948,6334 

Zahlung  ab 140000 

4tes  Jahr.    Stand  der  Schuld 724948,6334 

Zins  hinzu 28997,9463 

753946,6787 

Zahlung  ab 136000 

6tes  Jahr.    Stand  der  Schuld 7I533I^S787 
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6te&  Jahr.    Stand  der  Schuld 618946,5687 

Zins  hinzu 24757,8631 

643704,44J8 

Zahlung  ab 130000 

6te8  Jahr.    Stand  der  Schuld 513704,4418 

Zins  hinzu 20548,1777 

534252,6195 

Zahlung  ah 125000 

7te8  Jahr.    Stand  der  Schuld 409252,6 

Zins  hinzu 16370,1048 

425622,7243 

Zahlung  ab 120000 

8tes  Jahr.    Stand  der  Schuld 305622,7243 

Zins  hinzu 12224,9089 

317847,6332 

Zahlung  ab 115000 

9tes  Jahr.    Stand  der  Schuld 202847,6332 

Zins  hinzu _  8113,9053 

210961,5385 

Zahlung  ab 110000 

lOtes  Jahr.     Stand  der  Schuld 100961,5385 

Zfns  hinzu 4038,4615 

105000,0000 
Zahlangab 105000 

mm — 

Es  zeigt  sich  hieraus,  dass  die  fragliche  Anleihe  als  eine 
vierprocttitige  durch  die  ursprOnglich  bestimmten  Zahlungssummen 
getilgt  wird* 

Die  Zahl  der  vierprocentigen  Schuldscheine  findet  man,  wenn 
man  die  billigen  vierprocentigen  Zinsen  eines  Jahres  von  der 
Zahlungsleistung  abzieht.  Hiernach  werden  im  ersten  Jahre 
150000-41889,102....  =  1081,11,  im  zweiten  145000-37564,6.... 
=  1074,36....  u.  s.  w.  getilgt.  Da  aber  bei  den  Schuldscheinen  keine 
Bruchtheile  vorkommen  können,  so  hat  man  diese  wegzulassen 
und  den  Ausfall  zur  passenden  Zeit  in  runder  Summe  wieder 
auszugleichen.  Geschieht  diess,  so  erhält  man  folgende  Zahlen 
ffir  die  Schuldscheine,  welche  der  Reihe  nach  in  den  yerschie- 
denen  Jahren  zur  Tilgung  gelangen:  1081,  1074,  1067,  1060, 
1053,  1044,  1037,  1028,  1019,  1009,  welche  zusammen  die 
Summe  von  10472  Schuldscheinen  betragen.  HIedurcb  wird  die 
in  No.  6)  gegebene  Rechnung  etwas,  aber  nicht  wesentlich,  mo- 
dificirt  Die  Differenz  wird  aber  ganz  gering  erscheinen  und  kann 
sich   Dicht  auf  den  Werth  eines  ganzen  SchnldscheiDS  erheben. 
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was  sich  leicht  zeigen  wird,    wenn  man  die  Rechnong  nach  der 
in  No.  5)  gezeigten  Weise  durchführt. 


Fortsetzuni>. 

1)  Eine  Anleihe  von  1000000  wird  zu  5  Proceot  ver- 
zinst nnd  so  getilgt,  dass  jährlich  100000  abgetragen 
werden,  die  Verzinsung  aher  halbjährlich  geschieht. 
Die  Anleihe  soll  in  eine  gleichwerthige  bei  4  Procent 
verwandelt  werden.  Wie  gross  ist  der  Nennwerth  der 
umgewandelten  Anleihe?    Welches  ist  der  Curs? 

Auflösung.  Die  Anleihe  wird  in  10  Jahren  getilgt  sein.  Da 
die  Tilgung  jährlich,  die  Verzinsung  halbjährlich  geschieht >  so 
kommt  die  Gleichung  No.  4)  und  No.  6)  §.  47.  zur  Anwendung. 
Man  hat  daher  JT  =1000000,  ^=100000,  pi=2,5,  ^i=2. 
n=  10  in  No.  6)  zu  setzen.  Da  n  eine  ganze  Zahl  ist,  so  l^llt 
Sn  weg.    Es  entsteht: 

i:.  0,Opi  .2,0^1 = 1000000 . 0,025 . 2,02  =:  1 000000 . 0,0505 = 50600, 

^.0,Opi_  100000.2,5 
0,07i     -  2  ='25000, 

und  hieraus  durch  EinfGhrung: 

K, = (50500  +  lOOOOO  - 125000)  \q.^^  +  '^j'ff^- 
Nun  ist: 

1  -- l,02-«o _  1-0,6729713  _  0,3270287  _^^-^^ 
l,02*-.l    —     1,0404-1     —     0,0404     —  »'"^^öW, 

also  wird: 

Ji  =26500.8,0947689  +  1250000.0,6729713 

=  206416,607  +  841214,166, 

2)  £i  =  1047630,773. 

Der  Nennwerth  der  verwandelten  Anleihe  stellt  sich  daher  auf 
1047630,7....  und  es  müssen  10476  vierprocentige  Schuldscheine 
zu  100  statt  10000  fQnfprocentige  ausgestellt  werden. 

Der  Curs  dieser  8chnidscheioe  stellt  sich  auf: 
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100.1000000  _ 
^>  ^=     1047630,7""  =  ^'^^^  • 

Ig  100000000  =  8,0000000 
Ig  1047630,7  =6.0202082 
1,9797918, 

N,  1,9797918  =  95,45349. 

Mail  kann  nun  auch  hier  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resul- 
tat9  durch  Rechnung,  wie  in  No.  5)  §.  50.  geschah,  nachweisen. 
Die  Rechtiung  wird  aber  etwas  zusammengesetzter  werden,  weil 
Halbjahreszinsen  in  Ketraehtung  kommen  und  die  Rechnung  von 
Halbjahr  zu  Halbjahr  abgeschlossen  werden  muss.  Da  diese 
Dnrchföbrung  aber,  keiner  weiteren  Schwierigkeit  unterliegt ,  so 
wird  sie  abergangen.  Durch  Ausgabe  von  1047630,7....  Schuld- 
scheine im  Curse  von  95,45....  kommt  in  die  Casse:  10476,307 
X  95,45349  s  1000000,   und  der  Staat  erleidet  keinen  Schaden. 

5)  Eine  Anleihe  von  1000000  wird  zu  5  Procent  ver- 
zinst und  80  getilgt,  dass  halbjährlich  50000  abgetra- 
genwerden. Die  Anleihe  soll  in  eine  4procentige  gleich- 
werthige  umgewandelt  werden.  Wie  gross  ist  der 
Nennwerth  der  umgewandelten  Anleihe?  Wie  gross 
ihr  Curs? 

Auflösung.     Die  Anleihe  wird  in     finnoil    ^^ ^^  Halbjahren 

oder  10  Jahren  getilgt  sein.  Da  Tilgung  und  Verzinsung  halb- 
jährlich geschieht,  so  kommt  die  Gleichung  No.  7)  und  No.  8)  §.  47, 
zur  Anwendung.  Man  hat  daher  ir=  1000000,  ^4=  50000, 
p,  =2,5,   9i=2,   n  =  10  in  No.  8)  zu  setzen.    Nun  ist: 

r.O,Opi  =  1000000.0,025  =  25000,  ^^=^'^^^=62500. 
5(0  ^ird  wegfallen,  da  n  keinen  Bruch  enthält.    Hieraus  wird: 

ir. =(«o<)o  +  50000  -  6»oo,l=^-+ ?^^ 

=  12600.16,3514333  \  1250000.0,6729713      • 
s  204392.U168  f  8141214,1662, 

6)  ^1  =  1045607.083. 
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Der  ;NenDwerth  stellt  sich  auf  1045607,08  und  es  sind  10456 
vierprocentige  Schuldscheine  zu  100  statt  10000  auszogeben. 
Der  Curs  bestimmt  sich  zu: 

^^  ^     100.1000000     ^  .^^ 

^>  ^=    1045607,08    =^>^^> 

Ig  100000000 = 8,0000000 
Ig  1045607     =6,0193685 

N.  1,9806315=95,63822. 

Es  kommen,  wenn  10456  Schuldscheine  im  Curse  von  95,63.... 
statt  100  ausgegeben  werden,  10456,0708.95,63822=1000000 
in  Casse. 

Vergleicht  man  nun  die  Nennwerthe  und  Gnrse,  welche  in 
diesem  und  dem  vorigen  Paragraphen  für  die  Verwandking  der- 
selben Anleihe  in  eine  gleich wertbige  vierprocentige  bei  verschie- 
dener Verzinsung  und  Tilgung  gefunden  wurden»  so  ergibt  sich 
fiir  die  Nennwerthe 

bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung :  1047227,605, 

bei  halbjährlicher  Verzinsung  und  jährlicher  Tilgung:  1047630^773, 
bei  halbjährlicher  Verzinsung  u.  halbjährlicher  Tilgung :  10456079O83. 

Die  Curse  stellen  sich  so: 
bei  jährlicher  Verzibsung  und  Tilgung:  95,4903^, 

bei  halbjährlicher  Verzinsung  und  jährlicher  Tilgung :  95,45349, 
bei  halbjährlicher  Verzinsung  und  halbjährlicher  Tilgung:  95,63822. 

Hieraus  zeigt  sich,  dass  die  halbjährliche  Tilgung  und  Ver- 
zinsung die  vortheilhafteste  ist,  dass  hierauf  die  jährliche  Tilgung 
und  Verzinsung  folgt  und  die  halbjährliche  Verzinsung  und  jähr- 
liche Tilgung  die  uogönstigste  ist. 

Der  Curs  hängt  von  den  beiden  Zinsfussen  und  dann  haupt- 
sächlich von  der  Tilgungszeit  ab.  Die  grossere  Dauer  vermindert 
den  Curs.    Diess  wird  sich  an  folgendem  Falle  verdeutlichen. 

8)  Eine  fünfprocentige  Anleihe  von  5000000  soll 
durch  jährliche  gleiche  Abtragssummon  von  100000 
getilgt  und  in  eine  gleichwerthige,  vierprocentige  ver- 
wandelt werden.  Welches  Ist  der  Nennwerth?  Wel- 
ches der  Curs? 

Auflosung.  Die  Anleihe  wird  in  50  Jahren  getilgt  sein. 
Da  hier  die  Gleichung  No.  2)  §.  47.  zur  Anwendung  kommt,  so 
bat  man  dort: 
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fsSOOOOOO,    i4  =  100000,  f>=:5,    9  =  4,  n=60, 
1.0,(^=5000000.0.05=250000,    ^J?  =  — ^52?==i2ÖOOO 
xa  setzen  aiid  man  erhält  (&  den  Nennwertb : 

=225000.21,4821846  4^  6250000.0,1407126 
=4833491,5388....  -|-  879453,8437 
=5712945,2^25.... 

Der  Care  bestimmt  sich  hierans  zu: 
">>  ^=6712946;^:-  =  87.82054, 

IgSOOOOOOOO  =  8,6989700 
Ig5712946         =6,7568600 

M.  1,9421100  =  87,62054. 

Die  rrflher  bebandelten  Fälle  in  diesem  und  dem  vorigen  Para- 
graphen beruhen  auf  den  gleichen  Elementen.  Ihr  Cnrs  stellt 
sich  viel  hSber.  Der  Grenzwerth,  welchem  sich  der  Curs  nähert, 
findet  sich,  wenn  man  znr  ewigen  Rente  fibergeht  In  diesem 
Falle  bat  man  in  No.  2)  §.  47.  n=oe>,  und  da  bei  einer  ewigen 
Rente  kane  Tilgung  erfolgt,  J  =  0  co  setzen.  Es  ergibt  sich 
hieraus: 

nod  der  Grenzwerth  des  Curses  bestimmt  «ich  durch  das  Verhält- 
niss  der  Zinsfösse  qip^  wie  diess  sein  muss,  denn  der  Cur» 
einer  5procentigeo  Rente  stellt  sich,    wenn  sie  in  eine  4proceD* 

tigeredocirt  wird,  auf  C=-^— =  80. 

Die  Grenze  des  Nennwerthes  einer  Reute  ist  in  dem  genann- 
ten Falle  nach  No.2)(.47.: 

12)  £i=jr.2, 

oder,  wenn   100  statt  K  geschrieben  wird, 

13)  ÄTi^lOO,^, 
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und  ein  Staat,  der  eine  5procentige  In  eine  4procentife  Rente 
umwandelt,  hat  fflr  jeden  Schuldschein  von  100  ein  Rentenkapltal 
▼on  JTi  =  100.|  =  126  zu  notiren. 

Der  Stand  des  Curses  gibt  ein  wesetitliches  Moment  für  die 
Speculation  ab.  Er  kann  um  so  niederer  gestellt  werden,  je  län- 
ger dier  Tilgungszeit  dauert.  In  diesem  Falle  wird  gerade  die 
Speculation  am  meisten  angeregt  werden,  da  sich  im  glücklichen 
Falle  der  Gewinn  durch  die  baldige  Heimzahlung  im  vollen  Werthe 
steigert.  Papiere  von  geringer  Tilgungszeit  eignen  sich  hierzu 
weniger. 

§.  52. 

Fortsetzung. 

1)  Eine  Anleihe  von  10000000  soll  mit  4  Procent 
verzinst  und  durch  gleiche  Jahreszahlungen  in  30  Jah- 
ren getilgt  werden.  Bei  Uebernahme  derselben  wird 
verlangt,  dass  sie  in  eine  gleichwerthige  3,5procentige 
umgesetzt  werden  soll.  Welches  ist  der  Nennwerth 
der  umgewandelten  Anleihe?    Welches  der  Curs? 

AuflQsung.  Man  hat  nach  §.49.  zuerst  die  Grosse  der 
jährlichen  Zahlungssummen  L  in  dem  Zinsfnsse  4  festzustellen» 
und,  wenn  diess  geschehen  ist,  sie  in  gleichwerthige  bei  dem 
'Zinsfuss  3,5  umzusetzen.  Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung 
jährlich,  so  hat  man  No.3)§.49.  anzuwenden  und  K=  lOOOOOOO, 
p  =  4,  ^  =  3,5  und  n  =  30  zu  setzen.  Hieraus  ergibt  sich  foU 
gender  Nennwerth : 

=  100O0OOO.|^^^=  10636139. 

'  1k  10000000  =7,0000000 

Ig  18,3920454 =1,2646301 

8,2646301 

Ig  17,2920333= 1,2378461 

N.  7,0267840=  10636139. 

Der  Curs  bestimmt  sich  nach  No.  8)  $.  49. : 

6)      c_iuu.       Q^^        l— l,035-»«-'""l8,392046i 
=  94,01906, 
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\^  1729/2033Sia3,2378461 
Igl8,3920454=:  1,2648301 

N.  1.9732160  =  94,01908. 

4)  Die  in  No.  I)  genannte  Anleihe  soll  unter  densel- 
ben Voraussetzungen  durch  gleiche  halbjfihrliche  Zah- 
lungssumnien  getilgt  werden.  Welches  ist  der  Nenn- 
werth  und  Curs  der  umgewandelten  Anleihe? 

Um  diese  Aufgabe  zu  iOsen,  hat  man  No.  6)  §.  49.  anzuwenden 
und  px  =2,  9i  =  1,75  zu  setzen.    Hiernach  erhfilt  man : 

Ky  B     innnnnnn       ^^       l-1.0175-«o 

=  10000000.  IS  =  '0033784. 

Ig  369639855  =z  8,5677785 
Ig34,7608867=  1,5410909 

N.7,0MdJ»6=  10633784, 

and  es  ergibt  sich  ein  Vortheii  gegen  den  vorhin  gefundenen  Nenn- 
werth,  der  sich  jedoch  als  unbedeutend  herausstellt,  aber  auch 
nur  nominell  ist,  denn  in  Wirklichkeit  bat  der  Staat  fär  die  um- 
getrandelte  Anleihe  bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung: 

_      10000000.0.04     --aanno 

h  =  -i-:ri;04-8ö~  =  stssoo,«, 

und  bei  halbjährlicher:  ' 

10000000.0,02 
^        1  — 102-^<j^  ~  287679,6, 

also  weniger  als  die  Hälfte  der  jährlichen  Summe  zu  zahlen,  und 
der  Vortheii  ist  in  Wirklichkeit  grösser. 

Der  CurflT  bestimmt  sich  aus  §.  49.  No.  9) : 

o;    o—JW.      ,j^j2        1  - 1.0175-»  —  '""•36,9639855 

=94,03996, 

Ig  3476,08867 = 3,5410909 
Ig  36,9639855  =  1,5677786 

N.  1,9733124=94,03996. 

Soll  aber  die  obig«  Anleihe  in  60  Jahren  durch  gleiche  Zab> 
langsleistungen  getilgt  und  zu  dem  Ende  in  eine  3,6procentigt 
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verwandelt  werden,  so  ist  bei  jfihrlieher  Verzinsung  und  Tilgung 
der  Nennwertfa  aus  No.  3)  j.  49.: 

7^       •        K  -10000000     ^'Q^        1-1,035-« 
7)  Kl  -IOOOÜOOO.|_nj4_«, öfiSS~ 

=  lOOOOOOO.g^?^  =  10918640. 

Der  Cnrs  besttromt  sich,   wenn   gleichfalls   von  Ausführung  der 
Rechnung  abgesehen  wird: 

8,     r- 100  ^-^'^^-'^         0.03S ,«fl  21,4821846 

ü)     t,  — luu.      Q^^       •1-1,035-»-*"" -23.4566179 

=  91,58646. 

Geschieht  die  Verzinsuog  und  Tilgnog  durch  gleiche  Halbjahres- 
zahluDgen,  so  stellt  sich  bei  der  Umwandlung  der  Nennwerth  auf 

9)  K,  =  10000000.1=^^::^.  j^^Hnuö 

=  10000000.|^^=10919550. 

Der  Cnrs  stellt  sich  in  diesem  Falle  auf: 
10^  C-100  IziLO^I^        0>0'7g  100  43^0083616 

=91,67881. 

Hier  erscheint  der  Nennwerth  der  halbjährlichen  Tilgung  (No.9)) 
grosser,  als  der  bei  jährlicher  (No.  7)).  Diese  ist  aber  in  der  That 
nur  nominell,  denn  die  jährlichen  Zahlungssuromen  für  die  redu- 
cirte  Anleihe  betragen  in  Wirklichkeit: 

L=i  10000000.  p:::^^jz5o==46ö502,l , 

die  halbjährlichen: 

Li  =  10000000 .  xiITo^iöö = 232027,5 , 

also  weniger  als  die  Hälfte  der  jährlichen.  Daher  ist  die  letzte 
Tilgungsweise  in  der  Wirklichkeit  vortheilhafter,  wenn  auch  der 
Nennwerth  etwas  hoher  erscheint.  Hiermit  stimmt  das  zu  No.  5) 
Gesagte  fiberein. 
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53. 


Vergleichung  der  Werthe  der  Anleihen  anter  einander 
bei    verschiedenen    Giirsen    und    verschiedenen    Zins- 

ffissen. 

Werden  anf  Anleihen,  die  nach  einem  hestimmteii  Tilgonga- 
pian  in  einem  gegebenen  Zinsfusse  getilgt  werden  sollen,  Ange- 
bote mit  verschiedenen  Cursen  ond  Zinsfössen  gemacht,  so  ban* 
delt  es  sich  darum,  anzugeben:  Welches  das  vortheilhafteste 
Anerbieten  sei?  Die  Beantwortung  dieser  Frage  ßillt  mit  der  Auf- 
gabe zusammen,  die  Werthe  der  Anleihen  bei  verschiedenen  Cur- 
sen  und  Zinslilssen  mit  einander  zu  vergleichen. 

Ans  den  bisherigen  MittheHungen  leiten  sich  zur  Beantwor- 
tung der  vorstehenden  Frage  folgende  Methoden  ab: 

a)  Man  bestimme  zuerst  die  Nennwerthe,  welche  entstehen, 
wenn  die  fragliche  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  für  jeden  ein- 
zelnen Zinsfuss  der  verschiedenen  Anerbieten  verwandelt  wird; 
ferner  berechne  man  aus  den  angebotenen  Cnrsen  die  Nennwerthe, 
welche  erfordert  werden,  um  die  ausgebotene  Anleihe  zu  verwirk- 
lichen; dann  vergleiche  man  die  zwei  zusammengehörigen  Nenn- 
werdie  eines  und  desselben  Anerbietens.  Die  hieraus  sich  erge- 
benden Unterschiede  werden  über  das  vortheilhafteste  Anerbieten 
entscheiden. 

b)  Man  bestimme  die  Grosse  der  jährlichen  Zahlungssummen, 
die  erforderlich  sind,  um  die  Anleihe  nach  dem  gegebenen  Til- 
gungsplane zurflckzuzahlen,  und  vergleiche  diese  Werthe  unter 
einander.  Der  niederste  Werth  wird  das  vortheilhafteste  Aner- 
bieten bezeichnen.  Hicbel  wird  genügen,  nur  eine  Jahreszahlung 
ans  den  verschiedenen  Anerbieten  zu  bestimmen,  da  alle  übrigen 
bei  demselben  Tilgungsplane  unter  sich  In  dem  gleichen  Verhält- 
nisse stehen. 

c)  Man  bestimme  die  Curs werthe,  welche  sich  fiSr  die  aus« 
gebotene  Anleihe  ergeben,  wenn  sie  nach  den  vorliegenden  An* 
geboten  In  eine  gleichwerthige  ftir  die  vorgeschlagenen  ZinsfBsse 
verwandelt  wird,  und  vergleiche  sie  mit  den  angebotenen  Cursen. 
Aus  den  sich  ergebenden  Differenzen  wird  sich  auf  das  vortheil- 
hafteste Anerbieten  schliessen  lassen,  denn  der  hdhere  Curs  ist 
vortheilhafter,  als  der  niedrigere. 
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Wir  wenden  uns  nun  zu  Anwendungen  und  wählen  hierbei 
die  Tilgung  der  Anleihe  durch  gleiche  Zahlnngssummen»  weil  diese 
jie  Rechnung  erleichtern. 


§.  54. 

Anwendung  der  in  §.  63.  angegebenen   Methoden. 

1)  Ein  Staat  will  eine  Anleihe  von  LOOOOOOO  machen, 
die  in  gleich  grossen  jährlichen  Summen  innerhalb  ^ 
Jahren  getilgt  werden  soll  und  su  5  Procent  al  pari 
ausgeboten  wird.  FoFgende  Angebote  snr  Debernaboie 
werden  gemacht: 

A  übernimmt  die  Anleihe  als  eine  495procentige  im 
Curse  Ton  92^5  statt  100; 

B  fibernimmt  sie  als  eine  4procentige  im  Curse  von 
85  statt  100; 

C  übernimmt  sie  als  eine  3,Sprocentige  im  Curse  von 
78  statt  100  und 

D   als   eine  Sprocentige  im  Curse  von  71   statt  100. 

Welches  ist  das  vortheilhafteste  Anerbieten? 

Auflösung  nach  der  ersten  Methode  für  das   Anerbie- 

ten  von  A. 

Der  Nennwerth  der  fraglichen  Anleihe  bestimmt  sich»  wenn 
sie  in  eine  gleichwertbige  4,5procentige  umgesetzt  wird »  nach  No.  3) 
$.49.  bei  jährlicher  Tilgung: 

2)  ^,  =  10000000 .      0,045       '  1^1,06-ä 

=  10000000 .  i^gg^= 10824980, 

Ig  10^.  19,7620078  =  8,2958311 
lg  18,255925  =  1,2614039 

N.  7,0344272  =  10824980. 

Bietet  A  92,5  statt  100  bei  4,5  Procent,   so  braucht  der  Staat 
ein  Kapital,  dessen  Nennwerth  sich  zu 

3)  A='^'y^=:10810810,8 
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berechnet.    Aus  der  Vergleicbang  mit  No.  2)  ergibt  aicb  bierao» 
ein  Vortbeil  fSr  den  Staat  von 

4)  F  =  10824080  — 10810810  =  14170. 

Auflösung  fdr  das  Anerbieten  von  B. 

Wird  die  Anleibe  in  eine  gleichwerthige  4procentige  uroge- 
setat,  so  ist  der  Nennwerth: 

5)  K,  =  10000000.^gJ=^.  j^^ 

=  10000000.5^^^  =  11767230. 

Ig  10'.21,482l846=r  8,3320783 
Ig  18,2559255        =1,2614039 

N.  7,070^44  =  11767230. 

Da  A  bei  4  Procent  85  statt  100  bietet,  so  braucht  der  Staat  r.ar 
Deckung  seines  Bedflrfnisses  ein  Kapital  im  Nennwerthe  von 

^^  ^=!oojMooooo^„,^y^^^ 

Aus  der  Vergleichung  mit  No.  5)  ergibt  sieh  ein  Vortbeil  von 
7)  F  =  11767230- 11764706  =  2524, 


AaflGsung  ffir  das  Anerbieten  von  C. 

Wird  die  Anleibe  in   eine  gleicbwerthige  3»5procentige  ver- 
wandelt,  so  ergibt  sieb  fOr  dieselbe  ein  Nennwertb  von: 

8)  *-  -lOOOOOOO  '-^'03S-«o        0,05 

8)  Kt  =  10000000 .      jj  P3JJ       .  l_j  OS.:» 

=  10000000.^:^^»  12848225. 

Igl0'.23,4556179 = 8,3702470 

Ig  18,2559255        =1,2614039 

N.  7,1088431=12848225. 

Da  C  78  statt  100  bei  3,5  Procent  anbietet,  «o  braucht  der  Staat 
aar  Deckung  seines  Bedürfnisses: 

9)  ^^10000000.100^,^^^^3^ 
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E«  ergibt  sich  daher  ein  Vortheil  vcjd 
10)  F=  12848225- 12820513=27712. 

AufItTsang  für  da«   Anerbieten  Ton  D. 

Wird  die  Anleihe  in  eine  gleichiverthige  Sprocentige  veriran- 
delt,  80  ist  ihr  Nennwerth: 

11)         ir.  =  iooooooo.^:=ig^ 

=  10000000  .^^'^^=14093920, 

Igl0^.26,?29764  =  8,4104357 
Ig  18,2559255       =  1,2614039 

N.  7,1490318:==  14093920. 

Bei   dem    Anerbieten   von    71    statt   100    bedarf  der   Staat    zur 
Deckung  seines  Bedfirfnisses  ein  Kapital,  dessen  Nennwerth 

^      100 .  10000000      ,  ,no.«A-r  A. 

12)  E^  = i^i =  14084507,04 

ist.    Es  ergibt  sich  daher  ein  Vortheil  von 

13)  ,       ^  =  J4093920  —  14084507 = 9413. 

Die  gemachten  Anerbieten  ordnen  sich  daher  in  folgender  Weise: 
das  Anerbieten  von  C  gewährt  einen  Vortheil  von  27713» 

ff  »5  1»        **  »9  »  99  99  141 /U, 

f>  *i  »»    i'       »f  99  M         >»    y4i«>, 

99  9,  »>    B        „  „  „         „    2524 

AaflSsung  der  Aufgabe  nach  der  zweiten  Methode.' 

Soll  eine  Anleihe  von  10000000  jährlich  durch  gleich  grosse 
Summen  bei  5  Procent  in  50  Jahren  getilgt  werden,  so  ist  die 
jährlich  zu  zahlende  Summe: 

16)  L  =  10000000- j:^^^^::55=547767,4, 

IglOOOOOOO    =:  7,0000000 
Ig  18,2559255  =  1,2614039 

N.  5,7386961=547767,4. 

Anerbieten  des  A.    Bei  einem  Curse  von  92,6  statt  100 
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bedarf  der  Staat  nach  No.  4)  ein  Kapital  im  Nennwerthe  von 
10810810x8....  und  muss  diese  Summe  zu  4^  Procent  verzinaen 
und  tilgen.    Die  jährliche  Zahlungssiimme  beträgt  hierfür: 

ifi^    I      lAftinftiAft       0>0^     _  10810810,8     .,.^^. 

16)  /.=  10810810,8.  |_[(|45-.6ö==i9;7620g^~       ^^'^' 

Ig  10810810,8  =  7,0338583 
Ig  19,7620078  =  1,2958311 

N.  5,7380272=547050,2.5. 

Anerbieten  des  B.^  Bei  einem  Anerbieten  von  85  statt  100 
f^r  den  Zinsfuss  4  bedarf  der  Staat  zur  Deckung  seines  Bedürf- 
nisses nach  No.  6)  die  Norolnalsumme  11764705,88.  Um  diese 
Summe  in  50  Jahren  bei  4  Procent  zu  tilgen,  ist  die  jährliche 
Summe  nöthig: 

17^     r-ii7fii7nR       0>0^         11764705,88    ^^^^^ 

17)  i=  11764705.  i_i  04-50=  21,4821846  =Ö47«49.6, 

Igll764705    =7,0705811 
Ig21,4821846  =  1,3320783 

N.  5,7385028  =547649,6. 

Anerbieten  des  C.  Der  Staat  bekommt  78  statt  100  und 
bedarf  daher  nach  No.  9)  die  Nominalsumme  1 2820512,82. j:  Diese 
hat  er  in  50  Jahren  bei  3,5  Procent  zu  tilgen.  Die  jährliche  Zah- 
lung beträgt  hieffir: 

18)  i  =  12820512,8.  Y3^3^^=5pgggy^g  =  546586, 

Igl2820512,8=7,1079054 
Ig23,4556179  =  1,3702469 

N.  5,7370585=546586,0. 

Anerbieten  des  D*  Statt  100  bekommt  der  Staat  71  und 
braucht  daher  zur  Deckung  seines  Bedürfnisses  die  Nominal^mme 
14084507,04  nach  No.  12).  Diese  Summe  hat  er  in  50  Jahren  zu 
3  Procent  zu  tilgen.     Die  jährliche  Summe  hiefjir  beträgt: 

im  7     iimit^fVTfU       P>"^      _14084507,04     ^.^^  ^ 

19)  L = 14084507,04 .  |_|  Q^-fe  =  25,7297640"  ^  ^^^'>^> 

Ig  14084507,0=7,1487417 
Ig  25,7297640  =  1,4104357 

N.  5,7383060=547401,5. 

Theii  xxxvn.  11 
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Nach  dieser  Auflösung  ordneu  sich  die  Anerbieten  wie  folgt. 
Die  jShrlicbe  Ausgabe  beträgt 


bei  dein  Anerbieten  des  C: 

546586 

>»           M                          »>                      »        *» ! 

547060.2 

>t            99                            »                        W         "• 

647401,5 

»>      »              »•            »     B: 

547649.6 

bei  vollem  Werthet 

547767.4. 

Auflösung  der  Aufgabe  nach  der  dritten  Methode 
des  §.53.  fflr  das  Anerbieten  des  A.  Wird  die  Öprocentige 
Anleihe  in  ein^  gleich wertbige  4,5procentige  verwandelt,  so  ist 
ihr  Curs  nach  No.  8)  §.  49. : 

on^    />- im  LuL?^        0.045  100.18,2559255 

M)    c-iw.       ^(^         1-1,045-*«'""     19,7620078 

=  92,379, 

wie  sich  leicht  aus  den  Werthen  von  No.  2)  berechnet.    A  bietet 
92,5.    Hieraus  ergibt  sich  ein  Vortheil  von 

21)  F=92,5- 92,379  =  0,121. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  durch  Anwendung  der  Glei- 
chung No.  4)  §.  46. 

Anerbieten  des  B.  Der  Curs  der  vorstehenden  Anleihe, 
wenn  sie  in  eine  gleichwerthlge  4procentige  verwandelt  wird,  be- 
stimmt sich  zu: 

oox     r—M^  IziM^        0,04       _  100. 18,2559255 
iTA)     c— luu.      Q^         1  — l,04-»o"-     21,4821846 

=  84,9817. 

B  bietet  85.    Hieraus  ergibt  sich  ein  Vortheil: 

23)  F=  85— 84,9817  =  0,0183. 

Anerbieten  des  C.  Der  Curs  flir  die  Anleihe,  wenn  sie 
in  eine  3,5procentige  umgesetzt  wird,  bestimmt  sich  zu: 

o^N    />-.inn  ^-^>05~«>        0,035       _  100. 18,2559255 
Z4;    v^kw.      Q^^g       •  1— 1,035-»—     23.45Ö6179r~ 

=  77,8318. 

C  bietet  78.    Der  Vortheil  ist  daher: 

25)  F  =  78  -  77,8318  =  0,1682. 
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Anerbieten  von  l>.  Der  Cors  (tif  die  Anleihe»  wenn  sie 
10  eine  3procentige  verwandelt  wird,   bestimmt  sich  za: 

^\    ^_i^  l—|,05-t>        0^3  100.18,2559255 

io;    c  —  iüu.      QQ5         1— 1,03-«<>"^     25,7297640" 

=  70,95261. 
D  bietet  71.    HieVaas  ergibt  sich  ein  Vortheil  voo: 

27)  F= 71— 70,95261  =  0,04739. 

Hiernach  ordnen  sich  die  Anerbieten  in  folgender  Weise: 
Anerbieten  des  C:    O^10K), 
„    A:    0,121, 
„    D:    0,0473, 
,,    Bt    0,0183. 

Vergleicht  man  nun  die  auf  die  drei  Methoden  gefundenen 
Resultate,  so  flihren  sie  sfimmtlicb  zu  derselben  Aussage,  dass 
C  das  vortheilhafteste  Anerbieten  mache.  Die  beiden  ersten  Me* 
thoden  heben  das  Resultat  stSrker  hervor,  als  die  dritte.  Sie 
empfehlen  sich  daher  als  die  zweckmässigeren. 

Da  namentlich  die  Cnrsbestimmung  der  Staatspapiere  eine 
praktische  Bedeutung  hat  und  der  Zinsfuss  5  oder  4,5  bei  ihnen 
an  der  BSrse  durchschnittlich  als  Basis  dient,  so  soll  noch  fol- 
gender Fall  hier  betrachtet  werden,  wobei  jedoch  nur  das  Resul- 
tat der  Rechnung  angegeben,  die  Zwiscbenrechnung  aber  der 
Kürze  wegen  übergangen  wird. 


§.55. 

Fortsetzung. 

1)  Eine  Anleihe  von  10000000  soll  zu  4,5  Procent  auf- 
genommen und  in  50  Jahren  durch  gleiche  Jahreszah- 
lungen getilgt  werden.  Sie  wird  al  pari  ausgeboten. 
A  bietet  92  statt  100  bei  4  Procent;  B  84,5  statt  100  bei 
3,5;  C  77  statt  100  bei  3  Procent.  Welches  Ist  das  vor- 
theilhafteste Anerbieten? 

Auflosung  nach  der  ersten  Methode  für  das  Aner- 
bieten von  A.  Wird  die  Anleihe  in  eine  gleich werthige  bei 
4  Procent  verwandelt,  so  bestimmt  sieh  der  Nennwerth  sn: 
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I 1  01~M         a  045  "^ 

2)  K,  =  lOOOOOOO.i-öfSJ-    |_%46^ 

:=10O00O0O.g^ä^  =  lO87044«. 

Der  Staat  bedarf  zur  Deckung  seines  Bedfirfnisses  die  NominaU 
summe : 

Hieraus  ergibt  sich  eio  Vortbeil  Yon 

'  4)  V=  10870440— 10869565  =  875. 

Anerbieten  des  B.    Ffir  die  Umwandlung  der  Anleihe   in 
eine  gleich werthige  3,5procentige  ergibt  sich  ein  Nennwertb  von 

5)  ^1— 10000000.       Qj^         1  — 1,045-«> 

=  10000000.|S|  =  11869O5O. 
Der  Staat  bedarf  bei  dem  Anerbieten  des  B  die  Nomiiiaisumme  von 

6)  ,,=  ^«>y«>=11834319,8. 


Es  ergibt  sich  ein  Vortheil  von: 

7)  F=11869050-.11834320=34730. 

Anerbieten  des  C.  Der  Nennwerth  der  Anleihe,  ivenn  sie 
in  eine  gleich werthige  3procentige  umgewandelt  wird,  bestimmt 
sich  zu: 

8)  K  -  lOOOOOOO  '-»'<»""         ^'^^ 

=  »«»«»«'•1^^  =  ^3019810. 
Der  Staat  bedarf  bei  dem  Anerbieten  des  C  die  Nominalsumme  von 

9)  ^^100,^00000^,2987012,98.  « 

Der  sich  ergebende  Vortheil  ist: 

10)  V  =  13019810  - 12987013  =  32797. 
Es  ordnen  sich  die  Anerbieten  in  folgender  Weise: 
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Anerbieteo  des  B  bei  3,5  Proc:  34730, 
„  C  „  3  „  32797, 
„    A    ,,    4  ,,  875. 

AuflusuDg  nach  der  zweiten  Methode  durch  Verglei 
chang  der  jährlichen  Tilgangssuninien. 

Zur  Tilgung  der  Anleihe  im  vollen  Werthe  wird  folgende  jähr- 
liche Summe  erfordert: 

11.     r      innnnnnn  _M^5_-  10000000  _-^v^.,  ,. 
IJ)     J/==1000000Q.|^^IQ^_^o=g|y  yg2QQyQ  =  5UD(ril,tf5. 

Anerbieteo   des  A.    Zur   Tilgung  der  Anleihe  nach  dem 
Anerbieten  des  A  bedarf  der  Staat  jährlich  folgender  Summe : 

ION     r      loßfioitß«  o        0>Q^  10869565,2  _  . 

12)  L = 10869565,2 .  ^  _  i^q4-5o  =  21,4821846      ^^^^>^' 

Anerbieten    des    B.     Hieför    bedarf  der  Staat   folgender 
jährlichen  Summe: 

lt.    r     iia-mio^        ^'^  11834319,5 

13)  i=  11834319,5., _,(g5_ao=^;3gggl79=504640,9. 

Anerbietein  des  C.     Der  Staat  bedarf  biebei  jäbriich  fol- 
gender Samme: 

14)  L=,2987012.98.i:::^-::S5=|^g=504746,8. 

Hiernach  ordnen  sich  die  jährlichen  Zahlungssummen  in  fol- 
gender Weise.    Der  Staat  bedarf  jährlich  bei  dem 

Anerbieten  des  B  bei  3,5  Procent:  504540,9, 

„     C  „    3  „  504746,8, 

„    A  „    4  „  505980,6, 

im  vollen  Betrage  bei  4,5        „  50602]  ,3. 

AuflSsung  nach  der  dritten  Methode  durch  Vergiei- 
chung  der  Curswerthe. 

Anerbieten  des  A.    Der   Curs   bestimmt  sich   durch  Um- 
setzung der  Anleihe  in  eine  gleich werth ige  4procentige  zu 

^s^     r      inn  ^  —  ^fi^^'^         ^M 100.19,7620078 

lö)     ü-lUU.       Q^^^^        •1-1,04-fto—     21,4821846 

=  91,9923. 

A  bietet  den  Curs  92  an.    Der  Vortheil  beträgt: 
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16)  F=  92 -91,9923=0,0077. 

Anerbieten  des  B.    Der  Curs  stellt  sich  bei  der  CJmwaBd- 
lung  der  Anleihe  in  eine  3,5procentige  zu: 

inA  l-l,045-<^        0,035  100.19,7620078 

17)  C=  100.       pjg         j  _  1,035-*»"-    23,4666179 

=84,29158. 
Der  Vortheil  ist,  da  B  den  Cars  84,5  bietet: 

18)  F=84,5— 84,29158=0,20842. 

Anerbieten  des  C.    Der  Cars  stellt  sieh  bei  der  Umwand- 
j  lung  der  Anleihe  in  eine  Sprocentige  su : 

,ox     />     inn  1-1>M5-"         0.03 100.19,7620078 

ly)     c=:iuü.       pjg         1  — 1,03-»«""    25,7297640 

=76,8060. 
B  bietet  den  Curs  77.    Der  Vortheil  ist: 

20)  F=77-76,8060=0,194. 

Hiernach  ordnen  sich  die  gemachten  Anerbieten  in  derselben  Weise 
wie  früher.     B  macht  das  vortheilhafleste  Anerbieten. 

Die  Tilgung  der  Staatsanleihen  urofasst  in  der  Regel  keinen 
längern  Zeitraum  als  50  Jahre.  Nor  bei  Eisenbahn- Anleihen  kom- 
men Tilgungspläne  von  längerer  Dauer  (bis  zu  90  und  100  Jahren) 
vor.  Daher  sind  die  in  diesem  und  dem  vorigen  Paragraphen 
gefundenen  Resultate  geeignet,  im  Allgemeinen  als  Anhaltponkte 
bei  Beurtheilung  des  Werthes  der  Papiere,  die  in  irgend  einem 
niedern  Zinsfuss  (q)  verzinst  werden,  und  ihrer  Curswerthe  zu 
dienen,  wenn  hiebei  der  Zinsfuss  5  oder  4,5  als  Basis  der  Ver- 
zinsung betrachtet  wird.  Mit  Abnahme  der  Tilgungszeit  hebt  sich 
der  Curs.  Bei  dem  Schlnss  derselben  geht  er  in  den  vollen  Werth 
aber.  Nimmt  man  nun  das  Schlussjahr  der  Tilgungszeit  (also  eine 
Tilgungszeit  von  einem  Jahre)  in  die  Betrachtung  auf,  so  hat  man 
zur.  Bestimmung  des  Curswerthes  eines  g  Procente  tragenden 
Schuldscheines  von  100  in  Beziehung  auf  den  Zinsfuss  p  für  die 
Dauer  eines  Jahres  folgende  Formel : 

21)  ^=1«>S- 

Benutzt  man  dieselbe  und  die  in  diesem  und  dem  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  Resultate,  so  erhält  man  folgende  Zusammen- 
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stellimgy  worin  die  Curswertbe  der  In  verschiedenen  Ziosfilssen 
m  verzinsenden  Papiere  fOr  die  Tilgnngsdauer  von  einem  and 
von  50  Jahren  und  einer  ewigen  Rente  auf  den  Zinefuse  5  nnd 
4,5  bezogen  sind. 

Wenn  der  Zinefuss  5  als  Basis  der  Verzinsung  dient: 

Curswertli  fttr 


ZioBfoss. 


4,6 
4 

3 


die  Tilgungszeit 
von  1  Jahr 

(ScUonjahr  der 
Tilgung). 


99,6238 
99,0479 
98.5714 
98,0952 


Cnnwerth  flkr 

eine  Tilgnngs- 

zeit  Ton  60 

Jahren. 


92,379 
84,9817 
77,8318 
70,9526 


Cnrswerth 

einer  cnrigen 

Kentc. 


90 
80 
70 
60 


Wenn  der  Zinsrnss  4,5  als  Basis  der  Verzinsung  dient: 


4 

3,5 

3 


99,5215 
99,1387 
98,5645 


91,9923 
84,2915 
76,8060 


OOyOOOO 

77,7777 
66,666 


§.  56. 

Die  grossherzoglich  badische  Anleihe  vom  Jahre  1842. 

Da  es  hauptsächlich  darauf  ankommt,  die  Art  und  Weise  ken- 
nen zu  lernen ,  wie  die  Wertbberechnung  der  Staatsanleihen  durch- 
zufQhren  ist,  so  wählen  wir  hiezu  die  grossfaerzoglich  badische 
Anleihe  vom  Jahre  1842  im  Betrage  von  12  Millionen  Gulden  und 
die  königlich  preussische  vom  Jahre  1869  im  Betrage  von  30  Mil- 
lionen Thaler  zur  nähern  Betrachtung. 

Die  Grosse  der  Anleihen  ist  in  der  Regel  gleichgültig,  denn 
es  bandelt  sich  hauptsächlich  um  Feststellung  des  Tilgungsplans 
und  des  Curses  und  die  sich  daran  schliessenden  Consequenzen. 
Es  werden  daher  solche  Summen  gewählt  werden,  welche  die 
Rechnung  erleichtern,  wie  z.  B.  10000000,  denn  die  Reduction  auf 
den  wirklichen  Werth  und  Stand  der  Schuld  ergibt  j«ich  hieraus 
leicht  durch  eine  einfache  Multiplikation.  Wird  nämlich  die  runde 
Zahl  10000000  statt  12000000  oder  jeder  andern  gewählt,  und  wird 
der  Tilgungsfonds,  Stand  der  Schuld  und  Zahlungssumme  hier- 
nach festgestellt,  so  ergeben  sich  die  bezGglichen  Werthe  ffir  die 
Anleihe  von  12000000  durch  eine  Multiplikation  mit  1,2  ganz  leicht. 
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Die  Aufnahme  und  Tilgung  der  badisdien  Anleihe  von  12 
Millionen  ist  durch  das  Gesetz  vom  10.  September  1842  bestimmt. 
Die  hierher  gehörigen  Bestimmungen  sind  folgende: 

Art.  1.  „Das  Anlehen  ist  durch  den  Verkauf  von  3,5-  oder 
4procentigen9  auf  den  Inhaber  lautenden  und  von  Seiten  der  GlSo* 
biger  unaufkündbaren  Partiat-Obligationen  zu  machen.  Die  Zinse 
werden  halbjährlich  bezahlt  und  können  nach  Wahl  der  Cre- 
ditoren  bei  allen  grosshevzoglichen  Staatskassen  oder  in  Frankfurt 
bei  dem  damit  betraut  werdenden  Banquier  erhoben  werden.^' 

Art.  3.  „Zur  allmäligen  Heimzahlung  des  Anlehens  wird  ein 
Tilgungsfonds  festgesetzt,  der  gleich  im  ersten  Jahre  wenigstens 
ein  halbes  Procent  des  Kapitals  betragen  und  bis  zur  vollstän. 
digen  Heimzahlung  jährlich  mit  sechs  Procent  seines  Betrags 
wachsen  muss. '* 

Die  übrigen  Artikel  enthalten  die  Gewährleistung  der  Schuld 
durch  die  Landstände,  Bestimmungen  über  Dotirung  des  Tilgungs- 
fonds, und  sichern  dessen  ZablungsUhigkeit,  so  wie  die  Durch- 
führung des  mit  den  Landständen  hierüber  vereinbarten  Gesetzes. 

Die  Bedingungen,  worauf  der  Calcul  ruht,  sind  hiernach:  die 
Anleihe  kann  zu  4  oder  3,5  Procent  begeben  werden;  die  Zinse 
werden  halbjährlich  bezahlt;  die  Tilgung  geschieht  jährlich;  der 
Tilgungsfonds  beträgt  am  Ende  des  ersten  Jahres  \  und  wächst 
jährlich  um  6  Procent. 

Setzt  man  nun  der  bequemern  Rechnung  wegen  die  Grosse 
der  Anleihe  zu  10  Millionen,  so  kommen  die  Sätze  des  §.  39.  in 
Anwendung.     Die  Tilgungssumroe  des  ersten  Jahres  ist  daher: 

1)  A^  =  10000000.0,005  =  50000, 
die  des  rten  ist: 

2)  Ar=Ai.  l,Oii?'^-i  =  50000. 1,06^-1. 

Die   Grüsse  der  am  Ende   des  rten  oder  Anfang  des   (r  -|-  1)ten 
Jahren  gezahlten  Schuld  ist  nach  No.  3)  §.  39. : 

3)  Gr  =  50000.^^^^-. 

Der  Stand   der  Schuld  am  Ende   des  rten   oder   Anlang   des   fol- 
genden ist  nach  No.  6)  §.  39. : 

4)  Är=  10000000—50000.^^—^-^. 
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Die  Anleihe  wird  nach  §.  39.  No.  8)  in 

106« -1     looooocio 


5) 


0,06 


mm 


=  200 


44  Jahren  getilgt  sein,    wie  steh  aas  den  Tafeln   ergibt.    Direct 
bestimmt  «ich  die  Tilgung8zeit  aus  No.  9)  §.  39.   auf: 


6) 


Ig  (10000000 . 0,06 -t- 50000) — le  60000 
«= ^  :^^^^ 

1^650000— IgSOOOO     6,8129134-4.6989700 
—         6.0253059         ~  0,0253059       "^ 


1,1139434 
'0,0253059 


=  44.01911 


Jahre.    Nach  diesen   Prämissen  ergibt  sich  folgende  Zusammen- 
Stellung  lär  die  Art,  wie  diese  Anleihe  getilgt  wird: 

7) 


Zahl 
der 

OrOsse  der  getilgten 

Stand  der  Schuld  am 

Tilgnngs- 

Schuld  am  Ende  drs 

Ende  des  Jahres 

Bomme. 

Jahres  oder  Anfang 

oder  Anfang  des 

Jahre. 

des  folgenden. 

folgenden. 

1 

60000 

50000 

9950000 

2 

63000 

103000 

«897000 

3 

56180 

159180 

9840820 

4 

59550,8 

218730,8 

9781269,2 

5 

63123348 

281854,648 

9718145,352 

6 

66911,279 

348765,927 

9661234.073 

7 

70926,986 

419691,882 

9680308,118 

8 

75181.513 

494873,396 

9606120,606 

9 

79692.404 

574565,799 

9425434,201 

10 

84473,948 

659039,747 

9340960,253 

11 

89542,386 

748682,131 

9261417,869 

12 

94914,928 

843497,059 

9156502,941 

13 

100609,824 

944106,883 

9066893,117 

14 

106646,413 

1050753,296 

8949246,704 

15 

113045,198 

1163798,494 

8836201,506 

16 

119827.909 

1283626,403 

8716373,597 

17 

127017,584 

1410643,987 

8689356,013 

18 

134638.639 

1545282,626 

8454717,374 

19 

142716,958 

1687999,584 

8312000,416 

20 

161279,975 

1839279.560 

8160720.440 

21 

160356.774 

1999636,333 

8000363,667 

22 

169978,180 

2169614,513 

7830385,487 

23 

180176.871 

2349791,383 

7650208,617 

24 

190987.483 

2540778,866 

7459221,134 

26 

202446,732 

2743225,598 

7256774,402 

26 

214593,536 

2957819,134 

7042180,866 
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Zahl 
der 

Tilgnngg- 

Jahre. 

27 

227460,148 

•28 

241117,297 

29 

•256584,335 

30 

270910,395 

31 

287174,558 

32 

304405.032 

33 

3-22669,334 

34 

342029,404 

35 

362551,264 

36 

:}84304,339 

37 

407362.600 

38 

431804.356 

39 

457712,617 

40 

485175,374 

41 

514285,897 

42 

545143,051 

43 

677851,634 

44 

612522.732 

45 

12098.406 

Grosse  der  getilgten 
Schuld    am   Ende   des 
Jahres  oder  Anfang  des 
folgenden. 


3186288,282 
3426405,579 
3681989,914 
3952909,309 
4240083,867 
4544488,902 
4867158,233 
5209187,727 
6571738,994 
5956043,330 
6363405,930 
6795210,285 
7252922,903 
7738098,277 
8252384,178 
8797527,228 
9375378,862 
9987901,594 
10000000 


Stand  der  Schald  am 
Ende  des  Jahres  oder 
Anfang  .des  folgenden. 


6814711,718 
6573594,421 
6318010,086 
6047090,691 
5759916,133 
5455511,098 
5132841.767 
4790812,273 
4428261,006 
4043956,670 
3636594,070 
3204789,715 
2747077,097 
2261901,723 
1747615.822 
1202472,772 
624621,138 
12098,406 


Da  nun  die  Anleihe  als  eine  4procentige  begeben  (die  aoch 
in  eine  3,5procentige  umgewandelt  werden  kann),  halbjährlich  ver- 
zinst und  jährlich  getilgt  wird,  so  berechnen  sich  die  SummeD, 
welche  in  den  verschiedenen  Halbjahren  zu  zahlen  sind,  nach 
folgenden  Formeln: 


8) 


Lftr-l  =  5r-1.0,0pi     und    I^=iSr-l.O,0!pi  +  Tr. 


Wir  stellen  sie,  um  Raum  zu  ersparen,  in  folgender  Weise,  ge- 
trennt von  der  Tabelle  No.  7),  zusammen: 

9) 


Halb- 

Zahlongs- 

Halb- 

Zahlangs- 

jahr. 

snmine. 

jahr. 

snmme. 

1 

•200000 

13 

193024,681 

2 

250000 

14 

263950,636 

3 

109000 

15 

191606,162 

4 

252000 

16 

266787,675 

5 

197940 

17 

190102,532 

6 

254120 

18 

269794,935 

7 

196816,4 

19 

188508,684 

8 

256367,2 

20 

272982,632 

9 

195625,384 

21 

186819,205 

10 

258749,132 

22 

276361,590 

11 

194362.907 

23 

185028,357 

12 

261274,186 

24 

279943,285 
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Halb- 

Zahlanga* 

Halb- 

Zahlung»- 

jahr. 

gnmme.    jähr. 

snnuDe. 

25 

183130.059 

58 

387066,223 

26 

283739,882 

69 

126360,202 

27 

181117,862 

60 

397279,697 

28 

287764,275 

61 

120941,814 

29 

I78984,9;}4 

62 

408116,372 

30 

292030,132 

63 

115198,323 

31 

176724,030 

64 

419603,364 

32 

296651,939 

65 

109110,222 

33 

174327,472 

66 

431779,556 

34 

301346,056 

67 

102656.835 

35 

171787,120 

68 

444666^29 

36 

306426,759 

69 

95816,246 

37 

169094,347 

70 

468367,509 

38 

3]  1811,305 

71 

88566,220 

39 

166240.008 

72 

472869,569 

40 

317619,983 

73 

80879,133 

41 

163214,409 

74 

488241,733 

42 

323571,182 

76 

72731,881 

43 

160007.273 

76 

604536,237 

44 

329986,453 

77 

64096,794 

45 

156607,710 

78 

621808,411 

46 

336784,581 

79 

64941,642 

47 

153004,172 

80 

540116,916 

48 

343991,665 

81 

46238,034 

49 

149184,423 

82 

867523,931 

50 

351631,166 

83 

34952,316 

61 

146136,488 

84 

680095,367 

62 

359729,024 

85 

24049.466 

53 

140843,617 

86 

601901,089 

54 

368312.765 

87 

12492,422 

55 

136294,234 

88 

625015,164 

56 

377411,531 

89 

241,968 

57 

131471,888 

90 

12340,374 

Diese  Auleihe  wird  durch  steigende  Summen  zurückgezahlt. 
Die  beiden  Summen  des  ersten  Jahres  betragen  450000 ,  die  des 
208ten  483759,991,  die  des  44sten  637507,576,  die  des  45sten  Jah- 
res die  Restschnid  mit  12098,406  sammt  Zinsen. 

Der  Tilgungsplan  kann,  wie  sich  von  selbst  versteh!,  nicht 
in  der  Strenge,  wie  ihn  der  Caicul  vorschreibt,  eingehalten  wer- 
den, denn  die  Schuldscheine  werden  gewöhnlich  in  runder  Summe 
von  wenigstens  100  ausgegeben  und  müssen  daher  auch  in  die- 
sen Summen  zurückgezahlt  werden.  Die  Tilgungssummen  der 
Tabelle  No.  7)  müssen  hiernach  modificirt,  also  zu  einer  runden 
Summe  von  100  ergänzt  oder  vermindert  werden.  Dadurch  wer- 
den auch  die  Zafalungssummen  in  No.  9)  in  etwas,  aber  nur  unbe* 
deutend  geändert,  so  dass  der  Tilgungsplan  im  Wesentlichen  keine 
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Abänderung  erleitlet.     Das  Gesetz  vom   10.  September  1842  wird 
dadurch  nicht  alterirt. 


§.  57. 

Umwandlung   dieser   Anleihe    in    eine    gleichwertbige 
3,5procentige  und  Bestimmung  ihres  Mennwerthes  und 

Curses. 

Da  nach  dem  bezüglichen  Gesetze  diese  Anleihe  auch  als  eine 
3>5procentige  aufgenommen  werden  kann  (sie  wurde  als  solche  be- 
geben), so  fragt  es  sich:  wie  stellt  sich  in  diesem  Falle  Ihr  Nenn- 
werth  und  Curs.  Der  Tilgungsplan,  wie  er  in  No.  7)  und  No.  9)  §.56. 
ffir  diese  Anleihe  angegeben  wurde,  bleibt  auch  für  die  umge- 
wandelte Anleihe  in  Kraft. 

Bei  der  Umsetzung  in  eine  3,5procentige  kommen  die  in  §.  48. 
angegebenen  Resultate  zur  Anwendung.  Da  aber  n  keine  ganze 
Zahl  (No.6)§.56.)  bedeutet,  so  hat  man  die  Restschuld  in  Rech- 
nung zu  bringen.  Die  Verzinsung  geschieht  halbjährlich»  die 
Tilgung  jährlich.  Man  t^at  daher  die  Gleichung  No.  7)  §.  48.  zu 
benutzen  und  ir=:  10000000,  ^=50000,  fr=6,  pi  =  2,  ^i  =  l,75, 
n=44  und  544=12098,406  zu  schreiben.     Hiemach  entsteht: 

I)       *,=    (10000000.0.02+ — Qjjö—y      0,0175 

l,Ofi«*  , 
^  ^^^  50000.0.02.2.017S^  1,0175«"»"' 
+  toww-  Qog  ^1,06  - 1,0175« 

12098,406 
■•■  1,017588  • 


Nun  ist: 


|gl,06M  =  1,1134581, 
Ig  1,0175«« =0,6630288 


also: 


N.  0,4504293=2,8211699, 


IflßM 


Werden  nun  die  in  No.  1)  angezeigten  Werthe  eingefvSirt  und  be- 
rechnet, so  erhält  man  hieraus: 
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_      6SOO0O  ,,^oo,,,  .  16878.1.8211609  .  läOPMOe 
'•  -  ~3~  •  '»'»•7»«444  +      0(^2459375      +  4,6028707 ' 

Ig  16375  =:4.2U1813 
Ig  1,8211690=0,-26^4 
4,4748317 
lgO,0246937S =0,3928870—2 

N.  6,0819447=  1207632,1, 
Ig  I2098y406r=4,0827282 
lsl.0175w=0,6630287 

N.3,4I9S595='2828,448. 

Hiernach  ist  der  gesnchte  Nennwerth  der  ia  eine  3,5procentige 
angewandelten  Anleihe: 

2)  Äi  =9691119,623+1207632,1+2628,448 

=  10901380,171. 

Der  Cor»  bestimmt  sich  zu: 

100.1000000 

3)  ^=10901380,17  -•^■»7315, 

Ig  iOO.  10000000  =  9,0000000 
Ig  10901380=:  7,0374815 

N.  1,9625185  =  91,7315. 

Nach  einer  ßekanntinacliung  des  grossberzoglich  badischeo 
Finaozministeriums  vom  24.  Oktober  1842  wurde  die  Eisenbahn- 
Aoleibe  von  12  Millionen  Gulden  an  die  Bankbäuser  M.  A.  von 
Rothschild  und  Sohne,  Johann  Golf  and  S$hne  zu  Frankfurt 
a.M.  und  S.  von  Haber  und  Söhne  zu  Karlsruhe  dem  Verneh- 
men nach  im  Curse  von  92  in  Siprocentigen  Partial  -  Obligationen 
fiberlassen  und  hievon  eine  dem  Bedürfnisse  für  die  Budgetperiode 
entsprechende  Summe  von  6600000  Golden  aufgenommen»  welche 
vom  1.  Januar  1843  an  verzinst  wird. 

Die  AnMhe  wurde  hiernach  za  günstigem  Bedingungen  be- 
geben, denn  der  Nennwerth,  welcher  diesem  Curse  entspricht,  ist: 

Der  Vortheil,   welcher  sich  bei  dieser  Begebung  für  den  Staat 
ergibt,  stellt  sich  auf: 

5)  F  =  10901380, 171  - 10869565,21 = 31814,96. 
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Dieser  Gen-inn  ist  jedoch  bei  eioer  Anleihe  von  H)  Millionen 
nicht  sehr  bedeutend,  ond  es  fragt  sich,  ob  es  nicht  vortheUhaf* 
ter  gewesen  wSre,  hieranf  zu  verzichten  und  das  Kapital  im  Tol- 
len Werthe  zu  4  Procent  aofzunehmen,  wie  das  Gesetz  Toraus- 
gesehen  hat,  weil  immer  noch  die  MöglieUceit  Torhanden  gewesen 
wäre 5  in  späterer  and  zu  günstiger  Zeit  den  Zinsfuss  von  4  auf 
3,5  herabzusetzen,  wie  dies«  in  ähnlichen  Fällen  schon  früher 
geschah. 

Diese  Anleihe  findet  sich  nach  in  meiner  Theorie  der  Leff erie- 
Anleihen  behandelt.  Dort  ist  jedoch  eine  viel  zusammengesetz- 
tere Formel  zur  Werthberechnung  angegeben,  wodurch  die  ohoebin 
schon  mühevolle  Arbeit  noch  mühevoller  wird.  Hieraus  erklärt 
sich  auch  die  kleine  Differenz  zwischen  dem  dort  aufgefandenen 
Resultate  und  dem  hier  gegebenen»  was  wohl  von  der  Reehnmig 
mit  Logarithmen  herrührt,  die  in  der  hier  gegebenen  Formel  theil- 
weise  umgangen  ist. 

Würde  die  Anleihe  durch  gleiche  jährliche  Summen  verzinst 
und  getilgt  werden»  so  würde  sich  der  Nenawerth  and  Cars  naeh 
§.  49.  No.3)  und  No.  8)  auf  folgende  Weise  bestimmen: 

fi^  ir  -lOOOOOOO        ^^^^         1^1,036-^ 

10000000.22,2827910      ,-^«^ 
= ä0,54884l3 =10843820 

lg  lO''.  22,28279 = 8,3479696 
lg20,548841  =  1,3127873 

N.  7,0351823=10843820 

n^      /^-  inn  ^^^O^^        0,035  100.20,5188413 

7)      c-iuu.       ^j^^       •  1-1,035-« '^     22,282791ör 

=  92,21842, 

Ig  100.20,5488413  =  3,3127873 
Ig  22,2827910  =  1,3479696 

No.  1,9648177=92,21842, 

In  diesem  Falle  wäre  für  die  Anleihe  weniger  geboten  vror- 
den.  Die  Differenz  zwischen  beiden  Cursen  ist  jedoch  nicht  sehr 
bedeutend,  und  der  Curs  bei  gleichen  Zahlungssummen  stellt 
sich  etwas  hoher,  als  in  dem  oben  angegebenen  Falle,  wo  die 
Tilgung  durch  steigende  Summen  bewirkt  wird.  Der  Werth  des 
Curses  wird  übrigens  bei  gleichen  Zahlangssummen  am  leichte- 
sten gefunden.    Will  man  die  bequemere  Rechnung  benutzen,  so 
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kann  diess  geschehen.  Man  wird  dann  immer  einen  annähernden 
Wertb  erhalten  und  durch  ein  echickliches  Ab-  und  Zugeben  auf 
den  richtigen  Werth  schKessen  kOnnen,  je  nachdem  die  Tilgung 
raecher  oder  langsamer  (wie  bei  der  badtscben  Anleihe)  erfolgt. 


§.58. 

Diekoniglich  preussische  Anleihe  vom  Jahre  1859. 

Diese  Anleihe  ist  nacb  der  Gesetzsammtung  (Ar  die  königlich 
preussischen  Staaten  No.  19)  8.  277.  durch  folgendes  Gesetz  fest* 
gestellt: 

„Auf  Ihren  Antrag  vom  27.  d.  M.  genehmige  Ich,  dass  in 
GemSssheit  des  Gesetzes  vom  21.  Mai  d.  J.  betreffend  den  aus- 
serordentlichen Bedarf  der  Militär-  und  Marine- Verwaltung  (Gesetz- 
Sammlung  S.  242.)  eine  Staatsanleihe  von  dreissig  Millionen  Thaler 
aufgenommen  werde.  Die  Anleihe  ist  in  Schuldverschreibungen  fiber 

(Bnfzig      Tbaler, 
einhundert     ,, 
zweihundert  ,» 
fünfhundert    ,, 
eintausend      „ 

auszugeben,  mit  fünf  Procent  jährlich  am  2.  Januar  und  1.  Juli 
jedes  Jahres  zu  verzinsen  und  vom  1.  Januar  1863  an  mit  Einem 
Procent  des  Gesamrotkapitals,  so  wie  mit  dem  Betrage  der  durch 
die  Amortisation  ersparten  und  der  präcludirten  Zinsen  zu  tilgen. 

Dem  Staate  bleibt  das  Recht  vorbehalten »  den  Tilgungsfonds 
vom  1.  Januar  1870  ab  zu  verstärken,  wogegen  derselbe  niemals 
verringert  werden  darf.  Ich  ermächtige  Sie  hiernach,  die  weitern 
Anordnungen  zur  Ansfflhrung  der  Anleihe  zu  treffen. 

Dieser  Hein  Erlass  ist  durch  die  Gesetzsammlung  zur  öffent- 
lichen Kenntniss  zu  bringen. 

Berlin  den  2a  Mai  1869. 

Im  Namen  8r.  Majestät  des  Königs 
Wilhelm,  Prinz  von  Prenssen,  Regent. 

An  den  Finanzminister  von  Patow.'^ 

Zwei  weitere  Bekanntmachungen  von  demselben  Tage  ordnen 
die  HeHnzahlung,  die  Sicherstellung  des  Tilgungsfonds  fdr  diese 
mit  den  beiden  Häusern  des  Landtags  vereinbarten  Gesetze  u.  s.  w. 
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Uieniach  beruht  die  Werthberecbnang  die8er  A^oleihe  auf  fol- 
genden Bestimmungen :  der  Tilgungsfonds  des  ersten  Jahres  be* 
trägt  ein  Procent  der  Anleihe ,  er  steigt  mit  jedem  Jahre  um  fünf 
Procent,  da  die  Zinsen  der  gezahlten  Tilgungssumroe  demselben 
zugeschlagen  werden.  Die  Verzinsung  geschieht  halbjährlich ,  die 
Tilgung  jährlich.  Die  zufälligen  Erhöhungen,  welche  dem  Til- 
gungsfonds jeweils  etwa  zufliessen,  sind  zum  Voraus  nicht  zo 
bestimmen  und  können  daher  nicht  in  den  Caicul  aufgenommen 
werden. 

Die  Anleihe  wurde  bekanutlicb  Im  Curse  95  statt  100  zur 
öffentlichen  Betheiliguog  ausgeboten. 

Nach  diesen  Bemerkungen  Gnden  die  in  §.  48.  aufgesteUten 
Sätze  auf  diese  Anleihe  Anwendung. 

Die  Tilgungssnmme  des  ersten  Tilgungsjahres  beträgt: 

1)  ^  /ii  =30000000.0,01  =  300000. 

Die  Tilgungssumme  am  Ende  des  rten  Jahres  beträgt: 

2)  ^r  =  300000.1,05'-i. 

Die  Grosse  der  am  Ende  des  rten  oder  zu  Anfang  des  (r-f  l)teo 
Jahres  getilgten  Schuld  erhebt  sich  auf: 

3)  Gr  =  300000.  i^^^. 

Die  Grosse,  der  nach  t  Jahren  noch  zu  tilgenden  Schuld  ist: 

1,05^-1 


4)  Sr=30000000-.300000. 


0^05 


Die  Tilgungszeit  bestimmt  $ic}Laus4),  wenn  5r=0  gesetzt  wird. 
Hieraus  erhält  man: 

«H  1>05"-1  _  30000000  ,^^ 

^J  0,05   ^  300000  -'""' 

und  aus  den  Tafeln  eine  Zeit  von  nahe  37  Jahren,  bdert 

«;  lg(100  0.05  +  l)  _    Ig6       0.7781S13 

'  Igl^         -  igl^~ 0.0211893 -*'^''*^' 

lg0,7781513  =3  0,8910641  - 1 
Ig0,0211893 =0.3861167—2 

N.  1,5649474  =  36,72377. 

lu  37  Jahren  wird  also  die  Anleihe  getilgt  sein.    Die  Art,   wie 
die  TilgaDg  geschieht,  ist  aus  der  nachfolgenden  Tafel'ersichtUch. 
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Grosse  der  Tilgongs- 

GrOsse  der  getilgten 

Stand  der  Schuld  am 

•f_l-_ 

snmnie  am  Ende  des 

Schuld  am  Ende  des 

Ende  des  Jahres  oder 

Jabr. 

Jahres  odrr  Anfang  des 

Jahres  oder  Anfange 

Anfange  des 

folgenden. 

des  folgenden. 

folgenden. 

1862 

300000 

300000 

29700000 

1863 

315000 

615000 

29385000 

1864 

330750 

945750 

29054250 

1865 

347287,5 

1293037,5 

28706962,5 

1866 

364651,875 

1657689,375 

2a342310,625 

1867 

382884,4689 

2040573,8439 

27959426,1661 

1868 

402028,6920 

2442602,5359 

27557397,4641 

1869 

422130,1269 

2864732,6628 

27135267,3372 

1870 

443236,6332 

3307969,2960 

26692030,7040 

1871 

465398,4648 

3773367,7608 

26226632,2392 

187-2 

488668,3878 

4262036,1486 

•25737963,8514 

1873 

513101,8074 

4775137,9560 

25224862,0440 

1874 

538756,8978 

5313894,8538 

24686105,1462 

1875 

565694.7429 

5879589,5967 

24120410,4033 

1876 

593979,4797 

6473569,0764 

23526430,9236 

1877 

623678,4540 

7097247,5304 

22902752,4696 

IS78 

654862,3764 

7752109.9068 

22247890.0932 

1879 

687605,4954 

8439715,4022 

21560284.5978 

1880 

721985,7702 

9161701,1724 

20838298.8276 

1881 

768085,0586 

9919786,2309 

20080213,7691 

1882 

795989,3115 

10715775,5424 

19284224,4576 

1883 

835788,7770 

11551564,3194 

18448435,6806 

1884 

877578,2160 

12429142,.')354 

17570857,4646 

1885 

921457,1268 

13350599.6622 

16649400.3378 

1886 

9675->9,y832 

14318129,6454 

15681870.3546 

1887 

1015906,4823 

15334036,1277 

14(565963.8723 

1888 

1066701,8064 

16400737,9341 

13599262.0659 

1889 

1120036,8966 

17520774.8307 

124792?5,1693 

1890 

1176038,74)7 

18696813.5724 

1)303186,4276 

1891 

1234840,6785 

19931654,2509 

10068345,7491 

1892 

1296582,7125 

21228236,9634 

8771763.0366 

1893 

1361411,8482 

22589648,8116 

7410351,1884 

1894 

1429482,4407 

24019l31,-2523 

5980868.7477 

1895 

1500956.5626 

25520087,8149 

4479912,1851 

1896 

1576004,3907 

27096092,2056 

2903907,7944 

1897 

1654804,6104 

28750896,8157 

1249103,1843 

1898 

1249103,1843 

30000000 

Th«ü  xxxvn. 
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Die  Zablungeo   sind  halbjährlich   zu  leisten.    Sie  berechnen 
sich   für   die  Tabelle  No.  7)  aas  den  Formeln  : 

8)  JUr-l  =  Är-l .  0,Qpi     und     Lar  =  Sr-l .  ^fipi  +  ^r- 

Die  erste  Tilgung  ßillt  nach  dem  Gesetze  auf  den  1.  Januar  1863 
oder  auf  das  Ende  des  Jahres  1862. 

Wir  stellen,  um  Raum  zu  ersparen,  die  jeneils  fölligen  Sum* 
men  in  folgender  Tabelle  zusammen : 


9) 


Jahr. 

Hnlb-i 
jähr. 

1862 

1 

2 

1863 

1 
2 

1864 

1 

2 

1865 

1 

2 

1866 

1 
2 

1867 

1 
2 

1868 

1 

2 

1869 

1 
2 

1870 

1 
2 

1871 

1 
2 

1872 

1 
2 

1873 

1 
2 

1874 

I 

2 

1875 

l 

2 

1876 

1 

2 

1877 

I 
2 

1878 

1 
2 

1879 

1 

•2 

1880 

1 
2 

Znhlangssamme. 


750000 
1050000 

742500 
1057500 

734625 
1065375 

726356,25 
107;}643,75 

717674,0625 
1082325,9375 

708557,7656 
1091442.2344 

698985,6539 
1101014,3461 

688934,9366 
1111065,0634 

678381,6834 
1121618,3166 

667300,7676 
1132699,2324 

655665,8061 
1144334,1939 

643449,0963 
1156550,9037 

630621,5511 
1169378,4489 

617152,6286 
1182847.3714 

603010,2601 
1196989,7390 

588160,7730 
1211839,2270 

572568,8118 
1227431,1882 

556197,2523 
1243802,7477 

539007,1149 
1260992,8851 


Jnhr. 

Halb- 
jahr. 

1881 

1 
2 

1882 

1 
2 

1883 

1 
2 

18H4 

1 
2 

1885 

1 
2 

1886 

1 
2 

1887 

1 
2 

1888 

1 

2 

1889 

1 

2 

1890 

1 

2 

1891 

1 
2 

1892 

1 
2 

1893 

1 
2 

1894 

1 

2 

1895 

1 
2 

1896 

1 

9 

1897 

i 

2 

1898 

1 

2 

Zahliingssnmme. 


520957,4707 
1279042,5293 

50-2005,3442 
1297994,6558 

482105,6115 
1317894,3885 

46I210,S920 
1338789,1080 

439271,4366 
1360728,5634 

416-235,0084 
1383764.9916 

392046,7589 
1407953.2411 

366649,0968 
1433350,9032 

3:)9981,55]6 
1460018,4484 

311980,6292 
1488019,3708 

282579,6607 
1517420.3393 

251708,6438 
1548291,3562 

219294,0759 
1580705,9241 

185258,7797 
1614741,2203 

149521,7187 
1650478,2813 

111997.8046 

1688002,1954 

72597,6948 

1727402,3052 

31227,5796 

1280330,7693 
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Au8  der  Tabelle  No.  9)  zeigt  sich,  dass  die  Anleihe  in  gleich 
grossen,  jährlichen  Summen  zurückgezahlt  wird,  wie  diess  nach 
dem  früher  Gesagten  sein  muss,  und  wie  sich  aus  der  Vereini- 
gung der  Zahlungssummen  zweier  zusammen^ehurigen  Halbjahre 
ergibt.  Die  Zahlungssummen  der  ungeraden  Halbjahre  fallen,  die 
der  geraden  steigen. 

Der  Tilgungsplan  wird  jedoch  bei  der  Durehföhning  kleine 
Modifikationen  erleiden,  da  die  Kapitaltilgungen  in  runden  Sum- 
men Ton  wenigstens  50  Thaler  zu  geschehen  haben.  Diese  klei- 
nen Abweichungen  können  durch  Zu-  und  Abgeben  leicht  ausge- 
glichen werden,  weswegen  der  Tilgungsplan  im  Wesentlichen 
nicht  alterirt  wird. 

§.  59. 

Methode,   den  Zinsfuss   zu  bestimmen,    wenn   Anleihen 
zu  einem  niederen  Curse  als  100  begeben  werden.    • 

Häufig  werden  die  Anleihen,  um  zur  Betheiiigung  anzuregen, 
nicht  in  Follem  Werthe,  sondern  zu  einem  niedern  Curse  ausge- 
boten und  begeben. 

Ist  diess,  wie  bei  der  königlich  preussi^chen  Anleihe  Fom  Jahre 
1859  der  Fall,  so  bekommt  der  Staat  eine  geringere  Summe  io 
die  Casse,  als  er  bei  Tollem  Werthe  erhalten  hätte,  muss  aber 
doch  nach  dem  festgesteiften  Tilgungsplane  die  nnmiichen  Sum- 
men jährlich  zahlen,  als  wenn  er  den  vollen  Betrag  der  Anleihe 
erhalten  hätte.  Die  Folge  ist,  dass  der  Staat  das  erhaltene  Ka- 
pital in  einem  höheren  Zinsfusse,  als  in  dem  festgesetzten,  ver- 
zinsen muss. 

Es  entsteht  daher  die  Frage:  Wie  gross  ist  der  Zlns- 
fuss«  in  welchem  der  Staat  eine  Anleihe  verzinsen 
muss,  wenn  er  die  Schuldscheine  in  dem  niedern  Curse 
C  statt  100  ausgibt? 

Hiezu  dienen  folgende  Methoden: 

Erste  Methode.  Sie  ergibt  «^ich  aus  den  io  §.  46.  u.  ff. 
aufgestellten  Gleichungen.  Man  hat  zu  dem  Ende  zuerst  den  für 
die  Anleihe  gültigen  Plan  bei  dem  festgestellten  Zinsfuss  {p) 
aufzustellen  und  dann  die  sämmtlichen  Zablungssummen  in  dem 
fraglichen  Zinsfuss  {q),  der  vorerst  noch  unbekannt  ist  und  wel- 
cher nach  dem  Gesagten  ein  höherer  sein  wird,  zu  rabattiren. 

Nennt  man  nun  den  Curs,  zu  welchem  die  Anleihe  K  bege- 
ben wurde,  C,  so  bekommt  der  Staat  statt  des  vollen  Werthes 
nur  die  Summe: 

12» 
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1)  ^-100 

in  die  Casse,  und  man  hat  daher  diesen  Wcrth  statt  A'|  in  die 
bezügliche  Gleichune^  einzusetzen. 

Da  die  preussische  Anleihe  durch  halbjährliche  Verzinsung  und 
jährliche  Tilgung  zurückgezahlt  wird,  so  kommen  bei  ihr  die  in 
§.48.  aufgestellten  Gleichungen  ^  wie  sich  zeigt«  zur  Anwendung. 
Man  bat  daher  den  Werth  aus  No.  1)  in  No.  8)  §.  48.  einzuführen. 
Hiedurch  entsteht: 

2)  ß_c^.o.Op,+-pj^3.    Q^^ 

l,Ow» 
.CA     ^•O.QPi-2.0y,..  LOyi"»     .      S, 

+  *-"'"        0,0w        ■'LO^i«— 1.0«)  +  l,0v,»"' 

Hierin  bedeutet  Sn  die  Restschuld  des  letzten  Jahres,  da  n  keine 

• 

ganze  Zahl  bedeutet ,  und  die  yorliegende  Aufgabe  ist  darauf  zu- 
rückgebracht, aus  dieser  Gleichung  den  Werth  von  qi  zu  bestimmen. 

Diess  fuhrt 9  wie  man  sieht,  auf  die  Auflösung  einer  Glei- 
chung höherer  Ordnung,  die  um  so  mühevoller  wird,  je  grösser 
n  ist,  was  gewöhnlich  stattfindet,  da  die  Tilgungen  solcher  An- 
leihen eine  lange  Dauer  haben.  Es  bleibt  daher,  wenn  man  auf 
diesem  Wege  zum  Ziele  gefangen  will,  nichts  übrig,  als  für  q^ 
taugliche  Werthe  in  No.  2)  zu  substituiren  und  so  lange  mit  der 
Substitution  fortzufahren,  bis  der  Werth  gefunden  ist,  welcher 
der  Gleichung  genügt.  Nach  einigen  Versuchen,  deren  Durch- 
führung aber  immer  mühevoll  und  weitläufig  ist,  wird  diess  wohl 
gelingen,  wenn  es  genügen  wird,  den  Zinsfuss  auf  einige  Hun- 
dertel oder  Tausendtel  zu  bestimmen. 

Immer  ist  diese  Auflösung  eine  weit  ausgreifende  Arbeit. 
Daher  wird  es  gerathen  sein,  diese  Auflösungsweise  zu  verlassen 
und  eine  andere  zu  suchen,  die  wir  im  Folgenden  geben. 

Zweite  Methode.  Nimmt  ein  Staat  die  Schuld  K  zu  dem 
Curse  C  auf,  so  bekommt  er  nach  No.  ])  statt  der  vollen  Summe 

K  nur  die  Summe  ^^^'fhn'  i°  ^>^  Casse,   muss  aber  das  volle 

Kapital  K  dem  Tilgungsplane  gemäss  verzinsen  und  tilgen.  Diess 
geschieht  nun  dadurch,  dass  er  die  geringere  Summe  R,  die  er 
erhalten  hat»  in  einem  höhern  Zinsfuss  verzinst. 

Nennt  man  nun  den  höhern  Zinsfuss  p,  dessen  Auffindung 
Aufgabe  ist,  und  den  ursprünglich  festgestellten  Zinsfuss,    worin 
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das  Kapital  verzinst  werden  soll,  q  (was  der  Harmonie  wegen 
geschieht,  um  die  bisher  aufgefundenen  Gleichungen  nicht  umän- 
dero  zu  müssen),  so  bat  man  für  die  erhaltene  8uniroe  R  nach 
den  im  dritten  Kapitel  aufgestellten  Gesetzen  den  bezüglichen 
Tilgungsplan  im  Zinsfuss  p  festzustellen.  Sänimtliche  so  ent- 
stehenden Zahlungssummen  sind  ihrem  Inhalte  nach  dem  vollen 
Werthe  der  aufgenommenen  Anleihe  gleich.  Ihre  Reduction  auf 
die  Gegenwart  oder  Rabattiruog  in  dem  ursprünglichen  Zinsfuss 
(hier  q  genannt)  muss  daher  auch  dem  Werthe  der  Anleihe  (K) 
gleichkommen.  Bei  dieser  Darstellungsweise  müssen  auch  die 
bezüglichen  Tilgungssummen  in  dem  Verhältniss  des  niedern  Curses 
festgestellt  werden^  was  leicht  ausführbar  ist,  da  man  R  kennt, 
und  wozu  die  Proportion 

K.R^Ä.A^ 

diente  woraus  sich  im  Allgemeinen  für  jede  Tilgungssumme  fol- 
gende Bestimmung  ergibt: 

^^  "*»-   R   — lOO.Af"*  — 100* 

Nach  diesen  Bemerkungen  geht  die  Gleichung  No.  2)  in  folgende 
über,  da  K  an  die  Stelle  von  R  und  umgekehrt  R  an  die  Stelle 
von  Ky.  Ax  an  die  Stelle  von  A  tritt: 

0-1^ 


1er  sich  aus  < 


Der  Wertb  von  S%,  der  sich  aus  der  Gleichung 

1.0«>"-1 
0,0w 

berechoet,  muss  berflcksicbtigt  werden,  wenn  n  keine  ganze  Zahl 
bedeutet 

Ans  dieser  Gleichung  kann  nun  der  Wertb  des  huhern  Zins- 
fosses  (p\),  am  dessen  Bestimmung  es  sieb  bandelt,  ganz  ein- 
fach ermittelt  werden.  Man  erhält  sofort,  wenn  man  sie  auflöst 
and  die  erforderlichen  Reductionen  macht: 

5)  0,()p, 

*~l,0y,«-l,0u>A       1.0y.«"/~l,0y, 


s« 
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Diese  Gleichung  gilt  ftSr  jährliche  Tilgung  und  balbjährliche 
Verzinsung  und  für  solche  Tilgungspläne«  worin  die  Tilgungs- 
summen  um  w  Procent  wachsen.  Man  erkennt  jedoch  leicht,  dass 
sich  diese  !\!ethode  auf. alle  in  §  46.  u.(T.  aufgestellten  und  aof- 
ziistellenden  Tilgungspläne  anwenden  lässt,  wenn  man  den  Grös- 
sen Ky  B,  Aiy  g  und  p  die  Werthe  beilegt,  welche  ihaeo  nach 
dem  Gesaii^ten  beigelegt  werden  müssen. 

Ist  die  Titgungssumine  des  ersten  Jahres,  wie  diess  häufig 
vorkommt,  und  auch  in  den  beiden  Anleihen,  der  badischen  und 
preussischen ,  der  Fall  ist,  durch  einen  Procentsatz  des  ganzen 
Kapitals  gegeben,  und  nennt  man  diesen  Procentsatz  tr,  so  ist 
in  No  2) : 

6)  A  =  K.Ofiv, 
dagegen  in  No.  4)  und  No.  5) : 

7)  jj  — /^.o,Or  =  ~.0,Or 

zu  setzen.  Führt  man  diese  Werthe  ein,  so  vereinfachen  sich 
die  gegebenen  Bestimmungen.  K  föllt  nämlich  für  den  Fall,  als 
n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  aus  der  Gleichung  und  bleibt  nur  in 
einem  Gliede  stehen,  wenn  n  keine  ganze  Zahl  bedeutet  und  Doch 
eine  Restschuld  zu  berücksichtigen  ist.  Führt  man  nun  den  Werth 
für  R  und  il,  aus  No.  1)  und  No.  7)  in  No.  5)  elo,  so  entsteht: 

C.Ofiv  (         l,Otc"\  5« 

V100"*"100.1,W"     0,Oji      "  i00.0,0ii7(l,0^i«"-J,0w)'V    \SSqx^) 
oder  in  bequemerer  Form: 
ö)  0,0p, 


inn  gO.Op         /,      J^Otr»\        100.  S« 

^LV   ^ÖW      0,0v,  0,0fi?(l,0^i«-l,0w)A      Wqi^JA 

Dritte  i\1etbode.  Soll  eine  Anleihe  K,  die  zu  dem  Curse 
C  statt  100  begeben  wird ,  im  vollen  Betrage  effectnirt  werden, 
so  ist  hierzu  die  höhere  Summe: 

.0,  *,  =  *#? 
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erforderlidi ,  um  die  Somme  K  in  die  Casse  zu  bekommen,  und 
der  Staat  muss  Schuldscheine  im  Betrage  von  K^  ausstellen,  um 
die  Summe  K  zu  erbalten.  Diese  grössere  Summe  muss  nach 
dem  Plane  verzinst  und  getilgt  werden.  Daher  ist  der  gegen- 
wärtige Werth  der  aufgenommenen  Schuld  Ky.  Die  Folge  hievon 
iat,  das«  die  wirklich  erhaltene  Summe  K  in  einem  höhern  Zins- 
fuss  (/»)  verzinst  werden  muss.  Entwirft  man  nun  nach  den  Ge- 
setzen des  dritten  Kapitels  hiefür  den  erforderliehen  Tilgungsplan 
und  reducirt  die  hiedurch  erhaltenen  und  im  höhern  Zinsfuss  zu 
zahlenden  Summen  in  dem  ursprünglichen  Zinsfuss  (jq),  so  wird 
der  hiedurch  entstehende  Werth  dem  Nennwerthe  iP,  der  contra- 
hirten  Schuld  gleichkommen  müssen.  Hiernach  hat  man  K^  statt 
R  in  der  Gleichung  No.  2)  zu  setzen  und  alles  Uebrige  zu  belas- 
sen.    Man  erhält: 

11)  Ky  -Cä.o,Qpi  +-xf;oi^-J-     0,0^, 

1,0«?" 
^.0,qpi.2,0y,^  l,Oy,^  S, 

^^^^         O,0tr         Jl,0yi*-l,0ic"'"  1,0^1^' 

Der  Werth  der  Restschuld  ist  in  diesem  Falle: 

l,Ow«— 1 


12)  Sn—K-^A. 


0,0to 


Man  kann  auch,   wenn  n  keine  ganze  Zahl  ist,   für  n  die  nächst 
höhere  ganze  Zahl  nehmen.    Dann  geht  No.  11)  über  in: 

13)  Ä,=CÄ.O.Qp,+-j5^-3,       o,0oi 


1- 


0?» 
l.Ow» 


^.0,0;p,.  2,0^1^     '~1.0»,'"  Sn 

+^^~         ü,Ow         J*  1,09,«-1.0m>      1,07,««' 

Der  Werth  von  i^  bestimmt  sich  dann  durch 

Aus  No.  II)  bestimmt  sich  dann  der  Werth  des  Zinsfusses   auf 
folgende  Weise: 

16) 


0,(^p,= 


*^     i7Ryi«-1.0«>V'~  1,0?,»»/  ~  1.0y,' 


V    ""^OW     0,0^1  0,0«.(l,09i»-l,0w)A     LO^i*"/ 
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Aus  No.  13)  anf  folgende: 


16) 
K ^. 


^i     |,0y,«-  },Ou>V     Ifig^^J  ^  T^^- 


V    ^0 W      0,0^1        '"0,0tr(l,0yi*-J,0tr)A       1,0^1*"/ 

Stellt  man  nun  auch   hierin  A  durch   einen  Procentsatz  dar  und 

K,  100 

setzt  2l  =  AC.0,0t?  und  iP|= — -p — ,     so    vereinfachen   sich    diese 

Darstellungen,  und  man  erhält ,  wenn /^ausgestossen  wird »  hieför: 


0,fl!pj 


17) 

100  0,Oo         A       i,Oto«\  & 

C  ""l,0yi«--l,0toV^^l,0yi«*A    ig.l,0^,«» 

'"^'"-A  _0^\    1-I,0yt"^  0,0i>.2,0y,         /       l,Oto"  V 

V  +0W      0%i      '"0,0u7(i,0^i«-l,0w)V      i^o^**/ 

18) 

100  0,0r         /        l,Otc«  \  &» 

«iw.  C  ""  l,0yt«-l,0ti>  V ^ '"  l,Oyi V  -^  K.  Ifiq,^ 

^^'""A  ■  0>Qt>^   l-l,Oy,-^  0,0ü.2,0y,  A     l,Otc«  V 

V^^OW  •      0,0^1       ""O,0w(l%i«-l,0w)"  V      l,09i*"/ 

Die  Gleichung  No.  9)  stimmt,  wie  man  sieht»  mit  No.  17)  über- 
ein, denn  man  kann  jene  aus  letzterer  ableiten,  wenn  man  den 
Zähler  und  Nenner  mit  C  dividirt,    und  umgekehrt. 

Die  beiden  Gleichungen  geben  den  Werth  des  fraglichen  Zins- 
fusses  nur  annähernd,  aber  in  grosser  Genauigkeit.  Er  bestimmt 
sich  um  so  genauer,  je  grösser  n  ist,  was  gewohnlich  eintritt,  da 
die  Tilgungszeiten  der  Anleihen  einen  grossem  Zeitraum  umfassee. 

Auf  dieselbe  Weise  können  nun  die  Zinsfusse  flir  andere 
Tilgungspläne  bestimmt  werden. 

Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung  jährlich,  so  kommt  die 
Gleichung  No.  4)  §.  48.  zur  Anwendung.    Man  erhält  dann : 

19) 

V  +oW    o,öw     ~  o,oic(i,09 - 1,0»)  •  V     1,09-; 
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AT.  100 
Hierin  ist  if|  =  — -p — ,    oder   «venn   A  durch    einen   Procentsatz 

bestimmt  Ist: 

20) 

100  0,0o         /       l,Oto"\      Sn^_ 

^^""A  ,  0,0p\    l-^l,Oy-^  0,0o  A     l,Otr«Y 

V  +oW    0,0^    ""o,o«(j,o»-i,ö^A     i,vy 

Dieselbe  Gleichung  leitet  sich  aus  No.  11)  §.  4a  für  halbjährliche 
Verzinsung!:  und  Tilgung  ab,  wenn  man  qi  statt  g,  pi  statt p  und 
"hi  statt  n  schreibt. 

Geschieht  die  Tilgung  durch  jährliche  gleiche  Abtragssum- 
men,  so  kommen  die  Gleichungen  des  $.47.  zur  Anwendung  und 
man  erhält  ffir  jährliche  Verzinsung  und  Tilgung  folgende  Be- 
stimmung aas  No.  3)  §.  47. : 


1-l.Og-     _s^ 
*»     "*•      0.0v      ~1,0«< 


21)         0.0p= ^ ^^ 


Yi^    jL\  1-l.Oy—  .        nA 
\'^~0,OgJ'      Ofiq      +0,09.1,09« 

Schreibt  man  hierin  pi  statt  p,  91  statt  9,  2it  statt  n  und  den 
entsprechenden  Wertb  ffir  ^,  so  gilt  diese  Gleichung  auch  fOr 
halbjfibrliche  Tilgung  und  Verzinsung.  FQr  jShrliche  Tilgung  und 
halbjährliche  Verzinsung  ergibt  sich  aus  No.  8)  §.  47.  folgende 
Bestimmung: 

22)   0M= ^>--^'  l,Oy.^^l    -^1,0,.^ 


Vi^on  ^   ^   1-1%!-^,  nA 


§.60. 

Anwendung  der  aufgefundenen  Methode  auf  die  preus- 
sische  Anleihe. 

Wir  machen  nun  eine  Anwendung  der  §.  59.  aufgestellten 
Sätze  zor  Berechnung  des  Zinsfusses  der  preussischen  Anleihe 
von  1859. 

Da  die  Anleihe  halbjährlich  zu  5  Procent  Terzinst,  jährlich 
getilgt  wird»  die  Tilgungssumme  des  ersten  Jahres  1  Procent  be- 
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trSgt  und  jährlich  um  5  Procent  wuchst,  die  Tilgungszeit  36  Jahre 
betrSgty  8o  hat  man  am  bequeninten  die  Gleichung  No.  17)§.  59. 
zu  benutzen  und  C=95,  9  =  5,  tr  =  5,  o=:l,  Ai ss 30000000» 
i^0=  1249103,1843  zu  setzen.    Hiernach  entsteht: 

1) 

JOO  0,0r       /        l,05»o\  1249103,18 

A A^  95      1.025«-I.05V  ~  1,025»^/  "^  30000000. 1,025^ 


/■     0,0I\  1-1,0-25-^»      0,01.2,025 /       J^05»Y 

V   ^0,05y       0,025      "■0,05(i;025a- 1,05)  V  ■"  i,026^y 

Werden  die  angezeigten  Multiplikationen  und  Divisionen  ausge- 
f&hrt,   so  entsteht: 

1.05263157894- 16  {l-jj^^n) i,0'i5« 

0.0p,  = ^jg55- . 


1,2 .  33,2400780  -  648 .  (1  -  i^^pj) 


Nno  ist: 


Ig  1,05»«  =0,7628148 
Igl,025"=0.7721l83 

N.  0,9906965  - 1=0,97880558, 

1  05*« 
1  -  j-g^a  =  1  -0,97880558  =  0,02119442. 

Ig0,041636772  =  0,6194770 
Ig  1,025»         =0.7721183 

N.  0.8473587  -3=0,007036532. 

Dorcb  Einführung  dieser  Werthe  entsteht: 

1,05263157894—16.0.02119442  -  0,007036632 
U,Opi-  39,888093632—648.0,02119442 

1,05263157894-0,33911072-0,007036532 

~  39.888093632—13,73398416 

2)  «M  =  ^S=0'02701236. 

Ig  0.7064843 =0.8491024  —  J 
Ig  26,164109=  1.4175399 

N.  0.43156-25  -  2 = 0,02701236. 

Der  Zinsfuss  hestimmt  sieh  daher  sn: 
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3)     '  ;>  =  5,402472. 

Würde  man  die  Gleichung  No.9)§.59.  der  Rechnung  zo  Grunde 
legen,  so  entstünde  das  gleiche  Resultat,  wenn  Sn  richtig  bestimmt 
wird.  Der  so  gefundene  Werth  ist  um  ein  Unbedeutendes  zu  gross^ 
was,  wie  oben  bemerkt^  in  der  Näherungsmethode  liegt.  Mit 
wachsendem  n  nähert  sich  derselbe  dem  Werthe  der  ewigen  Rente. 
Der  Grenzwerth  biefOr  ist  bei  dem  Curse  von  95: 

/>= -^g-  =  6,263.... 

Man  kann  auch  zur  Bestimmung  von  p  die  Gleichung  No.  18) 
$.59.  wählen.  Dann  hat  man  ausser  den  oben  angegebenen  Wer- 
then  n  =  37  zu  setzen  und  den  Werth  für  Sn  zu  ermitteln.  Es 
ist  dann: 


1,05»^- 1 


-30000000 


4)  5^^^=5  300000.-^^5 

=  300000. 101,6281389 --30000000  =488441,66. 

and    hieraus : 

6) 

100  O.Ol         /      l.(K^\  .         488441,66 

„^  _    95       1,025»— I.OSV'~l,025yV''^ 30000000. 1.O'26y« 
u,MPi—,noi\  1-1.0253^^  0,01.2.025       /^     l.OSW^Y 

V   ""^  0.06^      0.025      "0,05(1,026»— 1,05)V      1,025"/ 

|gl,06*7  =0^7840041 
lgl,025T*=0,79.3S660 

N.  0,9904381 — 1  =0,97822328. 

1  -  Y^i= 1  -  0,97822328= 0,02177672, 

also  durch   EinfBhrung   und  Benutzung    der  schon    angegebenen 
W  etthe : 

1,0526315789  -  16. 0.02177672  f  ^'^Q^'f^ 
0,0/»i=  r;2733;5658089 — 648 . 0,02177672  ' 

Ig  0.016281389 = 0.21 16914  -  2 
Ig  1,025"         =0.7935660 

N.  0.4181254-3=0,002618939, 
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ß\         fto»       1>0526315789— 0,34842752  +  0,002618939 
o;        u,upi  -  40,27897073-14,11 131456 

_  070682299  _^  ' 

""26,16765617""  "'"'^"^.**^* 

igO,70682299  =  0,8493106—  1 
ig  26,167656   =  1,4177648 

N.  0,4315458  -  2  =  0,02701132. 

Uiernach  bestirorot  sich  der  Zinsfuss  zu : 

7)  p  =  5,402264, 

um  ein  Unbedeutendes  kleiner  als  in  No.  3),  da  n  grösser  ist. 

Will  man  nun  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Werthes  prü- 
fen, so  dient  hiezu  am  besten  die  in  No.  2)§.59.  zu  der  ersten 
Methode  angegebene  Formel.    Sie  lässt  sich  zu  dem  Ende  In  eine 

K  C 

bequemere  Form  bringen,  wenn  man,  wie  dort  angegeben ,  12=  -|^ 

und  A  =  K.O,Ov  setzt  Dadurch  föllt  K  aus  allen  Gliedern  bis 
auf  eines  weg  und  man  erhält  folgende  Gleichung : 

ft,  -^_on„  ^-i.^'**''^  1-^Oy.-" 

+U,üt>^l-      QQ^      y   1,091«- 1.0«, +  Ä.l,Oyi*-- 

in  dieser  Gleichung  bat  man  nun  tm  Sinne  der  dort  angegebe- 
nen Methode  p=6,  v=l,  q=&A,  n=36  und  .^«=1249103^1843, 
£  =  30000000  zu  schreiben.  Hiernach  entsteht,  wenn  man  C 
belSsst: 

.,  4=0,()».l,2-'-'.<»-' 

1  nni/'i      2.027.0,025^     ^~i;ö27»  1249103,1843 

I  ü,Ul^l -       jjQg       J'  i_ojS7«_l,05  +  30000000. hW^' 

Zur  Berechnung  bedarf  man  folgender  Werthc: 

|gl,05M  =0,7628148 
lg  1.027"  ==0j833O719 

N.  0,9297429  - 1  =0,85003426 , 

lgl,027-»  =:  0,1660281  -  l=lg  0,1 4686829 
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1~ p^^  =  I  -  0.85063426  =  0,14936575, 

1  - 1,027-^  =  1  —0,14686829 = 0,86313171 , 

1,027«- 1,05  =  0,004729. 

Werden  nun  diese  Werthe  eingeführt  und  die  begleitenden  Fac» 
toren  auf  die  einfachste  Form  zurückgebracht,  so  geht  No.  9) 
über  in : 

iÖÖ~  9^ •  0»85313171  —j^.^Q. 0,14936575+  — \^p%~~' 

Ig0,041636772=:0,6194770— 2 
Ig  1,027^        =0,8330719 

N.  0,7864051  -3=0,0061151213. 

Man  erhSit  hieran»  durch  Ausföhrung  der  angezeigten  Multipli- 
kationen und  Divisionen:  ^ 

10)        j^  =  0,94792412  -  0,004263983  +  0,0061151213 

=  0,94977526. 

Da  nun  die  preussische  Anleihe  zu  95  begeben  ^vurde  und 
C=96  ist,  so  differirt  das  gefundene  Resultat  um  0,00022473.... 
von  demjenigen,  das  hätte  gefunden  werden  sollen..  Bringt  man 
nun  die  gefundene  Zahl  durch  Multiplikation  mit  30000000  auf 
diese  Anleihe  zurück  und  vergleicht  sie  mit  der  Summe 

R=  ^.30000000  =  28500000, 

welche  der  Staat  in  Casse  bekam ,  so  betrfigt  dieser  Unterschied : 

^=28600000-  27493257,8  =  6742,2, 

also  eine  so  kleine  Summe ,  die  bei  einer  Anleihe  von  30000000 
kaum  in  Betrachtung  kommt. 

Hiernach  stellt  sich  der  Zinsfuss,  in  welchem  diese  Anleihe 
vom  Staate  verzinst  wird,  nahe  auf  5,4  statt  auf  6.  Dieser  Zins- 
fuss bedingt  einen  Curs  von 

ffir  Jemand,  der  eine  Geldanlage  zu  5  Procent  machen  will.  Die 
Schnidscheine  dieser  Anleihe  werden  gegenwärtig  an  der  Börse  zu 
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104  bis  105  aasgeboten,  diess  ist  bei  einem  Staate  von  so  muster- 
hafter Finanzrerwaltung,  wie  Preussen,  ein  billiger  Preis. 


§.  61. 

Fortsetzung. 

Ffir  Jemand,  der  sich  an  dieser  Anleihe  durch  Ankauf  von 
Schuldscheinen  betheiiigt,  stellt  sich  die  Sache  anders,  und  mao 
kann  füglich  zwischen  objectiveni  Zinsfuss,  der  im  vorigen  Para- 
graphen ermittelt  wurde^  und  für  den  Staat  als  Schuldner  gilt,  und 
subjectivem  unterscheiden,  der  im  folgenden  erörtert  werden  soll. 
Kauft  nfimlich  Jemand  einen  Schuldschein,  so  verzinst  sich  der- 
selbe um  so  hoher,  je  niederer  der  Curs  steht.  Tritt  hiezu  der 
günstige  Fall^  dass  der  gekaufte  Schuldschein  schon  im  ersten 
Tilguiigsjahre  zurückgezahlt  wird,  so  steigert  sich  der  Vortbeil 
durch  den  Mehrerlös  aus  der  voll  zurückgezahlten  Summe.  Die 
Ueimzahlung  kann  jedes  Jahr  erfolgen.  Daher  ist  der  Zinsfoss 
veränderlich  und  liegt  zwischen  zwei  Grenzen ,  einem  Maxinnin, 
wenn  der  Schuldschein  im  ersten  Tilgungsjahr,  und  einem  Mini- 
mum, wenn  er  im  letzten  (37stcn)  zurückgezahlt  wird. 

Die  Grenzen  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Werthe  des 
Zinsfusses  bestimmen  sich  auf  folgende  Weise: 

Kauft  Jemand  die  Summe  K  zu  dem  Curse   C,  so  zahlt  er 

K  C 

-jk[r>    Wird  nun  die  Summe  K  im  ersten  Jahre  bei  dem  Zinsfasi« 

p  heimgezahlt,  so  bekommt  er  im  ersten  Halbjahre  die  halbjäh- 
rigen Zinsen  im  Betrage  von  K.Ofipi  und  im  zweiten  Halbjahre 
denselben  Zinsbetrag  sammt  dem  Kapital  A^  Nennt  man  nun 
den  Zinsfuss,  worin  sich  diese  Summen  verzinsen,  x,  und  rabat- 
tirt  die  beiden  Zahlungen  mit  l,Oa:i,  so  muss  der  so  rabattirte 
Werth  der  Ankaufssumme  gleich  sein.  Man  erhalt  daher  folgende 
Gleichung : 


K.C     K.Oftpi      Jr.0,0pi  +  K 
^)  100  ~"    1,0x1    +       1,0V 


oder: 


und  hieraus: 


/>-  -Hl-  4.  M±^ 


2)  hOxi  =  |^+  .^V4Ü(10Ü  +  pi)  +>.,«. 
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Wendet  man  diese  Gleichung  auf  die  preussische  Anleihe  an, 
so  hat  man  p  =  5,  C=96,  zu  ivelchem  Curse  die  Anleihe  aus- 
gegeben wurde,  zu  setzen^   und  man  erhält: 

3) 

l,ftr,  =  ^  +  J5Ö  V4.95.l02,5  +  (p)ä=M  +  jL^^aSm^» 


"  190 

Hiernach  Ist  das  Maximum  des  Zrnsfusses.  in  welchem  sich  diese 
Anleihe  fär  den  Theilnehmer  im  günstigen  Falle  verzinst: 

4)  0?  =  10,393. 

FOr  den  Fall,    als  der  gekaufte  Schuldschein  K  im   letzten 

Jahre  n  zurückgezahlt  wird,  findet  die  zwt^ite  oder  dritte  Methode 

des  §.  59.  zur  Ermittelung  des  Zinsfusses  ihre  Anviendung.     Wir 

wählen  hiezu  die  dritte.     Nennt  man  dann   den   hohem  Zinsfnss, 

in  welchem  sich  das  Kapital  verzinst,  p,  den  Zinsfuss,  worin  es 

vom  Staate  verzinst  wird,    9,    so    hat   man  die  Summen   (Zinse 

und  Kapital),    welche   der   Käufer    während    der  Tilgungszeit   n 

eropflLngt,   in  den  Zinsfuss  q  umzusetzen.     Der  hiedurch  gewon- 

neoe  Werth  ist  dann  nach  dem  in  g.  59.  Gesagten   der  Summe 

Jf.  100 
K^-=, —~i —  gleichzusetzen.     Hieraus  ergiht  sich  die  Gleichung: 

Ar.ioo    y.o,Op,  ,  at.om  ,      ^0,0^^1  .     k 
^^    "c""  i,Of/,   +  1,0^1«  ■*■•'••  1.0^1^ +1%;^ 

oder: 

und  hieraus: 

6)  o,o;ii  - 1  c  ■""  1,0^,2»;  •  1  - 1%|-2» 

Setzt  man  nun  hierin   C=959   qx  =2,5,  n=s37,   so  erhält  man 
für  das  Minimum  des  Zinsfusses  annähernd: 

1)  u,u;?i  -  ^  95  —  i,025^V  '  1  —1,025-'^* 

1,0526315789....-0,1608548 
""  33,5658089 

0,8917768 


'33,5658089 


=  0,02656801. 


Digitized  by 


Google 


188  Oeiitn§er:    Weitere  Ansrükrumg 

Hiernach  stellt  sich  die  niederste  Grenze  des  Ziosfosses^  worin 
sich  diese  Anleihe  fiir  einen  Theilnehmer  verzinst,    auf: 

8)  p  =  5.3136. •.. 

Die  Grenzen  liegen  also  zwischen  10,305  und  5»313....  Die  Rich- 
tigkeit des  in  No.  8)  gefundenen  Werthes  bestätigt  sich  *  wenn 
man  ihn  nach  der  ersten  Methode  prüft.  Eine  Methode,  wodurch 
der  Zinsfuss  p  aus  den  Gleichungen 

n&herungsweise  sehr  leicht  gefunden  werden  kann,  habe  ich  in 
meiner  Anleitung  S.  301  u.  ff.  gegeben,  worauf  ich  verweise. 


§.62. 
Aufgabe. 

Folgender,  der  Wirklichkeit  entnommene  Fall  soll  hier  noch 
eine  Stelle  finden. 

Bei  Begebung  der  grossherzoglich  badischen  Lotterie-Anleihe 
vom  Jahre  1845  im  Betrage  von  14  Millionen  Gulden  fand  eine 
wirkliche  Concurrenz  einiger  Bankhäuser  statt,  die  dem  Staate  zu 
einem  bedeutenden  Vorthelle  gereicht^.  Eine  Gesellschaft  roeh* 
rerer  Bankhäuser  erbot  sich,  110^  fiir  jeden  Schuldschein  von  100 
zu  zahlen.  Die  Anleihe  wurde  dieser  Gesellschall  zugewiesen. 
Der  Staat  bekam 

14000000. 1,10625  =  14875000 

statt  14  Millionen  und  hatte  einen  Gewinn  von  1487500  Gulden. 
Die  Anleihe  wurde  zu  3,5  Procent  hei  einer  Tilgungszeit  von  40  Jah- 
ren abgeschlossen.  Die  Tilgung  und  Verzinsung  geschieht  halb- 
jährlich. Diese  Bemerkungen  geben  Veranlassung  zu  folgender 
Frage,  wobei  wir  der  bequemeren  Rechnung  wegen  für  die  An- 
leihe die  Summe  10  statt  14  Millionen  und  ein  Aufgeld  von  10 
statt  10,625  Procent  wählen. 

1)  Eine  Anleihe  von  10000000  ist  unter  der  Bedin- 
gung abgeschlossen,  dass  sie  zu  3,5  Procent  verzinst 
in  40  Jahren  durch  gleiche  halbjährlich  zu  bezahlende 
Summen  verzinst  und  getilgt  werde.  Ein  Darleiher 
fibernimmt  die  Anleihe  zum  Curse  110  statt  100. 

a)  Es  fragt  sich:    Wie  gross  ist  der  Zinsfuss,   wenn 
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die  Schuld   durch   die  erhaltene  Samme  in  40  Jahren 
getilgt  werden  soll. 

b)  Das  erhaltene  Aufgeld,  das  der  Staat  zu  4  Pro- 
cent verwenden  kann,  soll  sammt  den  daraus  fällig 
werdenden  Zinsen  zur  Tilgung  der  Anleihe  verwendet 
werden.  Es  fragi  sich:  reicht  dasselbe  zur  Tilgung 
und  Verzinsung  aus  oder  muss  der  Staat  halbjährlich 
ausser  den  hieraus  zu  verwendenden  Mitteln  noch  eine 
Summe  zulegen,   und  welche? 

c)  In  wie  viel  Jahren  wird  die  Anleihe  getilgt  sein, 
wenn  die  Zinse  des  Aufgeldes  zur  Tilgung  derselben 
verwendet   werden? 

Auflösung  zu  a).  Nennt  man  die  Summe,  welche  halbjähr- 
lich zur  Tilgung  und  Verzinsung  einer  Anleihe  von  10  Millionen 
bei  3,5  Procent  in  40  Jahren  erfordert  wird,  L,  so  bat  man  zu 
ihrer  Bestimmung: 

I)       10000000=pj^  +  f^gj7P+|^ÖJ^+....^^ 


--^'^    0S'"-  =  L.42,879g347, 


und  hieraus: 


^  ^=4^^=233209.3. 

Dm  den  Zinsfuss  zu  finden,  hat  man  die  halbjährliche  Summe 
durch  80  Halbjahre  zu  rabattiren.  Nennt  man  den  jährlichen  Zins- 
fiiss  X,  so  wird  die  hieraus  sich  ergebende  Summe  dem  Kapital 
sammt  Aufgeld  gleichzusetzen  sein.    Das  Aufgeld  beträgt: 

10000000.0,1  =  1000000. 

Hiernach  ist: 

^  „nnminn     283209.3     233209.3         233209.3 

=233a09^.i-^-. 


l-l.ftr,-«>     11000000 
*'  COtTj       —  233209.3 -*''"'^'*^- 

Theil  XXXVIl,  13 
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Wendet  man  nun  die  in  meiner  Anleitang  S.  301.  gegebene 
Methode  an  und  sucht  in  der  entsprechenden  Tafel  in  der  SOsten 
Horizontalreihe  die  Zahl  47,16792  auf,  so  ßillt  dieselbe  swischen 
46,407323  und  50,386657,  also  nfiher  an  erstere  als  letztere.  Der 
fragliche  Zinsfuss  Xi  liegt  also  nfiher  bei  1,5  als  bei  1,25.  Inter- 
polirt  man,  so  ergibt  sich  derselbe  zu  1,5  —  0,0477....  =  1,45  ganz 
nahe  und  der  Staat  hätte  hiernach  das  Kapital  in  dem  Zinsfuss 
2,9  zu  verzinsen. 

Untersucht  man  nun  den  gefundenen  Wertb  nach  der  ersten 
Methode  des  §.59.,  also  mit  Rücksicht  auf  No.  3)  dieses  Para* 
graphen,  nach  der  Gleichung: 

1 I  0145~M 

6)  JT,  =233209.3.       qg,^ 

SO  hat  man: 

lgl,0145-«>=  0,4998360-1  =lg0,3161084. 

^      o^Qono  Q  1-0>3161084  _  233209,3.0,6838916 

Ig233209,3  =5,3677459 
Ig0,6838916  =  0,8349873—1 

6,2027332 
Ig0,014ö       =0,1613680-2 

N.  7,0413652  =n099950ü, 

6)  JTi  =  10999500. 

Der  so  fQr  JTi  gefundene  Werth  ist  daher  von  demjenigen»  der 
nach  No.  3)  hfitte  gefunden  werden  sollen,  nur  um  11000000 
— 10999500  =  500  von  dem  richtigen  verschieden.  Der  gefundene 
Zinsfuss  2,9  ist  daher  ganz  nahe  genau  und  um  ein  ganz  Unbe- 
deutendes zu  gross. 

Auflosung  zu  b).  Nach  No^  2)  wird  zur  Tilgung  der  An- 
leihe halbjährlich  die  Summe  233209,3  erfordert  Man  findet  die 
Tilgungssumme  des  ersten  Halbjahres,  wenn  man  den  halbjähr- 
lichen Zinsbetrag  der  Schuld  10000000.0,0175  =  175000  hieven 
abzieht,  und  erhält  daher: 

A^  =233209,3  —  175000=58209,3. 

Soll  nun  das  Aufgeld  von  1000000,   das  zu  4  Procent  verwendet 
werden  kann ,  zur  Schuldentilgung  während  80  Halbjahren  verwen 
det  werden,  so  ergibt  sich  die  Summe  L,  welche  halbjährlich  hie 
fiir  disponibel  gemacht  werden  kann,  aus  folgender  Gieichnog: 
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innnnnn      ^    i    ^    i^     i         X^    _  .  l-l,02-ao 
luwuijü-  ,^2  +  1,02«  +  1.02»  +  •    1,02*>  ""  ^-      0,02       ' 

ood  hieraus: 

^  .      1000000.0,02       1000000       _,_^ 

Hieroach  mass  der  Staat  ausser  den  Zinsen  die  halbjährliche  Summe 

8)  S  =  58209,3—25160,7  =  23048,6 

zuschiessen,  denn  er  kann  25160,7  aus  dem  Aufj^eld  halbjShrlich 
schöpfen.  Aus  eigenen  Alitteln  hat  dann  der  Staat  halbjährlich 
nur  die  Summe  208048,6  zur  Verzinsung  und  Tilgung  zu  ver- 
wenden,  um  in  40  Jahren  die  ganze  Schuld  zu  tilgen. 

Dass  diese  Werthe  richtig  sind,  ergibt  sich  aus  folgender 
einfachen  Prüfung: 

1 1  Ol  75-Ö«    •  1—1  0175-** 

^*®®'^'       0,0175        +  20«M8,6,       o,0175 

=  26160,7.42,8799347  +  208048,6.42,8799347 

=  1078889,3  +  8921 110,6  =  9999099,9. 

Auflösung  zu  c).  Da  das  Aufgeld  zu  4  Procent  benutzt 
werden  kann,  ^o  beträgt  die  Tilgnngssumme  eines  jeden  Halb* 
Jahres  1000000.0,02  =  20000.  Sie  wächst  in  diesem  Falle  nach 
dem  frfiher  Gesagten  halbjährlich  um  2  Procent.  Die  Anleihe  wird 
daher  getilgt  sein,  wenn  die  halbjährlich  verwendbaren  Summen 
der  Sehttldsamme  gleichkommen.    Diess  fiShrt  zu  der  Gleichung: 

9)  10000000=20000.  ^^^J^. 
Hieraus  bestimmt  sich  die  Zahl  der  Halbjahre  (n)  durch 

W)  «  -  Ig  1,02  -  0,0086002  -  ^^^^^^* 

Die  gaoze  Anleihe  wird  also  allein  durch  die  Zinsen  des  Auf- 
^Ides  in  61,5  Jahren  getilgt  sein,  wobei  der  Staat  in  dieser  Zelt 
nor  die  Zinse  der  Anleihe  halbjährlich  im  Betrage  von  175000 
so  zahlen  hat. 

8.63. 

ikllgemeine  Bemerkungen  über  Staatsanleihen  und  die 
vortheilhafteste   Art  ihrer  Tilgung. 

Der  Zweck  der  Aufnahme  einer  Staatsanleihe  ist  die  Befrie» 

13» 
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(ligung  irgend  eines  eintretenden  Bedürfnisses,  das  nicht  ans  den 
laufenden  Einnahmen  gedeckt  Herden  kann.  Diese  BedGrfnisse 
Icunnen  verschiedener  Natur  sein  und  in  mancherlei  VerbSltnissen 
ihren  Grund  haben,  wodurch  sich  wohl  auch  die  Art,  sie  zu  til* 
gen,  bedingen  wird.  Hieher  geboren  Ausgaben  von  vorfiliergeh- 
ender  Natur,  wie  der  einmalige  Ausfall  in  den  Jahreseinnabmeii 
und  ein  dadurch  entstehendes  Deficit ,  oder  Ausgaben  flBr.  blei- 
bende Einrichtungen,  wie  die  Anlage  der  Eisenbahnen,  Verkehrs- 
wege, Culturverbesserungen ,  Herstellung  von  Gebäuden,  Einrich- 
tung neuer  Industrie- Anstalten  u.  s.  w. 

Es  kann  nun  nicht  die  Absicht  sein,  hier  auf  eine  Erurtennig 
dieser  Bedärfnisse  einzugehen,  da  unsere  Aufmerksamkeit  nur 
daraufgerichtet  ist,  die  vortheilhafteste  Einrichtung  der  Tilgung»- 
piSne  anzudeuten. 

Nach  den  in  diesem  und  in  dem  vorhergehenden  Kapitel  an- 
gestellten Untersuchungen  treten  hauptsächlich  drei  TilgungsplSne 
hervor,  die  Berücksichtigung  verdienen: 

a)  Tilgungspläne,  bei  welchen  die  Zahlungssumroen  abnehmen, 

b)  solche,   bei  welchen  die  Zahlungssummen  zunehmen,  and 

c)  solche,    bei  welchen  dieselben  gleich  gross  sind. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  im  ersten  Falle  die  Gegenwart  und 
die  ihr  zunächst  liegende  Zeit  mehr  als  die  spätere  Zukunft  be- 
lastet und  die  Steuerkraft  der  Staatsangehörigen  in  oDgleichem 
Maasse  in  Anspruch  genommen  wird.  Dasselbe  gilt  umgekehrt 
im  zweiten  Falle,  in  welchem  die  Gegenwart  und  die  ihr  zunächst 
folgende  Zeit  anf  Kosten  de^  späteren  Generation  erleichtert  whrd. 
Beiden  Ungleichheiten  begegnet  die  dritte  Tilgungsart<,  indem  die 
frühem   und   spätem  Generationen  gleichförmig  belastet  werden. 

Die  erste  Tilgungsart  ist  die  ungewöhnliche,  und  es  ist  ma 
nicht  bekannt,  dass  ein  derartiger  Tilgungsplan  von  den  Finanz- 
verwaltungen gewählt  wurde.  Dennoch  mochte  es  Fälle  gehen, 
worin  diese  Tilgungsart  gerechtfertigt  wäre,  namentlich  dann, 
wenn  ein  vorübergehender  Ansfoll  in  den  Einnahmen  dnrch  ^ine 
Anleihe  gedeckt  werden  soll.  Man  kann  wohl  verlangen,  dass 
wenn  der  Fall  eintritt,  dass  die  Einnahmen  zur  Deckung  der  lau- 
fenden Verwaltungskosten  nicht  hinreichen,  die  Gegenwart  ge- 
halten sei,  ihre  Bedürfnisse  aus  ihren  Mitteln  durch  Einhehong 
'vorübergehender  höherer  Steuerbeträge  zu  bestreiten.  Ist  diess 
aber  nicht  möglich  oder  wird  dieser  Weg  nicht  betreten,  so  ist 
es  billig,  dass  die  Jetztzeit  in  diesem  Falle  stärker  belastet  werde, 
als  die  Zukunft,   ond  sich   nicht  auf  Kosten  der  spätem  Genera- 
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tion  erleichtere.  Jedeofalls  dürften  Tilgungepläne  mit  wachsen- 
den Suminen  hier  nicht  gewählt  werden.  Ein  Gleiches  gilt  bei 
solchen  Einrichtangen  oder  Verbesserungen ,  welche  hauptsächlich 
im  Interesse  der  Gegenwart  hegrtlndet  sind. 

Häufiger  wird  die  zweite  Art  gewählt,  wornach  die  Anleihen 
darch  steigende  Zahlungssummen  getilgt  werden/  Diess  ist  der 
FaH  bei  der  grossherzoglich  badischen  Eisenbahn- Anleihe  vom 
Jahre  1845  (§.56.)  und  auch  bei  der  Lotterie -Anleihe  vom  Jahre 
1840,  worüber  das  Nähere  in  meiner  ^«Theorie  der  Lotterie- An- 
lehen"  nachzusehen  ist.  Diese  Tilgungsart  mag  zum  Theil  in 
der  Neigung  einer  Finanzverwaltung  liegen,  die  Befriedigung  der 
dem  Staate  obliegenden  Schuldigkeiten  der  spätem  Generation  zu 
fiberantworten.  Doch  ist  abgesehen  von  dieser  Muglichkeit,  nicht 
zu  verkennen,  dass  diese  Tilgungsweise  bei  vielen  Fällen  in  der 
Sache  begründet  ist.  Hieher  gehoreti  alle  Anleihen,  die  für  Eisen- 
bahnen oder  solche  Verbesserungen  und  Einrichtungen  gemacht 
werden,  deren  Vortheile  und  Erträgnisse  sich  erst  vollständig  in 
der  Zukunft  entwickeln,  also  auch  dieser  zu  gut  kommen.  Es 
ist  daher  gerechtfertigt,  dass  die  spätere  Generation  eine  dem 
grossem  Vortheil  entsprechende  grossere  Belastung  Qbernehme. 
Femer  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  mit  Verbesserung  der  Ver- 
kehrswege sich  die  Industrie  und  der  Verkehr  und  dadurch  die 
Steuerkraft  hebt,  und  daher  der  Zukunft  eine  grossere  Belastung 
angemuthet  werden  kann. 

Weniger  als  der  zweite  ist,  so  viel  mir  bekannt,  der  dritte 
Weg  betreten.  Hierher  gehört  die  preussische  Anleihe  vom  Jahre 
1859  (§.  68.),  die  durch  gleiche  Zahlungssummen  getilgt  wird. 
Sie  dürfte  sich,  obwohl  wenig  benutzt,  als  sehr  vortheilhalt  erweisen. 

Betrachtet  man  nämlich  den  Staat  im  Allgemeinen,  als  nicht 
einem  bestimmten  Zeitraum  angehorig  und  In  seinem  Bestehen 
Dicht  an  einzelne  Jahre  geknüpft  und  eingeschlossen,  sondern  ab 
von  einem  hohem  Sti^ndpunkte  aus  die  zeitlichen  Bedürfnisse 
beobachtend  und  ihre  Befriedigung  überwachend,  die  Wünsche 
und  Hoffoungen  der  Zukunft  über  den  Interessen  der  Gegenwart 
nicht  vergessend,  und  umgekehrt^  ausgleichend  nach  allen  Be- 
ziehuDgeo,  beständig  in  zeit-  und  sachgemässer  Entwickeinng 
begriffen,  als  einer  und  derselbe  in  allen  Verbältnissen  und  Zei- 
ten, so  dürfte  eine  gleichförmige  Belastung  seinem  Wesen  und 
der  Forderung  seiner  Interessen  am  sachgemässesten  entsprechen, 
und  jedenfalls  derjenigen  vorzuziehen  sein,  welche  eine  Zeitpe- 
riode vor  der  andern  erleichtert,  wenn  nicht  entscheidende  Gründe 
eine  Ausnahme  bedingen.     Treten  diese  aber  maassgebend  ein. 
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so  wird  nach  dem  Gesagten  im  eiAzelnen  Falle  immer  die  rich- 
tige Ausgleichung  gefunden  werden  können.  Wird  in  einem  sol- 
chen Falle  ein  Tilgungsplan  etwa  mit  steigenden  Zahlungssummeo 
fOr  einen  grossem  Zeitraum  gewählt,  so  dürfte  dahin  zu  wirken 
sein,  dass  sich  dieselben  nicht  schliesslich  zu  einer  solchen  Höhe 
erheben,  dass  die  Durchführung  illusorisch  gemacht  und  selbst 
wieder  eine  neue  Anleihe  erfordert  wird,  um  dem  Staate  die  Ein- 
haltung seiner  Verpflichtungen  zu  ermöglichen.  Hiedurch  wurde 
die  Tilgung  der  Anleihe  nicht  erwirkt,  sondern  auf  einem  spStern 
Zeitraum  hinausgeschoben. 

Diese  Bemerkungen  finden  z.  6.  ihre  Bestätigung  bei  der  Til- 
gung der  badischen  Lotterie-Anleihe  vom  Jahre  1840  im  Betrage 
von  5  Millionen  Gulden, 'die  einen  Zeitraum  von  25  Jahren  umfasst. 

Diese  Anleihe  ist  auf  den  sehr  günstigen  Zinsfuss  3,5  basirt, 
wird  aber  nach  einem  so  ungünstigen  Plane  getilgt,  dass  die  an- 
fängliche Schuld  von  5000000  nach  16  Jahren  sich  auf  die  ttObe 
vob  5503176  Gulden  steigert«  anstatt  zu  sinken,  und  die  eigent- 
liche Kapital -Abtragung  in  die  letzten  8  Jahre  des  Tilgungsplans 
zurückgedrängt  wird.  Diess  hat  zur  Folge ,  dass  die  letzten  acht 
Zahlungssummen  zusammen  6971675  (nahe  6  Million  Gulden)  und 
die  drei  letzten  je  eine  Million  in  runder  Zahl  betragen,  während 
eine  Reihe  von  Zahlungen  in  den  früheren  Jahren  nicht  einmal 
die  Zinse  der  Schuld  absorbirt. 

Auf  das  Unvortheilhafte  solcher  Tilgungspläne  habe  ich  schon 
in  meiner  „Theorie  der  Lotterie  -  Anlehen''  pag.  43.  u.  (T. 
aufmerksam  gemacht  und  verweise  deswegen  dorthin. 

Ist  nun  ein  Tilgungsplan  auch  auf  ganz  ungünstige  Weise 
entworfen  und  festgestellt«  |so  kann  allerdings,  wie  ich  schon  in 
meiner  Anleitung  gezeigt  habe,  und  wie  auch  ans  den  in  diesem, 
dem  ersten  und  dritten  Kapitel  aufgestellten  Sätzen  hervorgebt, 
nachgewiesen  werden,  dass  die  nach  ihm  fälligen  Zahlungssummen 
(Zinse  und  Tilgungssummen)  immer  auf  den  Werth  der  aufge- 
nommenen Schuld  zurückführen,  wenn  sie  in  demselben  Zinsfuss 
rabattirt  werden,  worin  die  Anleihe  verzinst  wird.  Objectiv  er- 
gibt  sich  also  hieraus  kein  Nachtheil  für  den  Schuldner.  Den- 
noch kann  eine  Schuld  nach  verschiedenen  Tilgungsplänen  zurück- 
gezahlt werden,  und  es  wird  sich  zeigen,  dass  in  dem  einen  oder 
andern  Falle  eine  grossere  oder  kleinere  Gesammtsumme  in  dem 
nämlichen  Zeitraum  gezahlt  werden  muss,  wenn  man  sämnitlicbe 
Zahlungssummen  unter  einander  vergleicht,  während  die  Rabatti- 
rung  in  dem  einen  oder  dem  andern  Falle  immer  auf  die  gleiche 
Summe  fiihrt  Im  zweiten  und  dritten  Kapitel  wurde  schon  in 
den  bezüglichen  Fällen  hierauf  hingewiesen. 
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Es  ist  nuD  klar,  dass  jeder  Privatmann,  der  eine  Schuld  lu 
tilgen  bat  9  denjenigen  Tilgungsplan  vor  dem  andern  wählen  wird, 
welcher  von  ihm  im  Laufe  der  Zeit  die  geringeren  Zahlung8sum- 
men  fordert.  Eine  sorgßlltige  und  sparsame  Finanzverwaltnug  wird 
wohl  dasselbe  thun.  Es  dfirfte  sich  daher  der  Mfihe  lohnen,  den 
nibern  Nachweis  Aber  die  vortbeilbafteste  Einrichtung  der  Til- 
gongspläne  zu  geben. 

§.  64. 
Fortsetiung. 

Zur  Lieferung  dieses  Nachweises  nehmen  wir  die  Elemente 
aas  dem  dritten  Kapitel  und  vergleichen  die  verschiedenen  Til- 
gungspiSne  nach  dem  in  §.  63.  gegebenen  Schema  unter  einander. 

a.    Tilgungspläne    bei   gleichen    Abtragssummen. 

Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung  jährlich  und  soll  die 
Gesammtsumme,  welche  im  Laufe  der  Tilgungszeit  zu  zahlen  ist, 
bestimmt  werden,  so  hat  man  die  in  No.  1)  §.  32.  angegebenen 
Werthe  zosammen  zu  zählen.    Hiernach  erhält  man  : 

1)  Si=iiil  +  njr.O,C!p— ^^J^ii.0,0^ 


=ni<  +  n(jr-.(n— l)^.0,i 


V 


)fip. 


Geschiebt  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung  halbjährlich, 
80  ergibt  sich  die  Gesammtsumme  fär  die  ftlligen  Werthe  aus 
der  Gleichung  No.  8)  §.  32.  und  man  erhält: 

S»  =  n^  +  2nJr.0,(]^ -.2^^^5^)^.0,0/>,. 
Da  nun  2.0,G!pi=^2-0,o|=:0,Op  ist,  so  entsteht: 

2)  S,  =  »^  +  »jr.O,Op-  ^^1^^^  .4.0,0^. 

Nach  No.  1)  und  No.  2)  ist  8i  =  S^.    Diess  ßihrt  zu  dem  Satze: 

3)  Wird  eine  Anleihe  durch  gleiche  Abtragssummen 
getilgt,  and  geschieht  die  Tilgung  jährlich,  die  Ver- 
zinsung   aber    jährlich    oder   halbjährlich,    so    ist   die 
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Samme  sfimmtlicher  nach  den  beiden  Ttlgongsplänen 
fslligeo  Zahlungsleistungen  gleich  gross. 

Geschiebt  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  und  so, 
dass  die  halbjährliche  Tilgungssumme  die  Hälfte  der  jährlichen 
Ax  =  iA  ist,  so  kommt  die  Gleichung  No.  12)  §.  32.  in  Anwendung 
und  die  Summe  sämmtlicber  nach  dem  TUgungsplane  fUliß  wer- 
denden Zahlungen  ist: 

4)  Si  =  2n^i+2njr.0,0pi-?^^^j^*-^^i.0,qp,/ 

Nun  ist  2i<,=:  J,  2.0.0^1  =0,(V>,  (2n-l).i<i=2{n-4Mi=(n-4)i<, 
und  hieraus  durch  Einführung: 

5)  S^^nA^nK.Ofip'-n{n-k)-^.fifip 

=  nil  +  n(jr-(«-i)|).O,0p. 
Vergleicht  man  nun  Si  oder  S^  mit  S^  und  bemerkt,  dass 

(Jf-(n-l)  ^)0,0p  >  (jr-  (n-i)|)0,Op 
oder 

SO  folgt  hieraus: 

6)  Wird  eine  Anleihe  durch  gleiche  Abtragssum- 
men getilgt  und  geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung 
halbjährlich  und  so,  dass  die  halbjährliche  Tilgungs- 
summe  die  Hälfte  der  jährlichen  Tilgungssumme 
(^i=|i4)  beträgt,  so  ist  die  Summe  sämmtlicber  nach 
dem  Tilgiyngsplane  fälliger  Zahlungsleistungen  klei- 
ner, als  wenn  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung 
jährlich  oder  halbjährlich  in  der  gleichen  Zeit  ge- 
schieht. 

'  Derselbe  Satz  gilt,  wenn  die  Abtrags-  oder  Tilgungssummen 
um  gleich  viel  zu-  oder  abnehmen. 

Schon  in  §.  33.  und  §.  36.  u.  s.  w.  wurde  im  besondern  Fall 
auf  diesen  Satz  hingedeutet.     Hier  findet  er  sich  bewiesen. 
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b.  TilgongsplSoe,  bei  welchen  die  Abtrags-  oder  TU- 
gUDgssamnien     in    einer    geometrischen    Progression 

wachsen. 

Geschiebt  die  Tilgung  uod  Verzinsung  jShrlich,  so  ergibt  sich 
ffir  die  Summe  aller  nach  dem  Tilgungsplane  erforderlichen  Zah- 
lungsleistungen aus  No. 5)§. 39.  durch  folgende  Gleichung: 

wenn  A.Qfip^  um  die  Reihen  zu  vervollständigen »  zu-  und  abge- 
zählt wird.  Ist  n  keine  ganze  Zahl ,  so  mnss  noch  die  Restscbuld 
S^  zugezählt  werden. 

Geschieht  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung  halbjähr- 
Hchy  so  entsteht  aus  No.  16)  §.  39.  für  die  Gesaromtsumme  aller 
nach  dem  Tilgungsplan  f&lliger  Zahlungsleistungen: 

8) 

9  -'^«rnft»    I   A  J'0«P"-^      2^.0.0pi    1,0«>"-1  .  2n^.0,()p, 

^^^    .   .  1.0«^-l  A      0,0p \  .  nA.Qfip 

=«j:.o.(^+.<.^gjjjj-.(^i-pj^;  +  -pj^. 

Auch  hier  Ist  erforderlichen  Falls  die  Restschuld  Su  «n  berfick- 
siehtigeo.  Aus  No.  7)  und  No.  8)  folgt,  dass  Si^  S^  ist  Der 
in  No.  3)  aufgestellte  Satz  gilt  auch  hier. 

Geschiebt  aber  die  Tilgung  und  Verzinsung  halbjährlich^  so 
kommt  No. 21)9-39.  in  Anwendung.  Setzt  man  nun,  um  eine 
Vergleichung  mit  No.  7)  und  No.  8)  zu  gewinnen,  den  Procent- 
satz, um  welchen  dieTbeilungssumme  halbjährlich  wächst,  toisifo, 
und  die  halbjährliche  Tilgungssumme,  die  vorerst  in  Frage  steht, 
J|,  so  ist  die  Gesammtsuu^me  aller  Zahlungsleistungen: 

wenn  }%(u^  ^^^  Vervollständigung  der  Reihen  zu-  und  abge- 
zählt wird.  Da  nun  2.0^=0,0/1,  ^=|^«t,sogehtdie«j 
Gleichung  in  folgencle  Aber: 
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wobei  noch  erforderlichen  Falls  S^m  zugezählt  werden  muss. 

Vergleicht  man  nun  No.  9)  mit  No.  7)  oder  No.  8),  so  ist  so 
bemerken,  dass  es  sich  in  beiden  Fällen  um  Tilgung  einer,  und 
derselben  Anleihe  K  in  dem  gleichen  Zeitraum  n  handelt,  und 
dass  die  Anleihe  getilgt  sein  wird,  wenn  die  sämmtlichen  Til- 
gungssummen der  Anleihe  gleich  gekommen  sind'.  Hiernach  bat 
man  ffir  No.  7)  und  No.  8) : 

l,Ow»— I 


K=A. 


und  för  No.  9): 


und  hieraus: 


0,0w     • 


*"^  ^-     0,Oio     -"**       0,0tOi 

Wendet  man  den  Inhalt  dieser  Gleichung  auf  die  Beurtbeilung 
des  Wertbes  von  S^  und  S^  in  Beziehung  auf  S%  an^  so  zeigt 
sich  in  No.  7),  No.  8)  und  No.  9)  dass  die  beiden  ersten  Glieder 
einander  gleich  sind  und  dass  daher»  wenn  iS^  von  Si  oder  S% 
verschieden   ist»    der  Grund  des  Unterschiedes  in    dem    dritten 

^,.  _,     nA.Qfip       .  2n/l,.0,0p  ,.  .«  rr     j-  i. 

®'*®^^®  — OCVti,      """  — q\v  hegen  müsse,    um  diess  za  be- 

stimmen, dient  die  Gleichung  No.  10).  Aus  ihr  erhält  man,  wenn 
die  rechte  Seite  mit  2  multiplicirt  und  dividirt  wird : 

l,0tc«-l_2Jt.l,atOi>'~l     ^^    hOwy^'-l 
^  '"OJSio     ""       2.0,0tri        ""^'***      O.OfD      • 

und  hieraus: 

A         l,Oiri««— I 


U) 


2ilt  •"    l.OtD--! 


Da  nun,    wie  früher  gezeigt  wurde,    l,Owi*"  —  1  >  l,Ow* —  1, 

wenn  fO|  =  |to,  so  ist  auch  il  >  ^Ai  oder  -n>  ^li,  folglich   auch 
ni<.0,Op^  ^    .     0,0;> 

Hieraus  folgt,  dass  auch  in  dem  vorliegenden  Falle  <S|  >  5^ 
ist.  Es  gilt  daher  auch  der  in  No.  6)  aufgestellte  Satz  jedoch 
unter  der  Voraussetzung: 
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12)  dass  die  Tilgungssiimme  des  ersten  Halbjahres 
kleiner    als    die   Hälfte   von  der    des   ersten  Jahres  in 

No.  7)  oder  No.  8)  ist,   4  <  ^. 

Die  frohere  Voraussetzung ^  dass  Ai^-ä»    ist  nicht  znISssig, 

vrie  sich  leicht  zeigt.  Setzt  man  nämlich  Ay:=z^A  in  No.  9),  so 
geht  diese  Gleichung  nach  den  gehörigen  Veränderungen  in  fol- 
gende über: 

da  2.0,Oto,=:0,Oto  ist.  Es  wird  daher,  da  l,Oti»|*"— 1>  J,Oto»-l 
ist«  i$4  >  jS^  sein.  Dieses  Resultat  steht  im  Widersprach  mit 
No.  10)  >  weil  offenbar 

l,Otr"-l      ^    l,Ott>,^— 1  l,Otp^g>  —  1 

^'     0,0«?      ^  2  *      0,Öwi      ""^-       0,Oic 

ist»  also  nicht,  wie  No.  10)  verlangt,  gleich  gross  sein  kann. 

Wird  dennoch  Ai  ^iA  in  No.  21)  §.39.  oder  in  No.  9)  dieses 
Paragraphen  gesetzt,  so  ist  die  nothwendige  Folge,  dass  2it<n 
sein  mass,  om  der  Gleichung  No.  10)  zu  genügen,  und  wenn  der 
Tilgangsplan  No.21)  §.39.  in  Kraft  bleiben  soll.  Ist  aber  2n<n, 
dann  wird  auch  der  Satz  No.  6)  wieder  in  Kraft  treten. 


c.     Tilgungsplfine,    bei   welchen    die  Zahiungssummen 
(Zinse  und  Tilgungssummen)  gleich  gross  sind. 

Die  zu  gewinnenden  Resultate  ergeben  sich  in  diesem  Falle 
sehr  leicht,  wenn  man  beachtet,  dass  sofort  nach  No.  14)  §.39. 
der  Zinsfnss  und  der  Procentsatz,  um  welchen  die  Tilgungssum» 
men  steigen,  einander  gleich  sein  müssen.  Setzt  man  daher  p=w, 
so  hat  man  bei  jährlicher  Tilgung  und  Verzinsung  aus  No.  7) : 

14)  Si=znK.0,0p^7iA  =  n(K.0,0p  +  A); 

b^  jährlicher  Tilgung  und  halbjährlicher  Verzinsung  aus  No.  8) : 

15)  S,=2njr.0,0ft+?^^^^^^  =  n(i:.0,0p  +  ^); 

bei  halbjährlicher  Tilgung  und  Verzinsung  aus  No.  9) : 

16)  S^  =  "hUC.O.Opi  +2«4  =  n(j:.0,Op  +  2^,), 

und  es  ist  5i  =  S«;  i^  <  iS|  =<S2,  da  ^i  <1J  ist.    Diese  Sätze 


Digitized  by 


Google 


200  Oettingtr:     Weitere  Ausführung 

rechtfertigen  sich  auch  einfach  dadurch ,  dass  JT.OyOp^-^  >»  ^^ 
beiden  ersten  Gleichungen  die  jShrliche  und  JT.O^Opi  4-'^  in  No.  10) 
die  halbjährliche  Zahlungsleistung  auedrücict  und  A^  <,\Ai  sein  muss. 

Hieraus  entnimmt  man  folgenden  allgemeinen  Satz: 

17)  Die  halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung  einer 
Anleihe  ist  unter  den  genannten  Bestimmungen  vor- 
theilbafter,  als  die  jährliche  Tilgung  bei  halbjährli- 
cher oder  jährlicher  Verzinsung,  denn  die  aus  ihr  hervo^ 
gehenden  Gesammtzahlungen  belasten  den  Schuldner  in  geringerem 
Maasse,  als  die  jährliche  Tilgung  mit  jährlicher  oder  halbjährlicher 
Verzinsung. 

Der  hier  nachgewiesene  Vortheil  geht,  wie  man  sieht,  einzig 
aus  der  Einrichtung  des  Tilgungsplans  hervor  und  empfiehlt  sich 
von  selbst  allen  sorgßiltigen'  Finanzverwaltungen.  In  den  meisten 
mir  bekannten  Tilgungsplänen  ist  diese  Einrichtung  nicht  zur  Ans- 
föhrung  gebracht,  ob  sie  gleich  im  Interesse  des  Staates  liegt 
und  sieb  leicht  in  der  Wirklichkeit  ausffihren  lässt,  ohne  die  In- 
teressen der  Staatsgläubiger  im  Mindesten  zu  verletzen. 


§.66. 
Anwendung. 

Das  Gesagte  soll  an  besoodern  Fällen  nachgewiesen  werden. 
Wir  wählen  hiezu  die  schon  behandelte  badische  und  preussiscbe 
Anleihe. 

Wird  die  badische  Anleihe  im  betrage  von  10  Millionen  Gol- 
den bei  4  Procent  in  einem  Zeiträume  von  44  Jahren  durch  gleiche 
Abtragssunimen  getilgt,  so  ergibt  ^ich  die  Gesammtsumme,  welche 
bei  jährlicher  Tilgung  und  jährlicher  oder  halbjährlicher  Verzin- 
sung auf  die  Heimzahlung  verwendet  werden  muss,  nach  No.  I) 
und  No.  2)  §.  64.,  wenn 

100A0000 
*=10000000,   p=4.   n  =  44,    il  =  ^^^^^^^^^  =  227272,72 

gesetzt  wird.    Es  entsteht: 

1) 

S,  =44.227272,72  +  44.  IOOQOOOO.0,04  +  ^^.227272,72.0,04 

=  10000000  +  17600000  -  4600000 

=23000000, 
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bei  halbjährlieher  Tilgung  und  Verzinsung  uach  No.  4)§.  64.,  da 
4  =  10«^«0«  =  113636.36....  ist: 

2) 

88  87 
Ä,  =  88.113636,36+88.10000000.0,02 -^J^.113636,36.0,02 

=  10000000  + 17600000—8700000 

=  18900000. 

Nach  dem  vom  Staate  aufp;eeitellten  Ttlgungsplane  ist  zu  zahlen 
bei  jährlicher  Tilgung  und  halbjährlicher  Verzinsung  nach  No.  8)  §.  64.: 

3) 
S, = 44 .  10000000 . 0,04  +  50000 .  ^^^^ .  ^l  -  ^^) 

+44.50000.g|g  +  «4» 
=  17600000+50000. 199,7580319.4  +  ^^^^^^.  12098,406 

=  17600000 + 3329300,5316  +  1466666,66 . . ..  +  12098,406 
=22408066,604. 

Wflrde  diese  Anleihe  unter  den  nSmIichen  Bedingungen  durch 
balbjftbriiche  Tilgung  und  Verzinsung  zurückgezahlt,  so  wäre  die 
TilguDgssumme  des  ersten  Halbjahres  fflr  tO|=3: 

_  10000000.0,03_  10000000  _  _ ._„  - 
"••  ~       l,03««  - 1       "415,9853932  ~  "»^'^' 

IglOOOOOOO    =7,0000000 
Ig415,985393 =2,6190781 

N.  4,3809219 = 24039,30. 

Durch  EhifiBhrang  dieses  Werthes  in  No.  9)  §.  64.  entsteht : 

4) 

a^  =  44.10000000.0,04  +  24039,3.^2^^^. i +88.24039,3.$ 

=  17600000  +  3333333,33  +  1410305,6 
=  22343638,9. 
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WQrde  die  Anleihe  dorch  gleich  grosse  Sommen  In  44  Jahreo 
zurfickgezahlt  werden,  so  hat  man,  um  die  Gesammtsamme  der 
Zahlungen  bei  jährlicher  Tilgung  und  jährlicher  oder  halbjährlicher 
Verzinsung  zu  erhalten,  zuerst  die  Tilgungssnmme  des  ersten 
Jahres  Ä  bei  4  Procent  zu  bestimmen.     Es  ist: 

,     10000000.0,04  _  10000000      ,^,^.^ 
^-      1,04**— 1       ~  116,4128769 -^^^^^^•'*®' 

Ig  10000000  =  7,0000000  ^ 

Igll5,41287=  2,06-22542 

N.  4,9377458:=  86645,6. 

Durch  EinfOhrung  dieses  Werthes  in  No.  14)  oder  No.  15)  §.  64. 
entsteht : 

6)     ^  =  44(10000000.0,04  +  86645,46)  =  44.486645,46 
=  21412400,24. 

Geschähe  unter  dieser  Voraussetzung  Tilgung  und  Verzinsung 
halbjährlich,  so  hat  man  die  Tilgungssumme  des  ersten  Halbjah- 
res Ai  zu  bestimmen.    Sie  ist: 

.  _  10000000^0,02      10Mq000_ 
^1  —       i;ö2«»:-1       ~-236;6l77011"'*^^^'^' 

lg  10000000  =7,0000000 
'Ig235,61770  =  2,3722080 

N.  4,6277920  =  42441,63. 

Durch  EinflDhning  dieses  Werthes  in  No.  16)  §.  64.  entsteht  c 

6)     ^  =  44(10000000.0,04  -h  84883,26)  =44.484883,26 

=  21334863,44. 

Aus  der  Vergleichung  der  gefundenen  Resultate  ergibt  sich, 
daas  in  den  verschiedenen  Tilgungsplänen  die  Werthe  der  jS^ 
(halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung)  einen  Vortheil  gegen  die 
der  Si  (jährliche  Tilgung  und  jährliche  oder  halbjährliche  Ver- 
zinsung)  zeigen.  Bei  der  Heimzahlung  durch  gleich heitlicbe  Til- 
gungssummen No.  1)  und  No.  2)  tritt  diess  am  stärksten  hervor, . 
wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  in  diesem  Falle  die  Gegen* 
wart  und  die  ihr  zunächst  liegende  Zelt  stärker  and  so  Gnneteii 
der  spätem  Zeit  belastet  irerden  würde. 

Die  in  No.  3) — No.  6)  gefundenen  Werthe  ordnen  sich  in  der 
Reihenfolge,  wie  sie  hier  zusammengestellt  sind.   Der  vom  Staate 
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fest^entellte  Tllgungsplan  erfordert  nach  No.  3)  im  Ganzen  die 
Somme  von  22408065,6,  während  eine  einfache  Oroänderung  In 
einen  Tilgungsplan  mit  halbjährlicher  Verzinsung  nnd  Tilgung  nach 
No.  6)  nur  eine  Summe  von  21334863,44  erfordert,  also  im  Gan- 
zen die  nicht  unbeträchtliche  Erleichterung  von  1063202,16  gewährt 
haben  wurde.  Vergleicht  man  nun  mit  diesen  Resultaten  den  in 
§.56.  No.  7)  nnd  No.  8)  gegebenen  Tilgnngsplan,  so  schliesst  sich 
hieran  der  weitere  Vortheil,  dass  die  Jahresleistungen  nicht  die 
bedeutende  Huhe  erreichen,  wie  di^ss  dort  der  Fall  ist,  wo  sie 
sich  schliesslich  bis  über  600000  erbeben»  Allerdings  stehen  die 
Zahlungssnmmen  der  eristen  Jahre  etwas  höher.  Dieser  Unter- 
schied beträgt  aber  höchstens  etwas  über  30000,  der  sich  übri- 
gens durch  die  steigenden  Summen  in  No.  8)  §.  66.  bald  ausgleicht. 

Wendet  man  nun  diese  Sätze  auf  die  preussische  Anleihe 
vom  Jahre  1859  an,  so  ist  die  Summe,  welche  in  36  Jahren  bei 
jährlicher  .Tilgung  und  halbjährlicher  Verzinsung  erfordert  wird, 
nach  No.  15)§.64.,  wenn  n=36,  ;?  =  5,  24=300000  gesetzt  wird : 

7)  S,  =36(30000000 . 0,05  +  300000)  +  5,4 

=  64800000  + 1249103,1843  =  66049103,184. 

Geschähe  die  Tilgung  und  Verzinsung  halbjährlich,  so  kommt 
No.  16)  $.  64.  zur  Anwendung  und  man  hat  zuerst  Ai  zu  bestim- 
men.    Es  ist: 

30000000.0,025      30000000      ,,^,,,,, 
'^*~       1,025«— 1       •"  196,6891225  •^*^^^*'"' 

Ig30000000  =  7,4771213 
Ig  196,689122  =  2,2937803 

N.  5,1833410  =  152524,9, 

oDd  dorch  Einführung  entsteht: 

8)  Äi  =  72(30000000.0,025  + 152524,9) =72. 902624,9 

=  64981792,8. 

Der  Werth  von  Ji  =  152524,9  ist  in  No.8)  grösser  als  i^l =150000. 
Diess  rührt  von  dem  Zutritt  der  Restschuld  i^0= 12491 03,18  her. 

Wfirde  man  yli  =1^=150000,  die  Hälfte  der  jährlichen  Til- 
gangssnmme  wählen,  so  würde  sich  der  Tilgungsplan  nach  dem 
iD  §.  04.  Gesagten  etwas  modificiren.  Dann  ist  zuerst  die  Til- 
gnngszeit  zu  bestimmen.    Sie  ergibt  sich  aus: 

1,025^-1      30000000 


0,025      ""     150000 


=  200, 
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and  betritt  nach  den  Tafeln  73  Halbjahre  oder  36,5  Jahre»  wfthrend 
der  vom  Staate  angenommene  Tilgangsplan  36,723  Jahre  nach 
No.  6)  §.  68.  nrnfasfit. 

Berechnet  man  hiernach  die  zur  Heimzahlung  der  Anleihe  er- 
forderliche Gesammtsnmme,  «o  hat  man  die  Reatschuld  för  das 
368te  Jahr  zu  bestimmen.    Sie  beträgt: 

Sn  =  30000000  —  150000 .  ''^qS^^ 

=  30000000  -  150000.196,6891225 
rs  496631,625. 
Die  Gesammtsumme  beträgt  daher  nach  No.  16)  §.  64. : 

9)  1S4  =  36(30000000.0,05  +  2. 150000)  +  «rt 

=  64800000  +  496631,625  =  65296631,625. 

Aus  der  Vergleichung  dieses  Werthes  mit  Si  in  No.  7)  er- 
gibt sich  eine  Verminderung  von  nur  752471,559  Tbir.,  die  jedoch 
noch  immer  nicht  unbedeutend  ist. 

Die  beiden  hier  betrachteten  Anleihen  sind  nicht  von  beträcht- 
licher GrCsse.  Es  Ist  aber  klar,  dass  bei  Anleihen  von  100  und 
mehreren  Hundert  Millionen  sich  dieser  Vortheil  bedeutend  stei- 
gert Jeder  Staat  kann  sich  diesen  Vortheil  aneignen,  denn  es 
ist  nur  eine  Umänderung  in  der  Tilgnngsvreise  und  der  Emfäh* 
rang  halbjährlicher  statt  jährlicher  Tilgung  nOthig,  und  diess  kann 
.  SU  jeder  Zeit  geschehen. 
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VI. 

Allgemeine  Theorie    der  Krümmungslinien. 

Von 

dem    Herausgeber. 


§.  1. 

In  der  Abhandlung  ThI.  XXVIII.  Nr.  Till,  habe  Ich  die  Theo- 
rie der  KrQniraung  der  Flächen  so  weit  entwickelt,  als  dieselbe 
die  Krümmung  der  ebenen  Flächenschnitte  betrifft.  Den  Haupt- 
zweck jener  Abhandlung  habe  ich  mit  den  Worten  bezeichnet: 
,»dass  die  betreffenden  Formeln  und  Gleichungen  sämmtlich  in 
einer  solchen  Weise  entwickelt  werden  sollten,  dass  sie  ohne 
irgend  welche  Coordinaten- Transformation  eine  unmittelbare  An- 
wendung auf  alle  besonderen  Arten  der  Flächen  gestatten",  wo- 
bei ich  zugleich  die  allgemeinen  Formeln  sämmtlich  so  dargestellt 
habe,  dass  sie  unmittelbar  aus  der  in  der  Form 

gegebenen  Gleichung  der  Fläche  bloss  durch  partielle  Differen- 
tiatioD  der  Function 

abgeleitet  werden,  wogegen  man  frfiher  meistens  die  Gleichung 
der  Fiftche  unter  der  Form 

^^f{^*y)  oder   z—fix,  y)=zO 

zu  Grande  gelegt,  und  die  Formeln  von  den  partiellen  Dlffereo- 
tialqaotienten  voo  z  nach  x  und  y  abhängig  gemacht  hat.  Dass 
aber  die  Gleichungen  der  Flächen  urspriingiich  unter  der  letzte- 
ren Form  nur  sehr  selten,  sondern  bei  Weitem  am  Häufigsten 
unter  der  ersteren  Form  gegeben  sind,  und  dass  also  hier  eine 
Lffeke  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Flächen  auszuRlIlen  war, 
unterliegt  wohl  keinem  Zweifel.    In  der  vorliegenden  Abhandlung 
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will  ich  nun  zur  Vervollständigung  der  früheren  die  in  so  vielen 
Beziehungen  wichtige  allgemeine  Theorie  der  Krümmungslinien 
der  Flächen  nach  ganz  ähnlichen  Gesichtspunkten  hehandeln,  was 
ich  In  meiner  ersten  Abhandlung  nur  unterliess,  um  derselheo 
eine  nicht  zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben.  Eine  solche  Behand- 
long  der  allgemeinen  Theorie  der  Krumniungslinien  scheint  mir 
für  die  höhere  Geometrie  Bediirfniss ,  da  die  Form  der  Gleichung 
der  Fläche: 

die  man  namentlich  bei  dieser  Theorie  immer  nur  zu  Grunde  ge 
legt  hat,  doch  jedenfalls  keineswegs  im  Allgemeinen  die  primi- 
tive Form  ist  und  manche  Unbequemlichkeit  hat,  wenn  man  auch 
bei  der  Anwendung  auf  besondere  Arten  der  Flächen  allerdings 
häufig  wieder  auf  die  letztere  Form  wird  zurückkehren  mfissen, 
wo  sich  aber  die  erforderlichen  Formeln  immer  ganz  unmittelbar 
und  mit  der  grössten  Leichtigkeit  aus  den  ganz  allgemeinen  For- 
meln, die  ich  im  Folgenden  entwickeln  werde»  ableiten  lasseo 
werden.  Auch  werde  ich  die  immer  lästigen  Coordinateii- Trans- 
formalionen, wie  etwa  die  häufig  in  Anwendung  gebrachte  An- 
nahme der  Berfihrungsebene  der  krummen  Fläche  in  einem  ge- 
wissen Punkte  derselben  als  eine  der  Cpordinaten ebenen  im 
Folgenden  ganz  vermeiden,  um  mich,  was  me|n  Hauptzweck  ist, 
immer  ganz  im  Allgemeinen  zu  halten.  Dass  sich  diese  Abhand- 
lung unmittelbar  an  meine  oben  erwäbpte  frühere  Abhandlung 
anschliessen  und  die  in  derselben  gewonnenen  Resultate  als  be- 
kannt voraussetzen  wird,  brauche  ich  nach  dem  Bisherigen  wohl 
nicht  erst  besonders  zu  bemerken.  Bevor  ich  jedoch  zur  Theorie 
der  KrOmmungslinien  selbst  fiberg^ho,  schicke  ich  einige  Betrach- 
tungen über  einen  anderen,  mit  derselben  unmittelbar  zusammen- 
hängenden Gegenstand,  —  nämlich  über  die  sogenannten  conju- 
girten  Berührenden,  —  voraus,  und  werde  auch  in  dieser  Abhandlung 
Alles  auf  ganz  strenge  Gränzenbetraehtnngen  zurückRihren. 

1d  letzterer  Beziehung  erlaube  ich  mir,  hevar  ich  zo  ncinem 
eigentlichen  Gegenstande  übergehe,  noch  eine  sehe«  in  dem  Ein* 
gange  zu  der  Abhandlung  über  die  Theorie  der  Berührung  ond 
Krümmung  der  Curven  in  ThI.  XXX.  Nr.  XL.  gemachte  Bemerkang 
hier  «n  wiederholen  und  von  Neuem  auf  dieselbe  hinzuweisen.  F^ 
mich  wenigstens  hat  nämliob  bei  allen  diesen  ganz  aUgemeieeo 
geometrischen  Untersuchungen  über  Curven  uad  Fläoheo  Das  bei 
Weitem  das  meiste  Interesse,  dass»  wie  in  dem  Gebiete  der  Zab«- 
len,  auch  im  Räume  unter  gewissen  Bedingungee  oder  Vor* 
aussetsungen  ihrer  Lage  nach  ganz  bestimmte  räumliche  Objecte 
ezistlren,    welche  als  die  Gräazen  anderer  Ihrer  Lage  nach  ver- 
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Inderlieher  rauniKcher  Objecto  2«  betrachte«  uml  irafsttfassen  9ku6, 
denen  diese  letderen  unter  den  in  -Rede  stebenden  Vormuosetson- 
gen  oder  Bedingungen  eich  tainier  mebt  und  mehr  «nd  bis  au 
jedem  beliebigen  Grade  nähern ,  mit  denen  dieselben  immer  ge- . 
nauer  und  genauer,  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit 
zusammenfallend  gemacht  werden  können.  Nach  meiner  voll- 
vollkommensten Ueberzeugung  ist  diese  Auffassungsweise  aller 
dieser  Dinge  die  aliein  richtige  und  wahrt,  auf  sie  muss  ab  die 
allein  sichere  Grundlage  immer  zurückgegangen  werden,  wobei 
man  sich  auch  in  der  schönsten  Uebereinstimroung  mit  allen  ähn- 
lichen Untersuchungen  auf  dtm  Gebiete  der  Zahlen  befindet. 
Auch  gewährt  diese  Auffassungsweise  allein  wirkliche  Ueberzeu- 
gung und  wahre  —  aber  ancb  vollkommene  --••  Innere  Befriedigung. 
Daher  kann  ich  auch  alle  anderen  Behandlungsarten  dieser  Gegen- 
stände,  etwa  durch  das  sogenannte  Unendlichkleine,  wozu  man 
in  neuerer  Zeit  wieder  Öfters  gegril^  hat,  -^  tnugen  dieselben 
auch  die  Betrachtung  bin  und  wieder  abkürzen,  —  nicht  billigen 
und  denselben  meinen  Beifall  nicht'  schenken,  weil  sich  bei  mir 
immer  mehr  und  mehr  die  Ueberzeugung  befestigt,  dass  auch  1^ 
allen  diesen  Betrachtungen  in^  Gebiete  des  Raumes,  eben  so  wie 
im  Gebiete  der  Zahl,  die  Gränze  das  wesentliche  und  eigentliche 
Clement  ist,  auf  welches  es  allein  anitommt. 


Die  veränderlichen  oder  lauCanden  Coordinaten  werde  ich  auch 
in  dieser  Abhandlung,  wie  in  Tbl.  XXX.  Nr.  XL.,  wieder  stets  mit 
kleinen  devtseheK  Buchstaben  beseiclinen.    Sind  non 

A(x-a)  +  B{t^^b)  +  C(?-c)  =  0, 

die  all(;emeinen  Gleichungen  zweier  Ebenen  und 
t^f      f^^»      ^^k 

die  Gleichungen  Ihrer  DurehschnittsKnie,  so  müssen ,  da  (fyh) 
einen  beliebigen  Punkt  dieser  Durchschnittslinie ,  welche  in  beiden 
gegebenen  Ebenen  zugleich  liegt,  repräsentirt,  dessen  Coordina- 
ten  den  beiden  Gleichungen 

A(f^a)  +  B(g^b)  +  C(A-c)^0, 

14* 
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genögen ;  alle  diese  beiden  Gleiehniigen  erflOienden  Wertbe  von 
f^ffyh  kOonen  aber  auch  ffir  die  in  Rede  stehenden  Coordina- 
ten  gesetzt  werden.    Setzen  wir  nun' femer: 

80  ist: 

also: 

^(/•-af  G;f)  +  Ä(y-A+6'F)  +  C(A-t  +  GZ)  =  0, 
A'(f—a.'  +  GX)  +  ß'ig-TÖ'-t^GV)  +  C'(A-  c'  +  GZ)=0; 
folglich,   weil 

^(/-ö)  +  B(9-b)  +  C(A-c)  =  0, 
A'if-  "')  +  ß'(9-b')  +  C'(A-c')  =  0 
ist: 

AX+Br+CZ  =  0. 
A'X+  B'l  +  C'Z=0. 
Bezeichnet  nan  <0  einen  gewimen  Factor,  so  ist: 

X=:e(BC'-CB'), 
¥  =  eiCA'-AC'). 
Z  =  (S(AB'  -  SA') ; 

und  nach  dem  Obigen  sind  also  die  Gleichuagen  der  Dnrch- 
Schnittslinie  unserer  beiden  Ebenen: 


t-f 


,^      ^-9 ?-^ 

'  —  rjt'  _  jtr'  ^  AW HAI » 


BC'-CB'  ""  CA'  ~  AO  "~  AB'-^BÄ 

^<>  fs  9*  ^  natörlich  immer  den  beiden  obigen  Gleichungen  genO- 
gen  müssen.  Da  diese  Form  der  Gleichungen  der  Durchschnitts- 
linie zweier  Ebenen»  von  der  ich  im  Folgeoden  Anwendung  machen 
werde,  nicht  ganz  gewöhnlich  ist,  so  habe  ich»  grSsserer  Deut- 
lichkeit wegen,  dieselbe  hier  besonders  entwickelt. 


§.  3. 
Wir  denken  uns  nun  eine  beliebige»  durch  die  Gleichung 
1) Ajt,.!^,  j)=0 
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ebarakterisirte  FU^be,  und  bezeichnen  einen  beliebigen,  aber  be- 
stimmten Punkt  auf  derselben,  durch  (re^yz),  wo  also 

2) A*»y^*)  =  o 

ist  Nun  denke  man  sich  auf  der  Fläche  eine  beliebige  Curve 
gezogen,  welche  durch  die  Gleichungen 

3)    .    .    .    .      Afr*«?.l)  =  0*     F(4r,  t?.j)=0 

cbarakterislrt  sein  mag;    nimmt  man  dann   noch  an,    dass  diese 

Corve  durch  den  Punkt  (xyi)  gelegt  sein  soll,  so  muss  auch 

f. 

4) F(j:,f,z>^0 

sein.  Wenn  wir  die  Functionen  fix,y,z)  und  F{x,y,t),  jede 
fflr  sich ,  überhaupt  -als  Fu^tronen  dceier  von  einander  unabhän- 
giger veränderlicher  Gi'Ossen  x,  y,  t  betrachten  und  als  solche 
behandeln,  so  soll 

5)  .    .    .    .     u=f(x,y,t),     U  =  F{x,y,z) 
gesetzt  werden. 

Die  Gleichung  der  Berührigigsebene  der  Fläche  in  dem  Punkte 
(xyi)  ist  bekanntlich: 

6)  .    .    .   ^Or-*)+|rt-»)+|(f-»),=0.*).  > 

Ein  zweiter  Punkt  der  Fläche  sei  (xiyiZi),  ßo  dass  also 
7) /•(^i,^i,^t)=^0 

ist,  und»  insofern  A^i^^ü^)  ^^^  eine,  Function  dreier  von  ein- 
ander unabhängiger  veränderlicher  Grössen  Xi,  yi,  z^  betrachtet 
und  behandelt  werden  soll«  in  fihnlicher  Weise  wie  oben 

S) Wi=A^i>yi»*i) 

gesetzt  werden  soll.  Dann  ist  die  Gleichung  der  Beröhrungsebene 
der  Fläche  in  dem  Punkte  (:r|^|Zi)  wie  oben;    ' 

Soll  aber,  wie  wir  jetzt  annehmen  wollen,  der  Punkt  (ar|^|Z|) 
zugleich  In  der  auf  der  Fläche  gezogenen  Curve  liegen,  so  muss  auch 

10) ',  F(afi,yi,Zi)  =  0 


•)  M.  •.  ThI.  XXX.  Nr.  XL.  S.  425.  Nr.  61). 
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sein,  wo  wir«  wenn  F(a:]  s^yn  «i)  als  eine  FuBOtion  dreier  von 
einander  unabbl^giger  v^änderliitlier  Gruissea  Sn  jfi »  t|  beArach- 
tet  und  behandelt  wird,  setzen: 

11) l/i5«F(ari,ff|,z,). 

Bekanntlich  ist  nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatze: 

du  du  du 

WO  die  Reste  r  ood  )t  ia  Bezug  »uf  die  Grusaeo  «i*^ar,  gi  — sr> 
Z|  — z  von  dei;  9;weitan  Ordining  ^ind^  Insefeco  nan  naohden  Obige» 

ti=0,  «1=0;     t7=0,   C/i=0; 
also  auch 

U|— «  =  0,     üj  —  t7=0 

gesetzt  werden  muss,  Ist: 

dx     dy'aci — a:      dz'xi—x'^Xi — x        ' 

al^o,  Indem  man*  den  Punict  (xi^yZi)  ^feh  auf  der,  auf  unserer 
FiMche  gezogenen  Cnrve  dem .  Punkte  (xyz)  Immer  mehr  und  mehr 
nähern  lä^st^  da,  weil  die  Reste  t  und  It  in  Bezug  auf  Xi  — x 
von  der  zweiten  Ordnung  sind^ 

'  '  •  ■    t    •  X 

Lim ^Q,    L\ni —  zn  0 


ist: 


dU  .  8t7.  .     v,-v  .  8!7 


woraus 
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bu  dVJdu   dV 

8^  '  di       dz '  dy 

du   au^ftu   8JC7 

-     ar,-j:""8a  at7_8ii   8Ü 
8y '  Sr       dz '  8^ 
folgt. 

Wenn  die  iSrrSese»   X^  T,  Z  $o  beAtimriit  Herden,  dass  sie 
den  beiden  Gleichui^en 

|(X-.)  +  |(T-„>+|(Z-,)  =  0. 

genügen,    so    sind   nach    dem   vorhergehenden  Paragraphen   die 
Gleichongen  der  Diircbschnittslinie  der  beiden  ßerührungsebenen : 

jr~X         _         p^Y ^  i-Z 

dtf   d«!     8»  8t«i      8«  8mi     8tf  8tti     8»   dui      5«  diti ' 
Sy '  dzi      dt  *8yi      dx  '  8a?i      SS'S^      dx '  Byi  ""  dy'dxi 

Nacb  dem  "Taylor 'sehen  Lehrsatze  ist: 
dtfi      8tt      8^  8%f  8*tt 

dtti       8ti      8*ti  dHi  dHi 

du.       d»      d*u  d*tt  9>u 

wo  die    Reste   ü«,  Ry,  R,  \»  Bezug,  auf  die  GrSssen   x^  ~x, 
yi~y>  H — '  v<*B  <1*'  2Wäike«  Ordnung  sind.    Also  ist: 

/du    Sht      Su  Sht\, 
,  /Stt  8*«       die    S»«\  . 
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du   dui      du    dui_     /du  3h^       du     3hi\ 

(du    3*1«       du    d*u\.  . 


,/Budhi^      du    dlhi\ 

^Kdz'dxdx^'dx'di*)^^''^^^ 


^du^       du  ^ 

du  duidu  8tf|_     /du    dhi        du  dhi\ 
dx  dy,      dy  dxi—     Kßx'dxSy'^^'d^y^'^''''^^ 
(du    dhi     du    dht  \ 

^Kdi'd^^d^'d^J^^''^^^ 

/du    8*tt      du    dhi  \ 

^\dx'dyd2''^'dtdxj^^''^^ 

und  weil  nun,  wovon  der  Grund  unmittelbar  aus  dem  oben  Be- 
merkten erbellet  y  wenn  man  den  Punkt  (xg^iii)  sich  auf  der  auf 
unserer  Fläche  gezogenen  Carve  dem  Punkte  (xyz)  immer  mehr 
und  mehr  nähern  lässt: 

Lim-^^=0,    Um~-^=.0.    Lim— '— =0 

Xi  —  X  Xi'^X  Xi  —  » 


ist>   so  ist: 


Hl 

X 


dtf  dt«|       du    dui 

X  — Xi 

du    dht^^du    d^u 
dy '  dxdx      fix  *  dxSy 

(du    dhi      du  8*tt\, .     yi  — 
dy   dydi      äz  ' dy*J     "^arj  — 

/du  Shi^du   Shi\M.     «i— » 
\dy'dz*      dz   SydzJ        Xi — x 

du  dui       du  dui 
du  (flu     3«     8*M 


/du    S*u      du    S*u\        y,-y 
/flu    8*«     att  8*«\,.    *,  — * 
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dtf    daii      9tt   8iit 

arj — X 

3«     8*tt      bu  3H* 

ö jr  *  d;rdy  ^  8y  *  8xr* 

/8a    8*tt      Ott   8*w\-.     «1  — I 
+  V8i'^""^'5i8iy*''"'^^'' 

folglich,  ween  man  die  aas  dem  Obigen  bekanoten  Ausdrücke  von 
LJnjJdlZät  and  Lim^*-^=^ 

einföhrt : 

du   8ni      8tt  9tfi 
/Bu  Bü     8tt  8P\-.    %' 8xi^'"^*8yi 

—  /8tt  85_8«  ^^\f^  ^_^    8«n\ 
■"     \8y*  Bz      Bz'  By)  V8^'8i8ar     Bz  '  BxByJ 

,fBuBV     Bu   BV\/Bu    3hi      Bu  dhi\ 
^KBz'Bx'^Bx'  Bz)\By^^~Bz'^) 
/Bu   Bü      Bu  Bü\/8u  8*u     Bu    Bhi\ 
+  V8i8y  ^By'BxJ\By'Bz*^'Si'B^zJ' 

Bu  Bui  Bu  Bui 
/Su  BV  ^^  8t7\.  .  Bz'^i^Bx'lSz^ 
\8jy '  Bz        Bz  '  TyJ  Xi  —  x 

—  /&«  8P_  8a  BJD\  /Bu  8hi  _^Bu    3ht\ 
^     \8y '  82        Bz'  ByJ\Bz'Bx*      5i ' BzBxJ 

/8tt8F_8ii  8^\/8tt  8«tt  _8tt  8^\ 
'*'V82'8ar  8a:*  82/V8i '8«8y  Bx' ByBz) 
,/BuBJl  Bu  8D\  /du  8^  8tc  8»ff\ , 
^\Bx    By  ~ By'  Bx )  \Bz' Bzdx^Bx' Bz^ ) 

Bu   8tti       8tf  da^ 

(8«  817  _  8«  8^        8^'8^i      8y'8ari 
8y' 82        Bz'ByJ    ""  a?!— a? 

_     /Bu  BU      Bu  BJJ\  /Bu     Bhi^      Bu  Bhi\ 
~     \By'S^       Bz' ByJ\Bx'BxBy'^By'Bxy 
/Bu  Bü^Bu  Bü\  (Bu  8hi_Bu    8hi\ 
'*'V82    '8a:        8a:'5ry  V8a:'8iy«      By'^ä^J 
/Bu   BJÜ^Bu  8ü\  (Su    8hL_      Bu    Shi\ 
^ V^Sar •  8y      By'  Bx)  \Bx ' ByBi       By ' BzBxJ' 
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Ffir  X^  T,  Z  kunnen  nach  dem  Obigen  alle  Werthe  gesetit 
werden  y  welche  den  beiden  Gleicbdngen 

|(x-.)+|or-.,)+|(z-.)=o. 

genügen.    Für 

wetden*  diese*  beide»  Gleichimgtfn^  faiMfero  sie,  was  noch  Traf- 
lieh  bleibt y  für  die  Werthe  x,  y^  z  von  X,  T,  Z  wirklich  er- 
ffillt  sind : 

du  du  du  A 

gj(a:-a:)+g^(y-y)  +  g^  (!-»)  =  0, 

und  die  eiste  ist  also  asnäciurt  oÜBwbar  erfllHt  Was  die  zweite 
betrifft,  b&  ist  aach  dem  Ta.yLor*8Che0  Lehrsatsi*: 

^=..^J.I?'         ^'^^^J.R'         ^^^\LRi' 

wo  die  Reste  R»,  Ay',  Rg!  in  Bezog  auf  die  Grossen  Xi^s, 
yi  ~y>  h"^^  ^^^  ^^^  ersten  Ordnung  sind;    also  ist: 

du  ,  ^  .  du,  .  .  du. 

+  R,'Qci—xy  +  Ry'(3h  -y>  +  «.'(*!  -*). 
und  die  Gtfl— e 

nähert  sich  Mglieh  des  Null  als  Grfinze,  wenn  der  Punkt  (JCi^iti) 
dem  Punkte  (syz}  sich  nShert.  HfOTaus  sieht  man'»  dass  man, 
bei  dem  Cebergaoge  zur  Gräaze,    in  der  Thal 

X=^,    Y  =  3r,     Z  =  r 
setzen  kann. 

Weil  man  nun  die  obigen  Gleichungen  der  Durchschnittslinie 
der  beiden  oben  betrachteten  BerQhrungsebenen  offenbar  auch 
unter  der  folgenden  Form  darstellen  kann : 
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/au  ac7    at«  ai7\  ay'a»,     a^ayi 
va^ '  ^    ^  *  1^/ '       jTi  — « 

t^^if 

a^  ^.^  ^ 
^a«  8t^_aüf.8P\  Saart    &g'a»i 

^  ^^  dir    ätfi      a«  dtfi  ' 


(i 


so  erhält  man  nach  allem  Bisherigen  als  GränKgleichungen  dieser 
Gleichungen,  unter  der  Voraus^etzofig ,  dass  ki  der  auf  der  ge- 
gebenen Flfiche  durch  den  Punkt  {xtfi^  gezogenen  Curve  der  Punkt 
(oTiyiZi)  sich  dem  Punkte  (xt^^  inoier  mehr  und  mehr  nfthert^ 
offenbar  die  folgenden  Gleiehungen: 

12) 

/du  ^_^  80\/ätt  ^_du  dhi\  \ 
Vax'ay  dtf'djr/Kdy'dz*  dz'dySzJj 
/du  SÜ     Bu  SÜ\/du    dhi     du    S*u\[ 

(du  Bu  8u  ac^/8u  a«ii  _au  a^\] 
d»''Sx^ix'  dz  J\dy'^ySz     dz^dyV  ' 

5^:» 

/du   dü_du  dV\/du    dht  _du   Shi\ 

vaor'a^    a^a^j/v^'^i    dx'dz^J^ 

(du  dU^du  dÜ\/du  dhi     du    8Hi\ 
V^'lf      dz'  dyjKdz'S^'^dxi^Ji 

/du  du    ^  ar\/a«  dhi^    du  dhi\\ 

\dz    a^""ajr"  dz  J\Sz%pdtf'^ dx'S^J  ^ 

1-^  

du  dü\/du    dhi      du  a>tf\) 


/du  du     du  dU\/du   dhi      du  dhiy 
[ßa '  dy      dy'  dar} \JBx ' dydz     dy'dzdxji 

.fBudü   du  dü\/du  dhi    du  a*tt\( 

^ydy'l^^di'^ASi'diB^'^d^'^A 

/du  BÜ^du  BÜ\/du  dhi     du    Bhr>A 

^Kdz'dx      SS'  dz)\dx'^^dyady)f 
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Betrachtet  man  x,  y,  i  sftmmtlich  aU  von  einer  einzigen  ver- 
änderlichen Grösse»  die  wir,  wie  schon  in  ThI.  XXX.  Nr.  XL., 
auch  jetzt  wieder  etwa  durch  tp  bezeichnen  wollen,  abhäogig, 
was  wegen  der  beiden  Gleichungen 

verstattet  ist,  so  ist  bekanntlich : 

du  85  .8«  dy      bu   Sf^^n 

du  Bx      du  dy      du    dt 
dx'dip'*'  dy'dip'*'  dz  '8^—"' 
und  folglich,  wenn  G'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 
dx_       /du  dV     du  dU\ 
89""       V8y*  dz^di'  dyj' 
^_^,/8tf  8Ü     du   dV\ 
dtp'^^  Kdi'dx'^dx'  dl)' 

h^r'f^  8ü     du  dV\ 
dtp"-^  \dx'  dy^^'^J' 

also  können  die  Gleichungen  12)  auch  unter  der  folgenden  ein- 
facheren Form  dargestellt  werden,  wo  man  sich  flir  9  immer  auch 
eine  der  drei  Grössen  Xy  y,  2  selbst  gesetzt  denken  kann: 

nx  y-^ ^ 

*         /       /8t«    8*ti  _  8u    dhi\dx 

\dy '  dzdx       dz  '  dxSyJ  dq> 


,/dudhi       du  8^\^ 
^Kdy'S^z       dz'dyydq>       i 
/du  dht^du    8^\&       I 

"*"  \dy '  dz*        dz '  dydzj  dtp 


dhi\dx 


(^    dhi       du      dhi\dx   \ 
8i  *  S^       dx'  diSx)  dq>  i 
/du    8*t«  ^du    d*u\d^    f 
"**V8i*8^     dx"SySz)dtp    l 
/8ti  ^      du   »Hi\8£       \ 
"'"V8z828:r     dx'dzydtp 

I— » 

8m     dht        du  dhi\dx 


/du 


'  dxdy  dy '  S^J  dq> 
8*11  _  8m  8%*  \  8y 
dy*  dy '  dxdy)  dq> 
f  ^(^  8*M  _8m  ^\dt 
V  ^\dx'dySz       dy'd2dx)dfp 
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oder  aiKh  kfirzer,  mit  Weglassung  des  Symbols  9,  wenn  man 
sich  nur  stets  erlnoert»  dasa  in  den  Differentialen  bx,  dy,  dz  die 
Grössen  Xy  y,  t  sSainitlicb  ala  Functionen  einer  gewlasen  Terän- 
darliehen  GrCsse»  die  auch  eine  dieser  Grossen  selbst  sein  kann, 
betrachtet  werden  müssen,  unter  der  Form: 

14) 

t  —  x 


<  + 


/du   Shi      ^  8hl  \^ 

/du    Sht      du  8»i«\j, 

/du  8*u       du    8^\a 
+  VSyä?~  dtdydi) 

y-y 

/du  S*u       8a    8*u\. 

'^Kdz'Sxdi^di'S^J^ 
/du    dht       du  8hi\^ 

f — » 

(du     8hl        du  dhi\^    \  ' 

/du   dhi     du    dhi\^ 
^\dxdy^^dy'dxdyj^y 

/du    dhk  ^du    8*»'V 

\dx '  dyiz     dy '  dzdxj 

Die  durch  die  Gleichungen  12)  oder  13)  oder  14)  charakterl- 
«irte  Cverade  nennt  man  die  der  durch  die  Gleichungen 

cbarakterlsirten    Curve     conjugirte      Berührende     der 
Fläche    in   den    Punkte    (xyi)* 

5.4. 

Wir  wollen  jetat  der  Kürze  wegen : 
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16) 

/du  3hi_Bu    a»u\dz 
^"  V8y  &•        dz'  dydjs^' 

/du  Vhi     Bu    a^\Sx 

+  V8r"82ax""S5*8z«yag)' 

\dx '  dxdy     dy  *  3.t  v  ^9^ 

/3ti   8*11     dif    8^  Nfily 
"*"  V3«*8y«~^^'My/^^ 

/??  i^_öw    8^\8» 
"^  V8ar'8y8i      ^'d^Jdqf 

Beizen,   so  dass  also  die  Gleichungeo  der  conjogirten  Berühren' 
den  die  folgenden  sind : 

Dann  überzeugt  man  sich  znvurderst  mittelst  der  Gleichnn- 
gen  15)  aof  der  Stelle  von  der  Richtigkeft  der  folgenden  Gleichung 
oder  Relation : 

17)    ....    .      A^  +  B3-+C^^«0. 

Ferner  ergiebtsicb  ans  den  Gleichungen  15}  leieht  der  Auedracic : 

*ö)     ^dg>^"dip^^dq>^\dy'^ai''  dz'dxSiJKdfpJ 

/du    dhi^_du    Shi\/djiy    /du    dhi  ^du   8hi\/dzy 
'^\Wdsdy     dx'^z)\dip)  ^\dx*9ySi     dy'Mx}\(qi) 

tdu  3hi  du  dht  /Shi  6*u\  du )  dx  dy 
dx'^zBx^dy'^z  "^väx^^ayV  8z  lä^'&qp 
tdu  3hi  du  dhi  /8*ii  d*u\ duldy  dz 
dy'dxdy      dz* dzdx      \8y*     dz^/dxy  dq>'dq> 

(du  8*tt  du  dhi  __/8*M  ?^\^i  ^  ^^ 
^'dySx'^dx'dxdy     V&«      8a: V 8y {  8g> * 5^ ' 
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SetsBl  fiiaa  dar  Kürze  ir^gtn: 

80  erhält  man  nach  einigen,  keiner  8eli«r{erigkeit  unterliegenden 
Redactionen  aus  15)  die  Formeln: 

20) 
8«     «3»      ^.J^'^       8m  8ö. 


^8^-^äi  -  ®(®"5^  -  ä;  -g^)' 


af? 


a«      a«    «.«"ay    a«  a© 


und  hieraus  also : 

,.,..<a|-b|,..,b^-c|,.+,o^1-a|,. 

a— 

i        "aa;    hu  »e 

l     ^*''S^~aia^> 

i  +<®-§^-a^-a^>"  i 
,      J'Tx    a»  ae., 

oder  nach  gehSriger  Entwickelung  der  Quadrate  auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszeichens: 

=-IC|)^C|)'-C|)'-af)-i 

Nach  einem  am  Schluss  dieses  Paragraphen  in  der  Annier- 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


220  Grtinerl:    AUgemetne  Theorie 

kung  bewiesenen  allgemeinen  arithmetischen  Satse  ist  nun  «legen 
der  Gleichungen  17)  und  22): 

23) 

.HB.^=e.|(|)\(|)\(|)'-(-)-i. 

Die  Gleichungen  der  Berührenden  unserer  auf  der  Fliehe  ge- 
zogenen Curve  in  dem  Punkte  {xyt)  sind  bekanndicb  *).* 

c<p  d(p  o<p 

Bezeichnen  \vir  nun  die  von  dieser  Berfihrenden  unserer  Corve 
in  dem  Punkte  (xyz)  mit  der  conjugirten  Berührenden  eingeschlos- 
senen Winkel  im  Allgemeinen  durch  o>;  so  ist,  wenn  C  und  C^ 
gewisse  Factoren  bezeichnen,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
16)  und  24),  nach  bekannten  Formeln: 

cosa)=G^|^.(;'«'A  +  G''^.G'^B  +  6"'|i.G«'C. 
also: 


cos 


«,  =  G«'G*'(Ag^  +  Bg5  +  Cg^) 


Nun  ist  aber  bekanntlich: 
also: 

und  folglieb: 

«) 

eo8«>= J: 


Vta-+0-+(|)-|<A-.B..O,- 


WO  man  für 


•)  M.  ■.  ThI.  XXX.  Nr.  XL.  S.  367.  Nr.  3). 
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die  Ausdrficke  18)  ond  23)  zu  setzen  bat. 

Nach  einer  bekannten  allgemeinen  Formel  findet  man  aus  der 
tileichung  25)  ferner  sogleicb  den  Ausdruck : 

26) 


WO,  wie  man  nach  einigen  Transformationen  und  Reduetionen  findet : 

27) 

*   dtp         d(p       dq>'  dfp      hi  \d(p '  dqf  ^'  dq>      dq>*  dq)/' 

d^  d—  S—  d  — 

P  dx       ^dy du^     dx     hu  /dx    ^x  3^    _8^      Si      &\ 

9q>         9q>       dq>    dq>  ^  dx  \J8q> '  dq)  dg>'  dq>       Sq) '  89  / ' 

r?f-.A— — —   ^^_SM/8a:      dx      dy^    !%.^    Jz\ 
' 3<jp  8<jp       dq>'  ?9       3y  \8g> *  8g>        dq>'  dq>       dq>    dq) ) 

ist.     Also  ist: 


a^  a??  a*" 

8(p * 8<p  V8<p *    89       89?  *  8<p      dtp'  dq> / 
ft??l  a??  ;i??f 

V8^  *  89       89  *  89       89  *  dq>  ) 


Anmerkung. 

WeoB  Ax-^By^Cx eine  beliebige  Hneare Function  der  drei  ver^ 
änderiiclMD  Grössen  x^  y »  %  ist,  so  ist,  wie  man  sogleicb  übersteht: 

ITieil  XXXVn.  16 
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—  (lÄ«  — 2ÄCyz  +  CV) 

also: 

(ilar  +  Äy  +  Or)« 
=  (i<«  +  Ä«  +  C«)  (a:H.V*+**)-(^y-Ä*)«-(Äz-Cy)«--  (Gr-/It)« 
Findet  nua  aber  zwischen  den  drei  Gr5Men  a:,y,x  die  Gleichung 

Ax  +  Bp  +  Cz:=:0 
Statt,  so  ist  immer: 

(.!•  +  «•+ C«)(^«  +  y«  +  t«) 
=  (.«y  -  Äo:)*  +  (Äi-  Oy)«  +  (Cr--  At)^, 
also : 

und 

§.  5. 

Auf  der  durch  die  Gleichung 

29) f(s,y,i)^0 

charakterisirten  Fläche,  wo  natürlich  fix^y^z)  eine  gegebene 
Function  von  x^y^i  ist,  die  wir,  wenn  wir  sie  als  eine  Function 
der  drei  von  einander  unabhängigen  Teränderlichen  Grossen  x^  y»  z 
betrachten  und  als  eine  solche  behandeln,  wie  frflher  durch  u 
bezeichnen,  also  unter  dieser  Voraussetzung 

30) u  =  f(x,y,z) 

setzen,  wollen  wir  uns  eine  Cnrve  gezogen  denken ,  und  uns  nao 
die  Frage  vorlegen,  wie  eine  solche  Curve  beschaffen  sein  mnss, 
wenn  die  durch  jede  zwei  einander  benachbarte,  d.  h.  anendlich 
nahe  Hegende  Punkte  derselben  gezogenen  Normalen  der  Fliehe 
sich  schneiden  sollen,  wobei  wir  es  tibrigens  Forl&ufig  nttcb  gans 
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aoentsehiedeo  lasaeDy  ob  ein  solches  conÜDoirlicbes  Sdmeiden 
der  Normalen  einer  FIftche»  die  durch  eine  stetige  Folge  von 
Punkten  der  Fläche  gelegt  sind,  im  ganz  strengen  geometrischen 
Sinne  überhaupt  möglich  ist  oder  nicht. 

Bezeichnen  wir  zwei  Punkte  unserer  Curre  im  Allgemeinen 
durch  {xyx)  und  (^i^i^i)»  so  sind»  wenn  wir  auf  ähnliche  Weise 
wie  oben 

31) «i=A^i>yi>^) 

setzen,  die  Gleichungen  der  beiden  Normalen  der  Fläche  in  die- 
sen Punkten  bekanntlich*): 

r — X 

dx  dy  ^ 

32) 

X—Xi_v-yi_}'-Zi 

OUi  OUi  Ctf| 

dxi  3yi  dxi 

Sollen  nun  diese  Normalen  sich  schneiden ,  so  muss  es  einen  bei- 
den gemeinschaftlichen  Punkt  (XYZ)  geben«  för  welchen  man 
also  die  Gleichungen 

Ä^x      r--y      Z^z      ^ 


du  du  du 


hat.     Also  ist: 


dx  dy  ^         , 

8ii|  dui  dui  ^* 

?Xi  dyi  dzi 


Z  =  x  +  G|=^  +  G,g; 


folgUcb : 


^du      ^  dui  ^du      ^  dui 


•)  ML  •.  Thi.  XXX.  Nr.  XL.  S.  426.  Kr.  62). 


15* 
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MuKtpliciren  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

du  dui      dti  du|       du  Sui      du   dui       du   dui      du   dui 

dy'  dzi      dz  '  ^ '     Sz  '  8:^1      da:  *  dzi  '     Sor '  %i  ~  ^  *  8^ 

nud  addiren  sie  dann  zu  einander,  so  erhalfen  wir  die  Gleichung: 

(du   dui      ^   öiii\ 

.  /3«  du,       du  Buj\  l 

/8«   3u,      du  8k,  \. 

welche  die  Bedingungsgleichung   ist,   die  erffilit  ^ein  mnss,  wenn 
die  beiden  Normalen   sich  schneiden  sollen. 

Weil  der  Punkt  (^rjfz)  als  einer  bestimmten  Curve  auf  der 
Fläche  angehurend  betrachtet  wird,  so  ist  es  verstattet,  sieb 
x,  y,  z  als  Functionen  einer  und  derselben  beliebigen  Verfinder 
liehen  q>  zu  denken,  und  anzunehmen,  dnss,  wenn  (p  die  Verän- 
derung z/99 '  erleidet  oder  in  94*^/9  libergeht,  die  Goordinaten 
jr,  y,  z  in  ari,  yi,  i|  fibergehen;  dann  werden  wir  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  obige  Bedingungsgleicbung  des  Schneidens 
der  beiden  Normalen  der  Fläche  in  den  Punkten  (:ry2)  und  (j^iyiZi) 
derselben  auch  unter  der  Form: 


du   dUt 

S^dH 

8« 

~di' 

du. 

\ 

1 

j(p 

du 

d'x 

8t(| 
dx. 

du 

-8i 

du, 
'dz. 

m-y 

( 

/ 

=  0 

Jq) 

Afp 

( 

du 

du, 

:dj,_ 

8« 

~ds 

duf 

dF, 

2^1—2 

/1q>  Afp 

darstellen,  und  uns  die  Frage  vorlegen  können,  ob  es  för  diese 
Gleichung  eine  Gränzgleichung  giebt,  welcher  dieselbe  sich  näbert, 
wenn  man  Afp  sich  der  Null,  d.  h.  wenn  man  sich  den  Punkt 
(j?iyiZi)  in  der  auf  der  Fläche  gedachten  Curve  immer  mehr  und 
mehr  dem  Punkte  {xyz)  nähern  lässt.  Diese  Frage  wollen  wir 
jetzt  zu  beantworten  suchen. 

Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  ist  bekanntlich: 
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wo  die  Reste  S«>  lty>  tt»  in  Bezug  auf  .^99  von  der  z\veiteii  Ord- 
ooDg  sind;  aUo  ist: 

Xx—xdx     Vit      y\'-y_^y  ,  Wy       ^i— ^_8^  .  Hg  . 
z/^p    """S^      ^9 '       /lq>        dq>     ^tp  *       /lq>       Sip     Afp ' 

und  folglich,  weil,  wie  gesagt,  die  Reste  Sx,  )ty,  tts  in  Kezug 
aaf  ^9  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  also 

Lim^=0,    Lim^i=0,    Lim^  =  0 

Atp  dq>  Afp 

ist: 

^._x^—x_ix     ..yx—y^^y     ..   g|-»_  8^ 
Ulm  — 7"^  =  ör  »    ^'n* — :s — ^=  5~  »    Liini— 3 —  =  5~- 
^^         V97  ^fp        Cip  ^tp        o<p 

Ferner  ist  bekanntlich  nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatze: 

du\      du      d*ti  8hi  3Hi 

du*       du  V     d%i  d^tf  d^ti 

dut      du      dhi  8hi  dhi 

wo  die  Reste  Ä«,  Ry,  R%  in  Bezug  auf  o?!  —  a-,  y\—y*  Z|— «, 
also  aach  in  Bezug  auf  Aq>,  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  und 
man  nur  zu  beachten  hat,  dass  ^i,yi,  2|  aus  x,  y,  i  hervorgehen, 
wenn  man  sich  diese  Grossen  respective  uro  ar,  —  o:,  ^/]  — y^  Zf  — z 
verändern  iSsst.    Folglich  ist: 

9ti  dtii      du  3tft /du    3h$        du  dhi\ 

aar'^^^'äii—     Kdi'dxdy'^df^'dl^J^^^^'^' 

/du   3hl     du    dhi  \ 
+  Vao:  •  8p~3^  •  dxdyj  ^^«  ~^^ 

(du     d^u      du    Shi  \ 
dx'd^z'^^'dzdx)^^^''^ 

^dx^^^dy^'' 
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du   hu^      du  dui_      /du    8hi      du    3hi\. 

dy   dz^  ~ar'^-      V8^'8iäi"'8i-SSFyy<^»-^> 

.  /du    dhi      du  dhi\, 
^  /du  dht       du    3hi\, 

du   dui      8«    3tt|_     /8«  3*»      du    8*w\, 


also : 


•A8*"8xV 

"S 

■W'J' 

»I— » 

-Ä- 

8xax- 

du 

di' 

3ht\, 

-») 

-^ 

R. 

> 

du    dui      du 
dx'S^i      dy 

aar, 

=  ® 

■a:ray- 

Sil  a'u'N  Xi—x 

/du   ^     du    B^u\  y, -y 

^V8ar'^     dy'dxdaj'    dtp 

du    Ry^du    Ä£ 
&F "  z/<p      Sy  *  ii/y  * 

du  dui      du  8ti| 

-^qp  ~     v8y  *  8z8ar     8z  '  dxdyj '    dq> 


/8«    8^£     8tt  8«tf\  yi 
A8y'8y8x""8z-8y«^*:; 


m 


z/fp 


(8ti  8^     8u  ^«\  ij-^z 
8y-5?"-8i  ^ 


8z'8y8z/*   z/y 


8m    R^^du   R^ 

dy  *  .J99      S^  '  ^4p ' 
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d»  9ifi      dtt   dti| 


/3«    8%!      du    Shi\   tfx  —  y 
\j5z  '  dxhy     dx '  dydzj '    Jq> 
/du    8*w  _8«   Sht\   zj-z 
'*'\dz'S^      dx'S?J'    Jq> 

du    Rz     du    R% 

dt    ^tp     dx  /Sfp 

Weif   DUD,    da   Rs,  Ry,  R%   in  Bezug  auf  J(p  von  der  zweiten 
Ordnnni»  sind, 

iat,  80  ist  nach  dem  Obigen : 

die    dti|       du   dui^ 
j.     dx'dyl^  dy'dxi_      /du     d^^du    8hi\dx 
Jfp  \dx '  dxSy      dff  '  dx^J  dg> 

/du  dhi_du    d^\dy 
^  \J5x '  8y*      öy '  (SxdyJ  d<p 

"*■  \dx'  ^z'^  dy'  dzdxj  dq>' 

du   dui       du    dui 

Lim^^  ^8g    dyi  /du    d(^  _Jdu  dhi\dx 

Afp  \by' diäx      dz  dxdy/^ 

/du    dhi      du  8*m\  3y 

^K^'dydi    di'd^ydtp 

'/du  8hi     du    dhi\dz 
^\dy'dz*^dz'WzJd'q>' 

du  dui       du  9tf| 
, .    dz  '^       dx'dzi  /du   3hi     du     Shi  \  dx 

^■"  7^  =      \di  •  a^r«"^  8?  •  dzdxj  Fq> 

/du    dhi^^du    dht\dy 

\dz  '  dxdy      dx '  dydzj  dq> 

(Su    d^      du    d^\dz 
dz'dzdx^dx'dz^Jdq)' 

Nimmt  man  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass, 
wenn  Jip  sich  der  Null  nähert,  d.  h«  wenn  in  der  auf  der  Fläche 
gedachten  Cnrve  der  Punkt  (^i^iZi)  dem  Punkte  (xyx)  immer 
näher  und  näher  rückt,  die  Grösse: 


Digitized  by 


Google 


228  Grüner t:    AUffemeine  Theorie 

du   df<t      ^   ^  du   duY      du    dui 

dy    dzx      dz '  Byi   Xi  — x      8x  '  8a:|      8a?  *  dii    ^  —  y 
/iqf  ^{p  A^  Aqi 

du   a«,  __  Su  8«! 

dx '  d-tfi       dy '  dxi    2|— -z 
J<p  '    J(p 


sich  der  Grösse 


du    8hl  ,_du    S^\dx 
dy '  didx      dz '  dxdyj  d(p 


c 

/du    dht      du  8*tf  \  dy  [  dx 

V8y  * dydx'^dz  ' dy^J  8^  [  89 

/du  ^_du    Shi\dz  \ 

"•"VSv'at*      dz'SySiJdtp  f 

(du  8^_8»    8^\8«  \ 
\dz    dx^      dx'dzdxjdip  j 

4.  <   +/"??    ^  _^«    8hi\dy[  dy 

"*"  ^        V82  ■  8a:8y      dx ' dySzJ  dq>  l  89 

/8tt    8«tt      du   dhi\dz    \ 
^  \dz'dxdx'^dx*dz^  Jdq>    f 


c 


'du     BHi       du    S*u\dx 

dx '  dxdy     dy  '  dx^J  dtp 

/du    8%_8m    S^u\8y   [  & 

A8^*8^*     Sy'dx&yjdg>  [  dq> 

/du    d^u^du    8%\82 

\dx '  dySz     dy '  dzBxJ  8y 


oder  der  Grosse 


/8i*    8^_8ii  _8^«_\/8£Y 

\dy  *  8z8ar     82  *  dxdyJ  \d<p/ 
/du    Shi^^du    Shi\/dyy 
\dz  '  dxdy     dx '  dydzj  \ßg>/ 

/du    8%_8«f  i!ü\/9iV 
^  V  8a:  *  dydz      dy '  828^^/  \d(p) 

t  du     dhi       du    dhi        /B^u        8*tt\  du  ^  dx  dy 

"  ^dx'dzdx'^dy'd^fi'^Xdx'^'^  d^J  d^^  S^'S^ 

^dy'  dxdy      dz '  8280:       \dy^       8z*/  8a:  ^  89 '  dtp 

_.8tt     S^_3w     8%  _/d^u      dhi\du,  dz    dx 

?  82  '  8^82      dx '  dxdy       \dz*       dxy  dy^dtp' dtp 


als  ihrer  Gränze  nähert. 
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8«tzt  oiati  nun : 


(du    dhi  du    y«  \  /oj: Y 

dy '  Bzdx  dz  '  dxdtfj  \dip/ 

+  V82  •  dxdiß  dx '  dydt)  \dq>) 

/8tt     dhA  du    dhi\/dz\' 

\dx '  dydz  djf '  dzBxJ  KdqjJ 
_\du    9hl  ^dn    Shi  _/dhi^d^\du.dx  dy 

?aa?£Si      dy'dyd'z     \da^     dy*/ dz  ^  dq>' dg) 


=0, 


j8tt    3^     du  ^__/^_Shi\du.d^    & 

^dy'dxdy     dz'dzdx      \dy*     dz^J dx^  dip' d(p 

^  du   dht       du     3*tt       ^dhi      dhi\  du  ^  dz    dx 

'^^Jz'^z^dx'dxdy'^KiSi^'^dxydy^dfp'd^ 

so  wird  diese  Gleichung,  tn  Verbindung  mit  der  Glelchuni^ 

34) A^.3f,^)  =  0 

oder  mit  der  daraus  abgeleiteten  Gleichung 

'XK^  ^a   dx_^du  dl      du    St 

^)    '    '    '     '      'dx'dip^dy'dq>'^dz'dq>-^^' 

eine  stetige  Folge  auf  der  durch  die  Gleichung 

m  Allgemeinen  cbarakterisirten  FiSche  liegender  Pnnkfe  (xyz) 
bestimmen,  welche  so  beschaffen  sind^  dass  die,  je  zwei  suc- 
sessiye  auf  einander  folgenden  Punkten  entsprechenden  Normalen 
der  FISche  mit  der  moglichfit  gru«tsten  Genauigkeit  sich 
schneiden,  und  es  wird  also  durch  die  beiden  Gleichungen  33), 
34)  oder  33),  35)  eine  auf  der  in  Rede  stehenden  Fläche  liegende 
Curve  bestimmt,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  in  je  zwei 
SüccessiTe  auf  einander  folgenden  Punkten  dieser  Curve  errichte- 
ten NonnaIeD  der  Fläche  mit  der  möglichst  grOssten  Ge- 
nauigkeit sich  schneiden.  Man  sieht  hieraus  zugleich,  dass 
von  einem  Schneiden  der  stetig  oder  continuirlich  auf  einander 
folgenden  Normalen  der  Fläche  im  strengen  geometrischen  Sinne 
nicht  die  Rede  sein  kann,  wie  dies  schon  Moigno  sehr  richtig 
gegen  Monge  bemerkt  hat*). 


*)  .%L  «.  Le^oiis   de    ralniil   dtff^rcntiel    oi  de  caicul   inte- 
«:ral  |iar  Moigno      Tome  1.    pag    384.    No.  199..  wn  Uoigno  «ehr 
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Curven  von  der  in  Rede  stehenden  Beschaffenheit,  die  alsn 
im  Allgemeinen  immer  durch  die  Gleichungen  33) »  34)  oder  33). 
35)  charakterisirt  werden,   wo 

Ar,t>,|)=0 

die  Gleichung  der  Fläche  ist»  auf  welcher  diese  Curven  liegen, 
hat  man  Krummungslinien  genannt,  aus  einem  Grunde,  wel- 
cher sogleich  näher  erläutert  werden  wird. 

$.  6. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  33) ,  35)  kann  man  eine  der  drei 
Grossen 

richtig  sagt:    ,,Ed  partant  de  cette  double  propri^t^,  oo  seralt  tent^  de 
döfinir  avec  Monge   les   llgnet  de  courbore  des   lignes  qai  renferment 
la  suite  des  poiots  d'une   sorface  pour  lesqneU   les  normales   infiniment 
▼oiaine«  «e  rencontrent  «uccessiveroent ;    maia  cette  d^finition   est 
reellem  ent    d^fectiieuse,    parce  qiie  de  fait  deux   normale«  ne   «e 
rencontrent   pat,    quelque  Yoislnrs   qn'on   les  suppose.    Ce  qui  est  Trai, 
c'ett  qoe  le  rapprochement  des  normales  correspondantes  k  denx  pointa 
Xth%  Toisins  pris  snr  nne  ligne  de  corbure,  est  plus  intime  que  dans  tonte 
antre  direction;    comparöe  au    petit  arc  qui  stfpare  ces  deuz  normalea 
sur  la  surface,  et  que  nous  suppos^ront  £tre  un  infioiment  petit  du  pro- 
mier  ordre,  lenr  plus  cnurte  distance  serait  un  infiniment  petit  du  second 
ordre,  taadis  qu'elle  est  en  gdn^ral  du  premier  ordre  ou  de  m^me  ordre 
qae  Tarc.*'     Uebrigens  bemerken  wir ,  dass  Moigno  «eine  Entwickelang 
der  Theorie  der  Krummungslinien  gar  nicht  auf  diese  eigentliche  oder 
primitive  Definition  derselben  gründet,  sondern  auf  eine  Eigenschaft  die- 
ser CurToo,  welche  wir  weiter  unten  in  §.8.  beweisen  werden,    und  die 
er  pag.  380.  No.  198«  seines  Werkes  auf  folgende   Art  ausspricht:    „On 
appelle  ligne  de  courbure   d*une  surface  conrbe  tonte  ligne  qui,    ötanC 
trac^e  sur  cette  surface,  est  langente  en  ce  point  4  une  section  normale 
de  plus  grande  ou  de  moiodre  courbure."     Auf   die   in   Rede   stehende 
primitiTe  Definition  ist.  wie  wir  glauben,  von  uns  zuerst  in  völlig  stren- 
ger und  nberzengender  Weise  in  der  vorliegenden  Abhandlung  die  Theo- 
rie   der   Krummungslinien   gegründet   und    in    neuer,    gani   altgemefiner 
Welse  entwickelt  worden.     Die  anderen  Schriftsteller,  welehe  von  dioeer 
Definitiim  ausgehen,    bedürfen  aus  dem  angegebenen  Grunde,    so  weit 
untere  Kenntniss  reicht,  sammtlich  mehrfacher  Berichtigungen«  aamoBt- 
lieh   Brandes    in   «einem   Lehrbuche   der   höheren   Geometrie. 
Thl.  II.  S.  210.  und  S.  211.,  der  übrigens,  wie  ziemlich  überall,  so  auch 
hier,    seinem   Vorbilde  Monge   blindlings   folgt.     Solche   Fehler  haben 
ihren  Ursprung  hauptsächlich  in  dem  Gebrauche  des  sogenannten  Unend- 
lich-Kleinen  und   alles  dessen,   was  damit  zusammenhängt,    vonüglich 
In  dem  Unterlassen  ganz   strenger  Gräazenbetraehtongen ,    die  allein   zu 
völliger  Ueberzeugung  bei  dergleichen  Dingen  zu  fuhren  geeignet  sind. 
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dx      hy^       dx_ 
otp      d(p      Oip 

eliniinireo.    WShIeii  wir  dasn  die  dritte,*  so  liefert  uns  zuvorderst 
Hie  Gleichung  35)  die  folgenden  Ausdrücke : 

/duy   /&V_      \Su   dx      9u  dyn 
\dij   '\dq>J  ^       hx'dip  ■•■  dy'dipl     ' 

8»  öy    8*_       \du   dx  ^.8»/^V/ 

dz'^'dq>'^'^hx'dfp'dqrdif\d(pj  r 
du   dz   ^  __\^fSxY     du  dx  dyl 
ai * 89 ' 8<p  ""       j dx\d<pj  '*'dy'dq>'dipy* 

welche,  in  die  Gleichung  33),   nachdem  man  dieselbe  mit  (  a-) 
multiplicirt  hat,  eingeführt,  zu  der  folgenden  Gleichung  führen: 

(8iiy/cltt   dhi      du    d^\^dxy 
dz)  ydy'^^^dz'dxdyJKdq)) 
,/Suy/du    8*11      8m    Shi\/dyy 
^\dzj   \dz'dx^''dx'dydzJ\dq>J 
_,(du    8*tt_8ii   8^\/8ti   8^  .  8«  dyy 
^\dx'^ySz     dy'dzBxJKdx'dip^dy'dq)) 

(duY\du    dhi        du  ^       /d^     ^\dtt(8:r   dy 
'^KdzJ    Idx'^^'^  dy'dydz'^\dx*'^  dyy  dz\dq>'dip 

8tt  1 8tt    8hl  ^  du   dhi      /8*k     dht\  du  / 
'^Tz\d^'M^^Jz'dzdx''\d^^di^Jdi\ 
idu   dx  dy      du/dyyi 

^\di'di^'d^^Si\d^J  \ 

8i«}8i«   8%i      8«    i^     /Ißu     dHt\dul 
'^'Sildz'^'^dx'dxdy'^Kdz^^dxydyi 
idu /dxy     du  dx  %i 
^l^\dq>J  +^89)*89>' 
=  0. 
Ordnet  man  diese  Gleichung  gehörig  nach  den  Potenzen  und  Pro- 
ducten  von   k-  und  ^»   so  findet  man  als  Factoren  von 

^O' "'  (I)" 

die  Grössen: 

./duy , /duy. /du  8*tt    du  i^«^.??>/^V    /^Vj  ^ 

\\dij  ^\dzj  syßi'^-dz'dxSirdyi\dzJ       KdxJ  ^ dtdx 
_ /8*tt_8%i\8tt   du  du 
V8z«      ^Jdx'dy'dx 
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und 

■"^V8i^/     \SzJ  ^\d^dz8x      dzd^J    dx^yi^zj      \d^J  ^dydz 
oder  die  Crossen: 

s  (^±y  A.  (^y  j.  (^"^y  \  (^  ^jl  8«  8*«  \ 

^  V8a;>/   +  Va;//   ^  Vär /   ^  V8a:  •  8^8x  "^  81 '  8^8y/ 
8m   8m  /8m    8*y<       8m   Shi       du  Shi\ 
^  8~T '  %  \8i '  8i8:r  "^  ^  *  öyäi  "*"  &  '  8?/ 


Stt  Bu/du   3hi      du  ^m_     8m    8*tt\ 
"^^  8y  *  8z  V8ar  *  8ar«  ^  8y  *  8ar8^  +  8z  '  8i8:r/ 


und 


i/^^V  r /"^^fV  .  /?!fVi/'8w    8«tt       8m    8«M  ^ 
""^VS^y  ■*"V83fy   "'"V82y   H8i/8i8:r""8zar8v>/ 
du   du  (du    8]|tt.8M    8«tt8M  8«m\ 
^  8a:*8yV8^*8i8:r"''ay'8y5i+  dz'dz*/ 
_8tt   8m /8m     8^m       8m  8^1«      8m   dht\ 
dx '  dz  \dx '  dxdy  ^  dy '  8y«  ^  dz '  dydzj 

Setzen  wir  aber  wie  früher  in  19): 

^     /8«V  .  /8m\*     /duy 


80  ist: 


8e_8«   8«M     8tt    8«M    .  8m    8«m 
^Fx^di'dx^^dy'^^y^  dz'SlSi' 

8e_8M   _8^  ,  8m  8^     8m   8»m 
^dy'^dxdxdy^dy'dy^'^Vi'dydz'^ 

de_du    8^u       du    d^       du  9hl 
^Si:^dx'd^^dy'd^z'^  dz' dz*' 

und  die  beiden  Factoren  von  (^J    un«^  (ö   J     **"^  also: 

/8m    8^_8m    8»m^\  8m/8m  8ö_8m  de\ 

\dx '  dydz      dz '  dxdyj  dy  \Sj:    dz       8z  *  Si/ 

und 

/8m   J^      du  ^u\  du /du  dS      da   de\ 

"^      \dy'  dzBx"  dz  '  dxdy)       dx  \df/ '  d:  *"  dz '  dyj  '' 

dx    du 
Ferner  ist  der  Factor  von    q- •  0    ,    wie  man   leicht  findet: 
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if^^  ^  /»mV  .  /8«a   du        du   d»u\ 

^l\dxj   *~  V8yy    ^  8":Sz«' 
oder,   uie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

+  Kasy  "^^W  H8"J  ^vs^Fi-^aiaiäiy 
^a«  aw/a«  sfw    »«  shi    du  0^1  \ 

ftr '  8x  vaar  *  8a:«  "*^  »y  *  ^xBy  ^  (k '  Szda:) 

du  du/du    ^    .  8»  8«tt     8«    8^m\ 
'^ dij'  Bz\^' dxdy^  dif' By^^  Fz' dySiJ  ' 


also: 


/8«ti    8m       du    ^^\   ,^2^?^    ?"       ??^     a^ttX 
""       V8p*  dz"  By'dydz)  ^^  W    8z       dx    dzd.rj 
8tt/8tt   8»      r«  8e\      f.dji/du  86       8«  8e\ 
+  ®8j:V8^*  a2~  8r  •  dxJ'^^dyKdy'  dz  ""  8z  '8^7 

dx  dy 

Folglich  haben  wir  zwischen    «—  und  ^    die  Gleichung  : 

36) 

^  V8x'8y8i""  SI    dxdyj^      8^V8a:   "ax       8z  *  8^/^  Väcp/ 

./8a    8^_a«    8*tf  \^     8«/8«  ??     8m  ?^'\</^'\'' 
~  ^\dy'dzdx      dz  'dxdyj^''dx\dy'dz       dz'dyj^\dipj 

Kdu    d^u      du  8*M\za  .  8J5/8«  8ö     8ti  SeXT  \ 
8a:8^""8x'8P>/^"*'8yV8y&  ""Si*8yyj/8^  8y 
KdM    8%        8«  d^M\        du /du    dß     du   dSYtldq}  dip 
dydyS't''  dl' dyV^'^dxKdx'  dz '^  dz'  dx)j) 
=  0. 

Man    kann    diese  Gleichung    auf  verschiedene  andere    Arten 
aQsdrfickeo,  worüber  wir  jedoch  nur  Folgendes  bemerken  wollen. 

Es  ist: 
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/du    ShtSu    9hi 


'dySx     di'dxdy)\JSip)     \by' diBx     'Sx'8i^AS?/  f  ^ 
r/Ww  hu  _iu    S^\_/9hi  du  ^8u  S^\"l  8f  8yi 

/du  dx     Su   dy\r/du  dB     du  de\dx    /du  dB     dude\dif. 

-\S^'d^^Si'd^J^\jS^''S^'^'&'^jFqrw 


=  0 


oder: 


/du    8^_du    Shi  \/'dxY     /Su  ^  _du  8*u\/^y 
KSx'dydt      di'^Sxdy)\d(p)       V%*8«8^      dz%^)\^)  \ 
,  .  r/3hi  du 

-^IXd^'fz 


du  s^ 

'  dx'dzBx^ 


\      /SHi  du 

J^Kd^^dz 


du    SHi 

5y  *  dydz, 


r/ J  S9 '  dtp 


0 


_/du  ds^^du   ^\ 
VSy  dtp     dx' dtpj 


(du   dx      du  dg       du   d%\  So 
dx'dfp  '^dtf'dq)  "*"  dx' dq>J  dt 


also,  weil 

du   dx     du  dy      du   dz 


/de    8£     8Ö 


5i>+8z'8y>/8z 


=  0, 


du   dx     du  dy      du   dz  _^     dB  dx     dB  8^.30   8j_8© 


ist: 


37) 


VS^'8^     d%' dxdy)\d<p)        V%'Säi      a2'8a:8y/V 
■Lv3^*?i""§i'S5i/      V8?"8i""8y'5^iy  JS^ 


)■/ 


Nun  Ist  aber: 


/du  dx  ^du   dy\du  dB _^ 
\8y  'Sq>       dx' dtp)  dz '  dq>^ 


du  8%i  ^  8*» 
8  /du  dü\  _  8g'8a%  83?'8y8» 
dyKdx'dtJ- 


&' 


du   Bhi 


dx 


/du,du\ 
\dy  •  dzj 


8^/8».8i«\      8x^8^ 


(r 


811    8%c 


und 
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du  8*11        du    8hl 
d  /"Su  ,du\      dz  'gj*  "^  dx'dzda: 

du  dhi       8u    dhi 

dy\dy  '  8i/""  /Buy 

\dzj 
also  nach  dem  Obigen: 

<%V8^'Fiy-W     8^  WWW  fa« 

■"L8:rW8«y         8y V8y '  81^  J  8^ '  89   ' 
_/du  8f_8»   8y\8e_ 

oder: 


39) 


oder: 


I        LSy  V8a?  '  8z/  "  89      5i  V8ar '  dzj  '  dq>Jd<p 

\  _r8^/8M.8tt\  ^_i/??.3«\  s^n^ 

'       L8arV8y  *  dzj'dtp      By\hy'dz)'  89J  89) 

KBy'hip     8a: '8^/89"""' 

II  8/8».8tt\  S5__8/'8«.8tt\   ö^lS^v 
^  _         L8A8jy '  5i/  '  89)     8y V8y '  dz) '  8y J  8y  )  du 
^^  "e  ""  8«  8^_  8«    8y  '8z 

dy'dtp     dz  ^ 

E^  ist  aber: 

86 
8/.e«     8/.e»  8.6«       J    ^.86    ^S^ 

also:  ; 

J     LsAs^S*/  39     8iV8a?'8z/89J8q)/ 
)    r^/8ii,8t«\  §y_l/8?.8?\  8£-|§^| 
41)  ^^^z:^ 2       ^^^^^3^  *  8zA  8y     8y  V8y '  8z/ '  8y-J8y  )    du 
'    ^'^  du  dx     du   dy  'dz 

dy'dq>'^dx'  dip 
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oder : 

1      La^  W  '  3  V  '  3^      hA?x  dl) '  dq>Jaq>  I 

^„^ .,  ^   ,  C  ^  LdAdf, '  dl)  •  äy    dAdjf '  dz) '  8g) Jay;  du 

A2)dl.e^=2 : S«  8^_ai  8^ ^-81^9^' 

8^  *  8<p     So? '  8qp 
also: 

\     LSy V8ar  *  St/  8<p     8A8^ '  dijdq>jdq>i 

i-ix  /  i^      A  '      L8xV8y  '  dz)'d<p     dy\dy '  8zy '8y J8y'   8« 
43)  i,B^=li 8«  dx_^    dg 8i^- 

^  dy   dtp      vx'  dq> 

Setzt  niat)  .r  dir  q>,  so  ist: 

8  /Stt    8w\       d^fdu    8tt\    8y  ' 

)  dy\dx''di)''dx\dx' dz)*dx         I 

..X  /  ^«     o  1    ^       L8^  ^^^ '  ^'^     dx\dy'dz)    dxidx  )  8ii. 

44)  ij^^ij  ^?!f_  9«  ^        ~ ai 

8y      8ar  *  8.r 

§.  7. 

Wenn  Hie  Gleichung  der  Fläche  unter  der  Form 

46)    .     .     .     z  =  f(x,y)   oder   z  — /(^r ,  y)  ==  0 

sregeben  ist,  «o  ist  n  =  s  —  f{x,  y)  zu  setzen^  und  e«  ist  folglich: 

8tt  8/^(3:.  y)_       8x       8?__8/l^y)__&       8m_  , 

8ar—  8a:       ^       dx  '     dy^  %      ""      8^  *     8:^*' 

dhi_      dH       dhi_      8h.       9hi_ 
8^-^8.1^'     8y«-"*8iy«'     8x2—"' 

8«»  _     Jh_       Shi  ?•"  _  n 

8i^— """a^a^*    ^i-"'    828i"""' 

Weil   nun  hiernach  and   nach  19): 

8e_ac    8^      8tt    S^.du    d^u_dz    dh      dz    3h 
^8a?""ar  '53  +  dy'd^dy  +  dz  'S^'^Si' 8*«+  8y  *8a:8^ ' 

8e_8«     dhi      du  Shi      du   dhi  _dz     dh        dz  3^z 

dy'^dx'  dx^     dy  '  dy^       dz '  dydz      dx '  dxdy       dy '  Sy* ' 

dS     du     8*tt      du   8%      du  3hi  __  ^ 
^  &  =8i '8i8i+ 8y '^  +  8z    ä?  -  " 
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ist,  so  erfafilt  man  ans  der  Gldichuiig  9B),  naehdem  nan  dieselbe 
mit  B  mnitiplicirt  hat>  die  folgende  Gleichung: 

8a-«  *^  "•■  8y  V8ar  •  dx  8y  +  By '  dy*Jj  I  Bx  ^ 

L%«  *^  +  Ät  V8ar  ■  8a:«  +  8y "  ftr  8y/ J 
also,  weil  nach  dem  Obigen  und  nach  19) 


d(p'Bq) 


ist: 


=  0, 


,^  r.  .  /'3A%   8«i        Bz    8:    BH,/Bx\' 

^  •  •  'l'  ^"  W  38^78x-§^-äi"«^  W 

/8*y    8»!       8x   Bz   dH    /Bi,\ 

~ '  l*  ■*■  W  ^  8^~  ^  ■•"  W  '  5?^ 3^*8v ' 
and ,  wenn  man  x  för  9)  setzt : 

,^    .r. .  /^»^^  ^*    81  82  8«! ,  /8ji\»  » 

+'[i+U;  isi?  -[*+ (w  ^  8?'  äJ  [  =^ 

irij./'^*Vi    ^        8t    8*    8«*,  ) 


Ferner  ist: 


dyKjdx'di)''     8ar8v'     8a:V8jy '  Si/""      Si?y' 
8^/8u  8tt\_      8»!        1/8?    8?A_      ?^. 


dx 
also  nach  40),   indem  ofian  jr  für  9  setzt 


*^  Diese  Gleiflinw/i$  stimmt  gnnx  iiiit  <trr  vnii  Brandes  a.  n.  O.  S.  21 1. 
gegebenen  Gleieliitng  öfbereiif;  die  oben  gegen  denRelhcn  gemachte  Be- 
merkung betrifft  seine  Methode,   nicht  das  Resultat 

Tlieil  XXXVII.  16 
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^  •  •  "S"-  8i^_82   %      '  • 

oder: 

49)   -y= ä^-g- ^- 

Es  ist  aber: 

also : 
^  '       8©     ^8^-^^~^S^-^ 

and  folglich: 

8 5-. 8a; — 8k-  .8» 
81)    ...    .     8/.»«  =  2-£^ |f , 

g^8:r-ji8y 
oder: 

Nno  Ut,   wie  man  leicht  findet: 

=8^.8x-8gj.8y-g^8«y, 
nnd  folgUch: 

8|.a.-8^.8,=8(|8.^|a,)  +  |8V. 
also  nach  51): 
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SSO 


folglich : 
53)    . 


aar* 


I 


oder: 

54)    .    . 
oder  racb: 


/&      &   ajyV       '8ar   S^ 
VSy     dx'dx)  ^      Sa-  8« 


d< 


82      81   8y 
8y""8a:*8a: 


.—8a?. 


5.8. 

Wir  wollen  ans  jetzt  mit  der  Attflltouog  der  Gleichung  36) 
beschäftigen,  und  setzen  zu  dem  Ende; 


56) 


wo  natfirlicb  nur  von  einer  Bestimmung  der  GrOsse  6y  die  Rede 
»ein  kann.    Der  Kürze  wegen  wollen  wir  noch 

57) 

/du   d*u      ^    Sßu\^    du /du  dB     du  de\ 
^-\dy'^x~  dz'daS^)  **~dx\d9'  dt'~dt^)' 

^     /du    8hl        du  d*u\        du/du  de      du  de\ 

Kdv    dht     du  i^\        du  /du  86     8k  dB\l 
/8«    dht      du    d*u\        du/du   8©     du  8©\ 
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setzen,  wodurch  die  Gleichung  36)  folgende  Gestalt  «rhält,  in 
man  zugleich  die  Gleichung  S6)  benutzt: 

Lo»t  man  diese  Gleichung  auf,  so  erhält  man: 
58) Cr,^ — r — -r-^ 

Weil  noD  bekaniXhcl»  ^.^  +^.gj  +  g^g^  =  0  ist.    so 
ist,   wenn  wir 

»>  ■ i=«-i 

setzen: 

60)  61) 

Die  beiden  Werthe,  welche  Gy  und  6rs  haben  kann,  wollen  wir 
jetzt  von  einander  unterscheiden,   und  densafolge 


^,      -B+yB*+iAC         B  .  SfB*^iAC 

»  ~  2J  — ~2^  23         • 

so  wie  entsprechend: 

63)  .  .  gj  G.  =_ g^_^  6, ,     g-^ G.'zr-g^- ^ G,' 

setzen;  dann  erhalten  wir  leioht  die  Formeln: 

.      .      .        Uü'  +  C;rti'  SB  — 
/ 

und 


64)    .    .    .     Gj,'  +  6V  =  -j,    Gy'G/=-^ 


also  nach  64): 
65) 


-g-(G.  +<'.)=-2g^+5-g^. 


f^"X  rTo-f^^X       ß  3«  8«      C  /8uY 
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kvm  cli«Mp  Fonnetn  erhftit  mun  leicht  die  Relalfpii: 
66)     ...    .    (^y(H(?y^G/+G.'C.^       , 

_  2  , 

oder: 

^l@'^(Dl-<l-ciD%(|)-| 

A 
oder : 

welche  wir  nun,  den  Zähler  des  Bruchs  in  67)  auf  der  rechten 
Seite  in's  Aupe  fassend,  zuvurderst  etwas  nSher  betrachten  wollen. 
Wir  unterscheiden  in  diesem  Zähler  den  S  als  Factor  ent- 
haltenden Theil  von  dem  S  nicht  als  Factor  enthaltenden  Theile. 
Der  Factor  von  S  in  dem  ersten  dieser  beiden  Thelle  ist,  wie 
man  leicht  findet: 

du  dhi  \/Suy./duy{  ^du  9hl  \/duy    /duVi 

du  du/du  S%«  .Sa  J^w  St«  dhi\ 
^  Fz'FyKdx'dx^^^'dxdif^di'^x) 
_du  du /du     S*y      Sil  S«u     du    S^\ 

Fidx\dx'^d»^^'dy^^dz'tySi) 

räuy/du    3hl'    du    S^\ 

■^W  VS»'S3i^sS'S^/' 

also  offenbar: 

Bu^/du  de    du  de\ 
"Jz^Kdx'dy^d^'diJ' 

Der  S  nicht  als  Factor  enthaltende  Theil  unsere  Zählers  ist^  wie 
man  sogleich  fihersieht: 
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du/du  d»   du  m\  . /a»\* .  /Buy  ,  /»»\« , 
.  du/du  dB   du  ae\  .  /a«\«  .  /duy  ,  /a»\*. 

also    offenbar : 

Folglich  ist  der  gaoze  Zähler: 

du^/du    dB     du  Be\^dH^/du   BS     Su  de\ 

d.  h.  der  Zfthler  verschwindet,  und  wir  haben  daher  die  fotgem- 
den  Gleichungen: 

ler: 

™...,.-c,(|)-=-.(|)-./,|.|+c0. 


oder: 


oder: 


,.,..(.-C«.=^0-^»|.|_c(^)-. 

Zugleich  haben   wir  n^ch  66) «  67)»  68)  die  nierkwfirdige  und 
wichtige  Gleichung: 

72) 1+ Gy'6V  +  fe.'G»''==0. 

Nach  69)  ist : 


also 


<«-+"«(S)'(|)' 

-"«-•'(i)*+(D'"©"<i)V4.c(S)-(g)-. 

und  folglich: 

«»•+"«(i)xi)'='^[(sr+ß'n*^-L©xD''- 
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oder,   wie  «ogleieh  erbellet: 


73) (Ä«+4JC)(g|)' 

=,M+ce.-.(|)Vc(|)-,-4.c».(^)-. 

Auch  Ist  nach  71)  offenbar: 

Nach  diesen  beiden  letzteren  Gleichungen  ist  also: 

=K.4C».-.©'-0(|)V(S)-^)V 

+"'^*«©'(S)"(l)"' 

and  durch  Addition  dieser  beiden  Gleichnngen  erhält  man  die 
Gleichong; 

=,„,c,«.-.(|)'-c(S)-,.©-0 

woraus  sich  nnniittelbar  das  wichtige  Resultat  ergiebt,  dass  die 
Gr5sse  B^ -{- XAC  stets  positiv  ist,  folglich  die  obigen 
Werthe    von    Gy   und    G.    stets    reell    sind. 

Da  es  nach  dem  Bisherigen  fSr  jeden  Punkt  {xyx)  unserer 
Flüche  zwei  reelle  Werthe  von  Gy  und  zwei  entsprechende  reelle 
Werthe  von  Gm,  giebt,  so  werden  jedem  Punkte  {xyz)  un- 
serer FIftche  offenbar  zwei  Krfimmungslinien  ent- 
sprechen. 
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Weil  die  Gleicbungeo  der  Berfihreiid«ii  der  KrfinmuDgsIlMe 
im  Punkte  (xyt)  im  Allgemeinen  bekanntlich*) 

S^  "•    ^  "^    81    ' 

dtp  dcp         o(p 

folglich  für  die  beiden  hi  Rede  stehenden  KrOmmungsIinieD  in 
nach  dem  Obigen  leicht  von  selbst  verständlicher  Bezeichnang 

y— ^  _  t;— y  _  ?  — z         x—a:  ^  xj—y  _  f~t 

W    w    \^J    w    va^y    w 

sind,  wo  man  sich  nach  dem  Obigen 

gesetzt  zu  denken  hat,  und  weil  aliin  wegen  der  Gleichnog  72) 
offenbar 

^)'(i)"+(im)'*(i)'0'=» 

ist;  so  erglebt  sich  nach  bekannten  Sätzen  und  Gleichiiogen  der 
analytischen  Geometrie  das  wichtige- Resultat ^  dass  die  bei- 
den in  Rede  stehenden  Krümmungslinien  in  dem  Punkte 
(xyz)  jederzeit  auf  einatider  senkrecht  stehen. 

Wenn  wir  die  Winkel,  welche  die  Berührenden  der  dem  Paokte 
(payz)  entsprechenden  Krümmungslinien  mit  den  positiven  Theilen 
der  Coordinatenazen  einschliessen,  durch  6,(0yQ  bezeichnen;  so 
haben  wir,  weil  deren  Cosinus  sich  bekanntiicb  wie  die  Differen- 

tialqootienten  g^'    ^»    g~  zu  einander  verhalten,  zur  Bestimuuiog 

der  Cosinus  dieser  Winkel  nach  35)  und  33)  augenschefnlicli  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

g^cq8Ö+g^cosi»  +  g^cosü==?0, 


•)  M.  t.  ThI.  XXX.  Nr.  XL.  S.  367.  Nr.  3). 
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der  Arü^mwßfißänifn.  24^^ 

.  /du    Sl^u      du    dhi\        ^. 

-  ^  SS  •  S5i^  ^  •  8^-  V8^-{^;&  <  C08ÖC08«. 

and  ausserdem  die  bekannte  Oleichang:  cosd^-f  coscD^-fcosS^r^l. 
Diese  Gleicbangen  stirom^ii  aber,  wie  man  sogleich  flbersiebt, 
▼ollbororoen  überein  mit  den  Gleichungen ,  irelcbe  wir  in  unserer 
»»Allgemeinen  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen  für 
jedes  beliebige  rechtwinklige  Coordinatensystem''  In 
Tbl.  XXVllI.  S.  184.  zur  Be$timipupg.der  Lage  der  Normalschnitte 
der  grSssten  und  kleinsten  Krümmung  der  Fläche  In  dem  Punkte 
(s^)  gefunden  haben»  woraus  sich  also  die  merkwürdige  Eigen- 
scbail  der  Kiümniuni^slinien  «rgiebt»  dashs  'in  Jedem  /l^unkte 
der  Fläche  die  .IjMchtungen  der  beiden  dies^p  Pujikt^ 
entsprechenden»  auf  einander  senkrecht  stebenäen 
Krflmmungslinien  mit  den  bekanntlich  gleichfalls  auf 
,e|pi^p.der  senkrj^^ht  steben^en  I>{or.malschnltten.  der 
grSssten  und  kleinsten  Krümn^nn^  in  di^^em  Punkte 
susapipen fallen.  ^Dieser  merkwürdigen  Eigenschaft  vi^egeh 
,)i;ibep  die  ;8Lrünim.un^8rmien  ihren  iNaroen  erhalten.       ~ 

,Fflr  Irgend  e|ne  pifrve^ind.pa^b ,lQ),,di|^ Gleich uMen^^^^^ 
joglrten  Berührenden  in  dem  Punkte  (o^fs):  — 7r^^*-r^txrfr^, 
ond  nach  18) /ist  allgbmefirt: 

8^  ,  „  Siy        -3£  _  /du    8^      bu    S^±\/^y 

,/9u   3^     du    SHi\/dyy     /du    ^     du    3h{\/diy 

cdu   ^^du    dhi       (^     «ÄiVaii^iteiByjiiii^ 

.         Ahu  ^  Jbu  ';8fti_-      (»u     .9u\^:t9u  'ft?*  ^i^\^ 

^^du     3hi  _du   ^^_v/?5f_8*«<\8tf  j  &   80? 

^S'^      9^*ar8y      \dz*      Sx^Jdy^  dtp'S^' 

■  -----  16» 
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Ist  Dim  die  in  Rede  stehende  Cnrre  eineKrOnifmiDgrilnle»  so 
verschwindet  nach  33)  die  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichhots- 
leichens  stehende  Grüsse»  und  in  diesem  Faüe  ist  abe 


^8y  ■      Sg> 


+  c^=o. 


woraus  sich  unmittelbar  die  neue  meriiWfirdige  allgtmeiBe  Biges- 
Schaft  der  KrOmroungsKsien  ergiebt»  daas  in.Jedeoi  ihrer 
Punkte  die  entsprechende  conjngir^e  Berfihronde  der 
Fläche  auf  ihnen  senkrecht  stellt^ 

Auf  diese  Weise  haben  wir  jetzt  die  wichtigsten  aUgemeioen 
Eigenschaften  der  KrdmninngsIMüen  s^mmtlich  streng  bewiesen, 
und  die  allgemeine  Theorie  dieser  merkwürdigen  C«r?eo  ftlr  jedes 
beliebige  rechtwinklige  Coordinatensystem  entwickelt. 


TII. 

H  i  8  c  e  I  I  e  D« 


Zwei  Sätze  vmi  higheren  arithmetischen  Reiben. 

Von  Herrn  Beallehrer  Dr«  J.  G.  Molitor  in  Bttenhelm  im  QroMhen.  Baden. 


Ist  eine  arithmetische  Reihe  der  mten  Ordnung  gegeben  mit 
der  Constanten  DifferenB  Si,  eine  zweite  von  der  nten  Ordnung 
mit  CDn  =  ^t»  eine  weitere  von  der  rten  Ordnung  mit  CDr  =  ^ 
U.S.  f.»  und  diese  werden  gliedweise  roultiplicativ  verbunden ,  so 
ist  die  so  erhaltene  Reihe  von  der  (m-|-*t'f-t*'f--«-*)ten  Ordnung 
mit  der  constanten  Differenz : 

H. 

letoi,  a^,  Oi»****  eine  Reihe  der  mten  Ordnung-mit  der  «en- 
Staaten  Differenz  d,  so  ist: 

eine  Reihe  der  (iiiii)tM  Ordnung  mit  der  constanten^  Differenz  : 
1  •  2  •  «S  • .  • .  um  ^^ 
(l;2i3....f«)S*'' 
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o  -® 


Ueber  das  bestimmte  Integral 


log  2 


Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  P.  fVolfers 

in  Berlin. 


Die  Veranlassang  zur  BestimmuDg  dieses  Integrales  fand  ich 
bei'm  Stadium  voo  L.  Euler's  Integral -Rechoung»  Tbl.IV.  Sup- 
plement V.  pag.  261.  u.  f.  Ich  schicke  hier  einige  kurze  Paragra- 
phen dieses  Werkes»  unfer  HinzufSgung  weniger  Bemerkungen, 
voran,  theils  weil  dieselben  an  und  für  sich  interessante  Betracht- 
ungen enthalten,  theils  um  zu  zeigen,  wie  ich  zu  meinem  Ver- 
fahren gekommen  bin.    Am  a.  O. 

§.  2.  wird  das  einfachere  Integral 

•1  (i-Drfi 


/■ 


log: 


betrachtet  und  gezeigt,  dass  dasselbe  einen  bestimmten  Werth 
habe.    Setzt  man  nSmIich 

2-I_ 

so  stellt  unser  Integral  fydi  den  Flächeninhalt  einer  Gurre  dar, 
deren  Abscisse  z  und  Ordinate  =y  ist,  und  es  wird  diese  FiSche, 
von   z=:0  bis  z  =  l  ausgedehnt,  wenig  grosser  als.i  sein.     Es 

Thtii  xxxvn.  IT 
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^™     Wolters:    Oeber  das  bestinmte  Integral  f^  ^, — ^. 
wird  für  z  =  0«  auch  die  Ordinate  ^=0;  fOr  z  =  l  aber   nimrat 

2—1  0 

die  Ordinate  y  =  -i zunächst  die  Form  g  an.    Wenn  man  nnn 

nach  bekannter  Weise  statt  des  Zählers  und  Nenners  ihre  DiCe- 
rentialquotienten  setzt,  erhält  man  sogleich, fBr  z=l 

y  =  «=l. 

Dm  von  der  Gestalt  der  Cur?e  eine  Vorstellung  tu  bekommen, 
bilden  wir  noch 

dy zlogi — 2-f- 1 

rfi  ""      i(log2)« 

Ffir  z  =  0  wird  dieser  Ausdruck 

^__l 1        ,        1 

dz  ■"  logO     (logO)«  ^  Ü(log0)2  * 

Die  beiden  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  verschwiDdeo 
offenbar ;  um  uns  von  dem  Werthe  des  dritten  eine  deutliche  Vor- 
stellung zu  machen,  setzen  wir 

logz  = — f,    wonach    z  =  -^5 

mithin  für  z  =  0,  i;=QO  wird.    Wir  haben  nun  allgemein 

1  et     ^+S+2!+3I  +  -  •• 


x(logz)«-{;»-  ? 

offenbar  =Qo,  wenn  z=0  oder  J=oo  ist     Wir  haben  daher  im 
Anfangspunkt  der  Abscissen 

dl'^'^^ 

und  es  steigt  die  Curve  daselbst  senkrecht  Ober  die  Abscissen- 
axe  empor. 

Für  z=l  nimmt  ^  die  Form  g  an,  nach  vollzogener  Diffe- 
rentiation des  Zählers  und  Nenners  erhält  man 
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/i  (%m^  i\d%       947 
L_- 1 — . 

o  ^ 

woraus  sich  die  Neigung  der  Curve  im  obern  Endpunkte  gegen 
die  Abscissen*  und  Ordinatenaxe  ergiebt. 

Ffir  die  mittleren  Abscissen  wird,  fiSr  z=:e-C, 

weDD  also  z  «ehr  klein  und  ^  sehr  gross  ist,  wird  sehr  nahe 

I 

Dieser  Werth  ist  demnach  weit  grosser ,  als  die  Abscisse  %,  und 
wenn  man  die  entsprechende  Curve  verzeichnet,  deren  Anfangs- 
punkt durch  A9  Abscisse  2  =  1  durch  AB^  Ordinate  ^=:1  durch 
BC  bezeichnet  werde;  so  wird  man  sehen,  dass  der  Flächenin- 
halt AMCB  zwischen  der  Curve  AMC,  Abscisse  AB  und  Ordi- 
nate i9C  wenig  grosser  als  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC=^ 
sein  wird. 

§•  3.  Neuerdings  aber,  als  ich  mit  andern  Untersuchungen 
beschäftigt  war,  habe  ich  wider  Erwarten  gefunden •  dass  dieser 
Flächeninhalt  gleich  dem  hyperbolischen  Logarithmen  von  2,  also 

=  0,6031471806.... 

sei.    Dieses  Resultat  hat  sich  auf  folgende  Weise  ergeben. 

Da  in  Wirklichkeit 

ist,  weil  durch  Differentiation  auf  beiden  Seiten 

dx_ikr^dx__dz 
«  ~"     0      ""  X 

entsteht  und  beide  Ausdrücke  ffir  y  =  1  verschwinden;  so  schreibe 
ich  statt  0  den  Bruch  t>  wo  t  eine  unendlich  grosse  Zahl  be- 
zeichnet   Es  wird  alsdann 

1 
logz  =  t(*'  — 1), 


also  die  Ordinate 


3f  =  -I = T' 

tV-1)     t-(l— »0 


1T< 
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^^     Wolters :    Ueöer  das  öesttmmle  Integral  f^^, — ^• 
so  wie  die  Integral -Formel 


/l(l-£) 


[  -  z)dz 
"i 

0 

1 
Setzt  man  jetzt  2>=a:,  so  wird 

wobei  man  bemerke,  dass  für  beide  Grenzen  der  Integration  z=sO 
und  2  =  1  iugleicb  anch  ar=0  und  x=\  wird.  Da  ferner 
dx^-ia^—^dx  ist,  wird  die  Integral- Formel 


/ 


^  x^-^dxjl  —  xi) 

1~.T 


§.  4.    Da  nun  aber 


so  erhält  man 


=  1  +  X  +  a;«  +  .r»  +  . . . .  +  a:« 


i— 1 


Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  verschwindet  für  j:=0,  und  es 
wird  daher  der  gesuchte  Werth: 


/ 


i(r-l)rf2__l         1_^      J_  .       1 

iog2   -»  +t+i'*'t+2 ■'"••■'" 2i-r 


wo  i  unendlich  gross>  und  daher  die  Aniahl  der  Glieder  in  Wirk- 
lichkeit unendlich  ist.  Nichts  desto  weniger  wird,  weil  die  ein- 
zelnen Glieder  unendlich  klein  sind,  diese  Reihe  eine  endliche 
Summe  haben,  welche  man  folgendermaassen  auf  eine  gewöhnliche 
Reihe  zurückfähren  kann. 

§.  5.    Die  gefundene   Reihe   kann  betrachtet  werden  als  die 
Differenz  der  folgenden  zwei  harmonischen  Progressionen: 
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j;  log» 

indeni  A-^B  die  gefuodene  Reihe  darstellt.  Weil  aber  die  An- 
zahl der  Glieder  in  der  Reihe  il=2i — 1  und  in  der  Reibe 
A=» — 1,  also  jene  doppelt  so  gross  als  diese  ist;  so  kann  man, 
um  eine  regelmässige  Reihe  zu  erhalten ,  die  einzelnen  Glieder 
der  Reihe  "B  sprungweise  von  dem  zweiten,  vierten , 'sechsten, 
achten  q.  s.  w.  Gliede  der  Reihe  A  subtrahiren,  auf  welche  Weise 
man  gleichzeitig  zum  Ende  beider  Reihen  gelangen  wird.  Genau 
genommen,  ist  diese  nicht  streng  richtig,  indem  A  nur  dann  doppelt 
so  viele  Glieder  als  B  haben  wfirde,  wenn  das  letzte  Glied  in 
ersterer 

1 

2t— 2 

wäre.  Da  indessen  t=x  ist,  so  wird  in  jedem  Falle  das  flbrig- 
bleibende  Glied  2\I1T  ^^  verschwindend  kleb  anzusehen  sein.  — 
filan  erhält  auf  diese  Weise 

il-Ä  =  l-l+i-i+i-J+....  in  inf., 
und  da  ans 

logfo=to— 1— 4(to— l)«+i(w-l)*-i(w-l)*-f.  ... 

för  fo  =  2 

log2  =  l-.i  +  J-i  +  .... 

folgt;  80  wird  offenbar 


/' 


TiiS— '•«2- 


§•  6.    £ine  ähnliche  Schlussfolge   kann  der  allgemeinen  Inte- 
gral-Formel 


r 


log« 
angepasst  werden,  und  man  wird  endlich 


/ 


finden. 

So  weit  habe  ich  den  Inhalt  der  angeführten  Paragraphen, 
dem  Wesen,  wenn  auch  nicht  dem  Worte  nach  hier  mitgetheilt, 
rouss  aber  bemerken,  dass  eine  ganz  ähnliche  Schlussfolge,  wie 
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^^     Wolfers:    Deöer  das  desümmte  InieffraiJ'^^*^^^  ^^*« 

in  §§.  3.-5.^  mich  nicht  zu  der  In  §.  ß.  aufgestellten  allgemeineo 
Formel  bat  gelangen  lassen. 

Setzt  man  z.  B.  m  =  2,  so  folgt  zwar  aus 

log« 

1 
indem  man  wie  vorhin  in  §.3.  logz=rt(x^ — 1)  und  x^=ix*  setzt, 

/*i(x«-l)rf»_l         1      ,  .       1 

J  logz      -t+»  +  l+-   "•'S»-!* 

o 

welche  Reihe  man  ebenfalls  als  den  Unterschied  der  harmonischeo 
Progressionen 

i<  =  l +  *  +  *+..  +3^111  • 


i-l 
betrachten  kann.    Es  wird  daher  auch  in  diesem  Falle 


/' 


logz 


=^— ä; 


allein  ich  habe  nicht  ermitteln  können»   wie  man  den  Werth  von 
A — B  auf  die  Form 

log3=l-i.2  +  i.2«  — i.2»+.... 

bringen  soll.     Dagegen  ist  es  mir  gelungen ,  die  Richtigkeit  der 
in  §.  6.  aufgestellten  allgemeinen  Gleichung 


J  log.       ='<>g("'  +  ^) 


darzutbun,  und  zwar  auf  eine  ähnliche,  jedoch  theil weise  von  der 
obigen  abweichende  Weise.    Diesen  Beweis  will  ich  hier  führen. 

Aus  dem  vorausgesetzten  Integrale 


/< 


logz 
elimlniren  wir  vermittelst  der  obigen  Gleichung 

logi  =  t(i«^-l) 
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Dicht  wie  in  §.2.  logz^  sondern  umgekehrt  z\  wir  haben  zu  die- 
sem Ende 

2=(l  +  Tlogz)'     und    2»"  =  (l  +-log2)"*'j 
und  es  geht  der  Ausdruck  (1)  aber  in 

-Tlogz)"»*  — l}dx 


A^ 


f^)  J    logT 

Hierbei  muss  daran  erinnert  werden,  dass  i  eine  unendlich  grosse 
Zahl  bedeutet.  Der  Zähler  in  (2)  wird  daher,  wenn  wir  die  Bt- 
nomiaUCoeflficienten  nach  der  vielfach  angewandten  Weise  be- 
zeichnen :  * 

(1  +  Jlogi)»»«-.  1  =  mi .  jlogz  +  (iiii)«  .^(logi)*+(m08  .^(logz)» 

-{-••••  in  Inf.» 
oder  weil  z*  B. 

,    .      1       mi(mi— l)(mi->2)    1      rn{m^j)(m^j)     ^^ 

(mt^sjs-         1:2:3         'i^"^        TO"       -äT* 

wegen  1  =  00»  statt  (2)  jetzt 

(3)         /rfx|m+2J-logt  +  3i-(logx)»  +  ^(logz)»+...l- 

Dorcb  partielle  Integration  wird  aber: 

(4) 
fdx  =1, 

fdzlogz    =:zlogz  —  I, 

fdz(}ogz)^=i(\og2)^'-2fdz  logi  =  «(log  i)«— 2z  logz  +  2z, 

/dz(logz)»=:z(logz)»-3/rf2(logz)2=z(Iogz)8-3z(logz)H3.2.zlogt-3.2z, 

/dz(Iogz)*=z(logz)*— 4/dz(logz)»= z(logz)*-.4z(logz)>+ 4.3z(logz)« 

—  4!zlogz+4!z, 
u.  s.  w. 

Ffir  die  obere  Grenze  z  =  l  gehen  diese  Werthe  offenbar  über  in: 
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^"^^     Wolters:    Oeber  das  bestimmte  Intetrral  J     ^-  ^^  ^     ■ 

/  fdz  =1, 

fdzXo^z     =— 1, 

(5)  ^  /dz(log2)«=  +  2, 

/i/z(log*)»=-3l, 

/rfz(logi)*=+4!, 
u.  s.  w. 

Für  die  untere  Grenze  z=0  kommt  es  darauf  an,  zu  untersuchen, 
iveichen  Werth  ein  Product  von  der  Form 

Z(l0g2)» 

in  diesem  Falle  annimmt. '  Allein  gerade  wie  oben  in  §.  "1.  gezeigt 
worden  ist,  dass  für  z  =  0 

1 


i(logz)«- 
sei,  folgt  sogleich 

s(logz)»  =  0. 

Für  die  untere  Grenze  z=0  werden  demnach  alle  Werthe  ip 
(4)  gleich  Null,  und  indem  wir  die  Werthe  (5)  in  (3)  substituiren, 
erhalten  wir 


/' 


{z^-l)dz  n^     '2m^     3[m^      4[m* 

iogz      ^"*""  2  +   3!  "■   4!    +    5!   ■ 


=  m — iiii*+Jm» — {m^  +  lm^ — .... 
oder 


/ 


l(^n^l)dz       ,       ,      ^,, 


Hiermit  dürfte  der  Wunsch  erfüllt  sein,  welcher  a.  a«  O.  §.  7. 
ausgesprochen  war,  nämlich  nach  einer  andern  leichten  und  ge- 
wöhnlichen Methode,  das  vorstehende  Integral  auf  dieselbe  Summe 
zurückzuführen,  welche  Untersuchung  dort  als  eine  höchst  schwie- 
rige erschien. 

Dass  wenige  Seiten  und  Paragraphen  später  In  jenem  Werke 
dieses  bestimmte  Integral  nach  einer  ganz  andern  Methode  auf 
denselben  Logarithmen  redticirt  wird,  möge  hier  am  Schlüsse  be- 
merkt werden. 
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Ein  geometrischer  Lehrsatz. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Bohlen 
zn   SdIz  a.  N,  im  Königreich  Wärtemberg. 


Lehrsatz.  Gegeben  sind  zwei  feste  Punkte  Im  Räume, 
durch  welche  zwei  bewegliche  Gerade  gehen,  die  ei- 
nen konstanten  Winkel  mit  einander  bilden  und  deren 
kürzeste  Entfernung  ebenfalls  konstant  ist,  so  hat 
die  Kugei,  welche  durch  die  beiden  festen  Punkte 
und  durch  diejenigen  zwei  Punkte  auf  den  Geraden  geht, 
die  die  kürzeste  Entfernung  derselben  angeben,  einen 
konstanten  Durchmesser. 

Ä  und  B  seien  die  festen  Punkte,  durch  welche  zwei  beweg- 
liche Geraden  gehen,  die  von  einer  dritten,  auf  beiden  zugleich 
senkrecht  stehenden  Geraden  in  C  und  D  geschnitten  werden,  so 
ist  der  Durchmesser  der  Kugel,  welche  durch  die  vier  Punkte 
AB  CD  geht,  gleich 

V^Jfi^cosec'a —  C/>*cotg*a; 

a  ist  der  Winkel  zwischen  den  Geraden  iICund  BD.  Man  ziehe 
durch  B  die  Linien  BE  parallel  und  gleich  CD,  ziehe  AE  und 
AB,  so  ist  Winkel  AEB  =  90<^;  also 

AE  =  yTÄB^^^BE^  =  sTäb^^^d^. 

Femer  ziehe  man  C£,  so  ist  nach  dem  Obigen  ACE^zza;  der 
Halbmesser  des  um  ACE  beschriebenen  Kreises  ist 
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AE 

r  =  coseca.  -^* 

Da  nun  CD  senkrecht  aaf  der  Ebene  ACE  steht,  so  folgt  sogleich» 
dass  der  Halbmesser  der  durch  die  Punkte  A^  E,  C,  D  bestimm- 
ten Kugel,  weiche  auch  durch  B  geht,  gleich  ist 

Also  ist  der  Durchmesser  dieser  Kugel 
V  (2IÄ«—  CÖ*)cosec«a  +  CO*  =  V  ^Ä^cosec««—  CD^eot^a. 

Der  obige  Satz  kann  auch  auf  zwei  andere  Arten  ausgesprochen 
werden: 

Gegeben  sind  zwei  Punkte  auf  einer  Kugel,  durch  welche  zwei 
bewegliche  Sehnen  gehen,  so  dass  die  Verbindungslinie  ihrer 
andern  Endpunkte  senkrecht  auf  beiden  steht  (ihre  kürzeste  Ent- 
fernung angibt);  so  ist  der  Winkel  zwischen  beiden  Sehnen  kon- 
stant. 

Gegeben  sind  zwei  feste  Gerade  im  Räume  und  eine  dritte 
Gerade  von  konstanter  Länge,  welche  sich  mit  ihren  Endpunkten 
auf  den  beiden  ersten  Linien  bewegt;  dann  hat  die  Kugel,  welche 
durch  die  Punkte  der  kürzesten  Entfernung  auf  den  festen  Gera- 
den und  die  Endpunkte  der  beweglichen  Geraden  geht,  einen  kon- 
stanten Durchmesser. 

Um  den  momentanen  Drehungspunkt  der  Geraden  AB  von 
unveränderlicher  Länge,  deren  Endpunkte  sich  auf  zwei  festen 
Geraden  AC  und  BD  bewegen,  zu  bestimmen,  nehmen  wir  wie 
vorher  an ,  dass  CD  senkrecht  auf  AC  und  BD  zugleich  stehe ; 
oder  dass  die  Punkte  C  und  D  die  kürzeste  Entfernung  der 
Geraden  AC  und  BD  angeben.  Ferner  ziehen  wir,  wie  oben, 
BE  parallel  und  gleich  CD,  AE  und  CE;  so  ist  in  dem. recht- 
winkligen Dreieck  AEB: 

AE  =  V24»«-Äf;«=  const. 

Während  der  Bewegung  der  Geraden  AB  dreht  sich  auch  die 
Linie  AE,  oder  die  Projektion  von  AB  auf  der  Ebene  AEC;  da 
nun  die  Linie  AE  konstant  ist  und  ihre  Endpunkte  sich  auf  den 
Schenkeln  des  festen  Winkels  ACE  bewegen,  so  ist  ihr  momen- 
taner Drehungspunkt  2^  von  A  ebenso  weit  entfernt,  als  der  Fuss- 
punkt  des  von   C  auf  AE  gefällten  Perpendikels  von  E*),    Bei 


*)  Si6he  den    Aufuntz  de.i  Verfassers  im  Archir:     .,nie  Hjpocj- 
eloide  mit  vier  AeeCcn*'.     (Kr.  II.  in  diesem  Theile  S.  105.) 
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der  Bewegung  ?od  AB  bleibt  die  Ebene  AEB  stets  parallel  der 
Geraden  C/>,  also  ist  ihre  momentane  Drehungsaze  parallel  CD\ 
da  onn  X  ein  Punkt  dieser  Aze  ist»  so  findet  man  diese  selbst, 
wenn  man  durch  X  eine  Linie  parallel  CD  zieht;  diese  schnei- 
det AB  in  F,  somit  ist  F  der  momentane  Drehungspunkt  von 
AB.    Wir  haben  somit  folgende  Aufgabe  gelost: 

Gegeben  sind  zwei  feste  Gerade  im  Räume,  auf 
welchen  sich  eine  dritte  Gerade  von  unveränderlicher 
Länge  mit  ihren  Endpunkten  bewegt.  Man  soll  den 
momentanen  ürehungspunkt  der  letzteren  Geraden 
bestimmen. 


Ueber  den  durch  drei  Punkte  einer  Ellipse  gehenden 
Kreis,  und  über  den  Krummungskreis  der  Ellipse. 

Von 
dem    Herausgeber. 


Dieser  Aufsatz,  welcher  zu  verschiedenen  neuen  eleganten 
analytischen  Ausdrücken  fähren  wird,  bat  den  Zweck,  eine  weitere 
fruchtbare  Anwendung  der  Anomalien*)  In  der  Lehre  von  der 
Ellipse  zu  zeigen,  und  zugleich  die  Theorie  des  Ksummungskrei- 
ses  dieser  Curve  aus  einem  neuen  Gesichtspunkte  darzustellen, 
welcher  sich  sehr  zu  einer  elementaren  Behandlung  dieses  Ge- 
genstandes eignet;  auf  die  Abhandlung  Tbl.  XXI V.  Nr.  XXIX. 
wird  des  Folgenden  wegen  hier  ein  für  alle  Mal  verwiesen. 


*)M.8.  ThLXXlV.  S.3T2. 
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Die  Anomalien  zweier  Punkte  einer  Ellipse  seien  u^  nnd  ti|, 
so  sind  bekanntlich 

aeosuo»  6sintio    und    acostii,  bsmui 

die  Coordinaten  dieser  Punkte;    die   Gleichung  der  durch   diese 
beiden  Punkte  gehenden  Sehoe  der  Ellipse  ist: 

1) . .  6a:cos4(tio  +  t<i)  +  öy8ini(tio+t«i)  =  a6cosi{iio  —  «j), 

nnd  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieser  Sehne  sind: 

ia(costio-|-co6tii)  =:  acosi(tio -|-tti)co8  j(tio— Ui), 

i6(sintio-f  Binti|)  =  6  sin  Kuq +«i)  cos  KtiQ—tii). 

Durch  diesen  Punkt  lege  man  eine  auf  der  Sehne  senkrecht 
stehende  Gerade,  deren  Gleichung 

2) ^lar+%  +  l  =  0 

sein  mag;  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  Ä^  B  die  beiden 
Gleichungen : 

Abcos  i(«o  + 1«,)  +  Äa  sin  i(tio  +  t«i)  =  0, 

i  Aqqos  l(tio  +  «i)  +  Bbsxn  \{u^  +  iij) }  co8i(i«o  —  tii)  =  —  1 ; 

aus  denen  sich  leicht: 


(a*—  6^)  cos  4(tio  +  tti)cosi(iio  —  tii) ' 
3)  .   .    { 

"^  (a«-6«)8in J(ao  +  ai)co8Kuo  -«i) 

ergiebt     Also   ist  die  Gleichung  der  auf  der  Sehne  1)  in  ihrem 
Mittelpunkte  senkrecht  stehenden  Geraden: 

4) 

ax by 

(a«-6«)cosi(iio+wi)cos  [(tio-U|) ""  (a«— 6«)  sin  i(uo+Mi)co8i(ao-««i) 

=  1, 

oder: 

'      C08i(llo+tti)      siniK  +  Mi)  ''^^         '' 

Ist  nun   %  die  Anomalie  eines  dritten   Punktes  der  Ellipse, 
und  sind  X,  Y  die  Coordinaten  des   Mittelpunktes  des  darcb  die 
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drei 9  dorcb  die  Anomalien  t^o»  ti|,  u%  bestimmten  Punkte  der 
Ellipse  gehenden  Kreises ;  so  hat  man  nach  der  vorstehenden 
Gleichung  filr  diese  Coordinaten  offenbar  die  folgenden  Gleichnngen : 

6) 
co«ir«o+«.)~«ni(«o  +  «,)  =  <«'-*'>«»-*<«o-«>)' 

co8i(!.f+«.)-rini(tr.fu^  =  ^'''-*'>''"'*<"'— ^' 

Bestimmt  man  aus  zweien  dieser  Gleichungen,  etwa  aus  den 
beiden  ersten ,  die  Coordinaten  X,  F;  so  erhält  man,  weil,  wie 
man  leicht  findet, 

Biüüuo  ^ ti,)cosi(iio  — i«i)  —  sinK«!  +  u^coaüui  — tif) 
= — sin  i(iia — i«o)  cos  i(t4  +  iio) , 

cos  i(llQ  +  lli)C0S4(t«„  —  «i)  -^COSiClIi  +  Mj)  cosi(ti|  — ti^ 

= sin  i(tti  -  «o)  sin  ü^  +  »*o) 

ist,  tttt  X,  F  die  folgenden  merkwürdigen,  ganz  symmetrisch  ge- 
bildeten Ausdrücke: 

7) 

Z=      — ^cosi(uo  +  Mi)co8i(tii  +ti2)cosi(ai+i«o), 

a«  — 6« 
F= g — sini(tio  +  tt,)sinl(tti  +u^smi(u^  +  Uo). 

Wenn  a,  ß,  y  drei  beliebige  Winkel  sind,  so  Ist  jederzeit: 

4cos4(«+ftcos4(^+y)cosi(y+a) , 

=  cosa  -f  cos|J  +  cosy  +  cos  (a+ß-t-  y), 

4sini(«  +  /J)slni{P  +  y)8in4(y  +  «) 


=  8lna+8ln/J  +  8iny  — sin(a+/5  +  y); 


also  nach  7): 
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'^="~4ör"|8«n(tto  +  tti  +  tta)  — (siniio  +  8int£i+8iDtia)J. 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  durch  die  drei  Punkte« 
deren  Anomalien  Uq»  »i,  u«  sind,  beschriebenen  Kreises  durch  Ä; 
so  ist: 

12*=  (acostto---X)*  + (6siniio— F)«, 
Ä*=  (acostti  —  Jt)«  +  (6sint«i  —  F)«, 
IP  =  (acosiij|~  j:)2  +  (68intt,- F)2; 
also  nach  7): 

10) 
«•=      {ocostto ^— cosi(Mo+tti)cosi(tti  +ttä)cosi(ti,+«o)|* 

+  {6sin«o  +  — j— 6ini(t<o  +  tii)sini(ut  +  tt^sin4(aj|+t<o)P, 
oder: 

11) 

a« ^ 

+  {6«iD«,  +  — g— 8ini{iv>+M,)sinK«i +u«)«lni{a,+Uo)}«, 

oder: 

12)    . 

Ä*=      tacostta ä~^®'*^^+*^)^®«*(«i+««)«^»i(tt»+^))l» 

+  I6sinti,+— y-8inKt<o  +  «i)«ini(iii+tt^sin4(«,  +  Hj^)j». 

Aus  der  Gleichung 

Ä*  =  (a  cos  «ö — JO«  +  (6  sin  tto  —  F)« 
erhält  man: 

Ä«=  a«cos«o«+6«sin«o«  -  %aXcoBUo  +  ä  Fsiniio) +-X»  +  F« 
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Nach  9)  ist  aber: 

aXcosuo  +  b  Fsin  «o 

«1  — Ä«  5         C08t«oCOS(«o+ttl+tt2)+COStlo(cOStto+COStti+C08tlt)  1 

"     4       1  +»iniioSiD (Mo+«i+tta)--«'>nwo(«inwo+s»n«i +»*""»)  ^ 

also: 

aZcosuo-l-^  Fsinuo 

fl«— .^2  t         cos  («i  +  Ujb)  +  C08llo(C08l£o  +  COSfli  +  COSt<a)  ^ 

""4       1  —  8iDiio(siiit<o+8>D«i+'9in«a)3 

und  folglich ,  wie  man^  sogleich  übersieht : 

a*  cos  Wo* + 6'  sin  »o* — 2(o  JC  cos  u»  -f  6  '^sin  i«o) 

=  — ^|cos(tio  +  tti)  +  cos(i«,  +«a)+cos(«a  +  «o)— U 
+  Y I  cos  («0  +  »h)  +  cos  («1 +%)+«»«(««  + «o)  +  ^  • 

„> A9  0*+*' 

a= ^ {CO8(l«0  +  «h)  +  CO8(lll+M»)+C<W(ll»  +  «0)l+— 2~* 


Folglich  ist: 

13) 


cos  (ttp-f  Hl  -|-hm)+(co«  t<o-f  cos  tt| + cos  tia)"|* 


a 


] 


8in(t<o+«i+tia)— (sin  ttp-f  sin  «1  +sintta)ni*| 
b  J  ] 

aS_6*  a*  +  6* 
g — («os(tto+«i)+cos(M,  +tia)  +  co8(iit+tto)}+ — 2 — * 

oder  nach  dem  Obigen: 

14) 

ircOS  i(«o  +  Ml)  COS  i(«i  -f  «»)C08  K««  +  ^>)"|* 
.  raini(«a  +  t»|)siD^(wi  -m^8ini(«,-f  n>)T 
+L  i  J 

— 5LZL«jco8(tto+tti)  +  co8(tti+tta)+co8(tt,+tto))+— 2 — 
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Ein  anderer  Aasdruck  ffir  iZ*  ergiebt  sich  aar  folgende  Art 
Man  setze  der  Kürze  wegen: 

iC;  =  cos  i(<<6 -t- »i)  cos  i(U| -t- »2)  cos  ^tis -I- «o) , 
F  =  sin  i(tto  +  «1 )  »«0  i(«i  +  Ml)  8"n  W«!  +  «o)- 
Dann  ist  nach  ^dem  Obigen : 

Ä«  =  (ocost^o-^^^  t7)«  +  (Äsint^o  +  ^^^F)«, 
Ä«=:(acostii  —  — ^— ü)«+(6sintii  +  — ^— n*> 

Ä«  =  (ocosti,— ^-^  ü)«  +  (68inti,  +?-j^  F)«; 

also,  wenn  man  die  Quadrate  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich* 
heitszeichens  entwickelt,  dann  die  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sin(tii— tfs),    sin(iii— tio),    sln(iio— «i) 

mnltiplicirt^  und  hierauf  zo  einander  addirt,  weil 

costi;ofiui(tf| — tCB)-t-G0stiisin(ti9 — Uo)-t-cosicssin(tio — tf|)=sO, 

sin  tiosin  (tf|  — u^  -f-  sin  ti|  sin  (u% — Vo)  +  s>n  ti^sin  (uu — tf|)  =:  0 

und 

6in(uo-— tii}  +  sin  {u^  —u^  +  8in(t4— tio) 

= — 4  sin;i(iio — tti)  sin  i(ui  —  o«)  sin  üu^  —  tio) 

ist»  wenn  man  der  Kürze  wegen  noch 

•  16) 

üi  =  cosoo^sin  («1  *-tCB)-|-costfi'sin(t4— t^}  +  costCs^sin(fio— «1), 

Vi  =  sin  Uo^sin  (i«i  —  ti^)  +  sin  Ui^sin  (ti^  —  Uq)  +  sin  tci*sin  (uo^-Ug) 

setzt: 

......  «.=(ü=J?)-„.+  (f!^V 

a^Ut+b^Vi 

4  sin  Kuo—tfi )  sin  l(tfi  — ut)  sin  i(tis — tto) ' 

oder»  weil 

t7i+  Fi=-.4sini(uo— Ui)8iß4(wi-Ma)s«ni(fi,-iio) 
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ist: 
18) 

oder: 
19) 


Ä«  =  ««+(««-6«).j(f)*  +  Q*| 

.  (a'-ft«)F, 

^4sin)(t(o— t(,)siDi(<<i  —  ««)««ni(Mi— «o)* 


48iDi(t<o— tfi)8ini(tii  — tti)8ini(«B^<^) 
Durch   Additioo  der  beiden  letzten  GleichungeD  erhält  man: 

20)  .   .  2Ä»=o«+6«  +  2(o»-6VJ(^y+(^y| 

(o*~y)  I  eo82tio  8in(tti  ~tia)+co82tf|Sin(iia"-t<o)+cos2ttagiD(tio— ti|)  > 
48in^tio— Ui)6inKui  — Ut)siD  i(tfs— t«o) 

Wenn  man  im  Vorhergebenden  ti  flir  Uq  schreibt,  und  an- 
nimmty  dass,  indem  die  Anomalie  u  einem  beatimmten  anveränder- 
lichen Punkte  der  Ellipse  entspricht,  die  Anomalien  t£|  und  u^  eich 
der  Anomalie  ti  nähern,  ond  dann  zu  den  Gränzen  flbergebt, 
welchen  unter  dieser  Voraussetzung  die  Coordinaten  X,  Y  und 
der  Halbmesser  R  sich  nähern;  so  erhält  man  offenbar  die  Coor- 
dinaten des  Mittelpunkts  und  den  Halbmesser  des  Krfimmungs- 
kreises  der  Ellipse  in  dem  durch  die  Anomalie  u  bestimmten 
Punkte.  Bezeichnet  man  aber  diese  Gränzen  der  Kürze  wegeft 
jetzt  durch  X,  Y  und  R  selbst,  so  erhält  man  aus  den  Gleichun- 
gen 7)  und  14)  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
mid  des  Halbmessers  des  Krümmungskreises  in  dem  durch  die 
Anomalie  u  bestimmten  Punkte  der  Ellipse  unmittelbar  die  folgen« 
den  Formeln: 

21)  .    .    .    X^z cosu',      F:=  —  — r — sint*' 

und: 

«•=(--*-)'t(^)VC-^T! 


-~ — -'  cos2ff  +  —2—  f 


also: 

Theil  XXXVIl. 
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—  -^ — 5 '  (costi*— sin  tt*)  +  — k —  (cos  tt*  +  sin  «*), 

welche  Former  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 

Ä*  :=  P  Sm  tt'  +  -jCOSM* 

-a«tco8ti«(l— cos  K*)—2sinie«(l  — Sinti*)! 

—6«t«iDtt«(l— sinn*)— 2cos«*(l  — cos  II*)}. 

Aber 

costi*(l  —  costt*)  — 2sintt^l  — sInti*) 

==      costt^sinif*(l-f  costt*) — 2sinM*cosu*(l  +sinti*) 

= — sin  tt*cos  u*  4- cos  tf*sin  tc' ~  2sln  tf*cos  IC* 

=  — sintt'costt*(l  — costi*) — 28in«*cosii*=— 3sioti*oo«ti^, 

sin  u*(l  —  sin  u*)  —  2  cos  tt*(l  —  cos  u*) 

=      sin  «•  cos  tt*(l  +  sin  u*)  —  2  cos  tt*sin  tt*(l  +  cos  u*) 

= — cos  tt*  sin  M*  +  sin  v*cos  u*  —  2  cos  m*  sin  w* 

=  — cos  ti*sin  tt*(l  —  sin  n"^)  — 2  cos  ti*sin  ti*  =  — 3  cos  u*  sin  it* ; 

also  nach  dem  Obigen: 

o*  6* 

Ä*  =  Tj Sinti*  +  3a* Sinti* cos ti*  +  3Ä*sinti*costi*+  -^cosii*  t 

folglich  offenbar: 

(a*sint<»-f  6«costt*)» 
^^) ^  = i?5* 

Ganz  Dasselbe  erhält  man  noch  leichter  ans  der  Formel 

Ä«=:(acosu  — A)«  +  (6sinti-  F)«, 

nämlich,  wenn  man  flQr  X,   F  ihre  Werthe  aus  21)  setzt,  ans  der 
Formel: 

R^ss(a cos  H*)*  cos  11* +  (6+  — r — sinn*)*  sinn*» 

weil  hiernach 
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Ä*=  (asiiiti*+— co8ti*)*co8i«*  +  (6cosu*+-Tj-8inti*)*8inti* 

=  («..ia«.  +  6>.co««.).  j(Ü-)'+ (-?«)' j  . 
also 

.  '^= 0^6* 

ist,  gani  fibereinstimmend  mit  dem  vorher  Gefundenen. 
Setzt  man 

cosft=-f    8lnii  =  f; 
a  o 

80  erhält  man  aae  21)  and  22)  die  bekannten  Formeln: 
23) Jr=^:r«.     F  =  -2-gj^y» 


M)  .    .    .  Ä»s 


a«6«  ~  a«6» 


W 
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Elementar  geometrischer  Beweis  der  Grundeigenschaft 
der  kürzesten  oder  geodätischen  Linie  auf  einer  belie- 
bigen Fläche  und  darauf  gegründete  Entwickelang  der 
allgemeinen  Gleichungen  der  kürzesten  oder  geodäti- 
schen Linie. 

Von 

dem   Herausgeber. 


Wir  gehen  von  der  folgenden  einfachen  geometrischen  Aaf- 
gabe  aus: 

Im  Räume  seien  zwei  Punkte  und  ejne  Ebene  gege- 
ben; man  soll  in  dieser  Ebene  einen  Punkt  bestimmen, 
welcher  in  derselben  eine  solche  Lage  hat,  dass  er 
von  den  beiden  gegebenen  Punkten  gleich  weit  ent- 
fernt ist,  und  dass  die  Summe  seiner  Entfernungen 
yon  den  beiden  gegebenen  Punkten  ein  Minimum  ist. 

Wir  wollen  die  beiden  gegebenen  Punkte  durch  A  und  B, 
die  gegebene  Ebene  durch  E  bezeichnen.  Weil  der  gesuchte 
Punkt,  den  wir  durch  M  bezeichnen  werden,  von  den  beideo 
Punkten  A  und  B  gleich  weit  entfernt  sein  und  in  der  Ebene  E 
liegen  soll,  so  ist  klar,  dass  dieser  Punkt  in  der  Geraden  liegen 
muss.  In  der  die  gegebene  Ebene  E  von  der  in  dem  Mittelpunkte 
C  der  Geraden  AB  auf  dieser  Geraden  senkrecht  stehenden  Ebene 
E'  geschnitten  wird,  welche  Durch schnittslinie  wir  durch  L  be- 
zeichnen wollen.  Legen  wir  nun  durch  die  Gerade  AB  eine  auf 
der  gegebenen  Ebene  £  senkrecht  stehende  Ebene  E",  so  ist  der 
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Punkt  M^  in  welehem  von  dieser  Ebene  die  Gerade  h  geschnit- 
ten wird,  der  gesochte  Pnnlct, 

Dm  dies  zu  beweisen,  sei  M!  ein  beliebiger  anderer  Pnnl&t 
in  der  Geraden  L.  Man  denl&e  sich  MA^MB  und  M'A  =  M'B 
gesogen.  Weil  die  £bene  E'  auf  der  in  der  Ebene  Ef*  liegenden 
Geraden  AB  senkrecht  steht,  so  steht  die  Ebene  £'  auf  der  Ebene 
Ef  senkrecht;  nach  der  Construction  steht  aber  auch  die  Ebene  E 
auf  der  Ebene  E"  senkrecht;  also  steht  die  Durchschnittslinie 
L  der  Ebenen  £  und  E*  auf  der  Ebene  E''^  folglich  auch  auf  den 
beiden  in  der  Ebene  E"  liegenden,  einander  gleichen  Geraden 
MA  und  MB  senkrecht.  Folglich  sind  die  Dreiecke  AMM'  und 
BMJU'  bei  M  rechtwinklig,  daher 

JÜAk^iWA,    MB<^M'B; 

also: 

MA  +  MB<:M'A  +  Jtl'B, 

also  offenbar  M  der  Punkt  in  der  gegebenen  Ebene  E,  welcher 
von  den  gegebenen  Punkten  A  und  B  gleich  weit  entfernt  ist 
und  der  zu  erfallenden  Bedingung  des  Minimums  genügt. 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  geometrische 
Satz: 

Wenn  A  und  B  zwei  beliebige  Punkte  im  Räume 
sind  und  £  eine  beliebige  Ebene  ist,  und  man  legt  durch 
den  Mittelpunkt  C  der  Geraden  AB  eine  auf  AB  senk- 
recht stehende  Ebene  £',  durch  die  Gerade  Aß  aber 
eine  auf  der  Ebene  E  senkrecht  stehende  Ebene  E^ ; 
80  ist  der  gemeinschaftliche  Durchscbnittspunkt  3i 
der  drei  Ebenen  £J,  E\  E"  derjenige  Punkt  der  Ebene 
Ey  welcher  in  dieser  Ebene  eine  solcbeLage  hat,dass 
er  von  den  beiden  Punkten  A  und  B  gleich  weit  eot 
ferUt,  und  dass  die  Summe  MA-t-MB  seiner  Entfer- 
oungeo  von  den  Punkten  A  und.^  ein  Minimum  ist. 

Umgekehrt: 

Wenn  A  und  B  zwei  beliebige  Punkte  im  Räume 
sind  and  E  eine  beliebige  Ebene  ist,  und  der  Punkt  M 
hat  in  der  Ebene  E  eine  solche  Lage,  dass  er  von  den 
beiden  Punkten^  und  B  gleich  weit  entfernt  und  dass 
dieSumme  MA  +  MB  seiner  Entfernungen  von  den  Punk- 
ten A  und  B  ein  Minimum  ist;  so  ist  der  Paukt  iH  der 
gemeinschaftliche  Darchschnittspunkt    Her    Ebene  E 
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and  zweier  Ebenen  E'  ond  E'^  von  denen  die  erste  E' 
in  dem  Mittelpunkte  Cder  Geraden  AB  auf  dieser  Ge* 
raden  senkrecht  steht,  die  zweite  E"  durch  die  Ge- 
rade AB  senkrecht  gegen  die  Ebene  E  gelegt  ist. 

Da  n&mlich  zuvörderst  der  in  der  Ebene  E  liegende  Punkt 
M  von  den  Punkten  A  und  B  nach  der  Voraussetzung  gleich 
weit  entfernt  Ist,  so  muss  derselbe  offenbar  nothwendig  in  der 
In  dem  Mittelpunkte  C  der  Geraden  AB  auf  dieser  Geraden  senk- 
recht stehenden  Ebene  E',  also  in  der  Durchschnittsllnie  der  Ebe- 

>  neu  E  und  E'  liegen.  Läge  nun  aber  der  Punkt  M  nicht  anch 
in  der  Ebene  E"^  und  wSre  also  nicht  der  gemeinschaftliche  Ourcb- 

'  Schnittspunkt  der  drei  Ebeoeo  E,  £',  E"^  so  sei  M'  dieser  ge- 
meinschaftliche Durchschnittspunkt;  dann  wfire  nach  dem  vor- 
hergehenden Satze 

M'A^M'B<,MA^MB, 

also   MA  +  MB  kein  Minimum,  wie   doch    vorausgesetzt   wurde, 
womit  also  unser  Satz  bewiesen  ist 

Wenn  nun  auf  einer  Fläche  zwischen  zwei  Punkten  in  der- 
selben die  Kürzeste  gezogen  ist,  so  ist  zuvorderst  nach  einem 
bekannten  Princip  klar,  dass  auch  jeder  Theil  dieser  KQrzesten 
die  Kurzeste  zwischen  seinen  Endpunkten  sein  muss,  weil  ja, 
wenn  es  zwischen  diesen  Endpunkten  eine  kürzere  Linie  auf  der 
Fläche  als  den  in  Rede  stehenden  Theil  geben  sollte,  es  natfir- 
lieh  auch  zwischen  den  beiden  ersten  Punkten  eine  kürzere  Linie 
auf  der  Fläche  geben  würde  als  die,  welche  wir  als  die  kürzeste 
annahmen,  was  ungereimt  ist. 

Ist  jetzt  M  ein  beliebiger  Punkt  in  der  zwischen  zwei  gege- 
benen Punkten  auf  einer  beliebigen  Fläche  gezogenen  Kürzesten, 
so  denke  man  sich,  dass  in  diesem  Punkte  zwei«einander  gleiche 
Elemente  J^A  und  3SB  dieser  Kürzesten  zusamroenstossen:  dann 
muss  nach  dem  obigen  Princip  der  Punkt  M  unter  allen  auf  der 
Fläche  liegenden,  von  A  una  B  gleich  weit  entfernten  Punkten 
derjenige  sein,  fiir  welchen  JUA  -ff-  MB  ein  Minimum  ist.  Denkt 
man  sich  aber  die  Fläche  in  der  unmittelbarsten  Nähe  des  Punk- 
tes JU  durch  ihre  Berührungsebene  ersetzt  oder  repräsentirt ,  so 
Ist  klar,  dass  auch  in  dieser  Berührungsebene  der  Punkt  M  eine 
solche  Lage  haben  muss,  das»  lUA  -f-  MB  ein  Minimum  Ist,  woraus 
sich  nach  den  oben  bewiesenen  geometrischen  Sätzen  von  selbst 
erglebt,  dass  die  Ebene  AMB  auf  der  Berührungsebene  der  Fläche 
in  dem  Punkte  M  senkrecht  stehen  muss.  Weil  nun  aber  die 
Ebene    AMB  offenbar  die  Osculationsebene   der  Curve    In  dem 
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Poiikte  M  Ut*),  00  ergiebt  sich  hieraiis  als  Grundeigenschaft 
jeder  Kfirsestenaof  einer  Fläche,  dass  in  jedem  ihrer  Punkte 
ihre  diescfm  Pnnkte  entsprechende  Osculation^ebene 
«od  die  BerQhrangsebene  der  Fläche  in  demselben 
Pnnkte  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Mittelst  dieser  Grundeigeoschaft  der  kflrzesten  oder  geodäti- 
schen Linie  und  der  aas  der  analytischen  Geometrie  bekannten 
Theorie  der  BerOhrnngsebene  einer  Fläche  und  der  Osculations- 
ebene  einer  Curve  ist  es  nun  leicht,  die  nllgemeiuen  Gleichungen 
der  kfirzesten  oder  geodätischen  Linie  aufzustellen. 

Für  r,  9,  ;  als  veränderliche  oder  laufende  Coordinaten  sei 

die  allgemeine  Gleichung  einer  Fläche,  und  {x^  y,  z)  sei  ein  belie- 
biger Pupkt  auf  derselben,  wo  also  auch 

ist,  und,  insofern  /*(j?,  y,  z)  im  Allgemeinen  als  eine  Function  der 
veränderlichen  Grossen  x,  y,  z  betrachtet  wirdi  der  Kürze  wegen 

u  =  f{x,y,z) 

gesetzt  werden  soll.  Die  Gleichung  der  Beriihrungsebene  der 
Fläche  in  dem  Punkte  (ar,y,z)  ist**): 

du.         .  ,  du.         .  ,  3tt,        .       .. 

Denken  wir  uns  nun  den  Punkt  (x,  y,  z)  als  einen  beliebigen,  ei- 
ner bestimmten  Curve  auf  der  Fläche  angehörenden  Punkt,  «o 
ist  die  Gleichung  der  Osculationsebene  dieser  Curve  in  dem  Punkte 

(dy3^Z'-dzS^y)(r—x)  j 

+  (»ia«a:— 8a:8*i)(t>  — y)  (  =  0, 

+  (8dra«y-8y8«jr)(f-z)) 

wo  man  sich  bekanntlich  x,  y,  z  sämmtlich  als  von  einer  ge- 
wissen veränderlichen  Grosse  abhängig  denken  mus8.  Soll  nun 
aber  die  in  Rede  stehende  Curve,  welcher  der  Punkt  (x,  y,  z)  als 


•)  M.I.  ThUXXX.  S.880. 
**)  M.  ■•  a.  a.  O.  S.  425.  Nr.  61). 
-*)  M.  1.  a.  a.  O.S.  881.  Nr.  25). 
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aogeh^reDd  betrachtet  worden  ist,  eioe  kflrzeste  oder  geodätische 
Linie  auf  der  Fläche  sein;  so  muss  nach  dem  Obiges  in*  jedeo 
ihrer  Punkte  ihre  Oscnlationsebene  auf  der  Berührongsebene  der 
Fläche  in  demselben  Punkte  senkrecht  stehen,  also  nach  dea 
Obigen  in  Folge  der  allgemeinen  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie 

sein.  Daher  sind  die  allgemeinen  Gleichungen  einer  KüfEestea 
auf  unserer  FlSche: 


^^  ^{dxd^—dyShc) 


oder  auch : 


du .     ,  öl».     ,  3mjj        - 
g^8«Hg^ay+g-^8z  =  0. 

+  ^(8^8«y-8y8«^) 

Der  weiteren  Ausfährung  dieses  Gegenstandes  wegen  ver- 
weijsen  wir  auf  die  Abhandlung  Tbl.  XXII.  Nr.  IX. ;  hier  kam  es 
uns  zunächst  bloss  aof  die  obige  elementar -geometrische  Ablei- 
tung der  Grundeigenschalt  der  kürzesten  oder  geodätischen  Linie 
an,  auf  welcher  die  ganze  weitere  Theorie  dieser  Linie  beruhet. 
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Ueber  die  gemeinschaftliche  Form  aller  jener  ganzen 

Zahlen 9  deren  jede  so  beschaffen  ist,  dass  der  Kreis, 

durch  rein  geometrische  Construction,  in  eine  ihr  gleich 

grosse  Anzahl  gleicher  Theile  getheilt  werden  kann. 

VOD 

Herrn  Professor  B  es  sei 

in  Marburg. 


E  I  D  I  e  i  t  o  n  g. 

Gaas&haty  in  seinen  Disquisit.  arithm.  (Lipsiae  1801*)) 
S.  592.  bis  665.,  besonders  S.  662.  bis  665.,  gezeigt,  dass,  wenn 
m  one  Primzahl  (und  grösser  als  2)  ist,  die  Peripherie  eines 
Kreises  nur  in  dem  Falle  durch  rein  geometrische  Constmction 
in  fit  gleiche  Theile  getheilt  werden  kann,  wenn  m  eine  solche 
Primzahl  ist,  welche,  bei  ganzem  nicht  negativem  Werthe  der 
Zahl  n,  die  Form  fii  =  C>-|:l)  hat**). 

Da  jedoch  das  Anfsuchen  solcher  Primzahlen,  welche  diese 
Eigenschaft  haben,  mühsam  sein  wurde,  so  fügt  er  selbst  die 
weitere  Angabe  bei,   dass,  wenn  (2"-|-l)  eine  Primzahl  sein  soll 

(die  grosser  als  2  ist),  sie  die  Form  [(2)*^-t-l]  haben  muss. 

Er  zeigt  nämlich,  dass,  wenn  n  dnrch  irgend  eine  vou  1  and 


*)  Vergieiehe  auch  InteUigensblatt  der  ailgemeineo  Literatarieitnug 
voo  1706  Nr.ee.  S.5Ö4. 

•*)  Auch  2  ist  unter  der  Form  (2«-|-1)  als  (2^-t-l)  enthalten. 
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▼on  2  verschiedene  Zahl  i  theilbar  wäre  (also  s.  B.  =3.1  oder 
=5.2  oder  =5.7  u.  s.  w.  wäre),  die  Zahl  (2«  +  l)  =  (2C-^+l)  C» 
welcher  £,elne  von  1  ond  von  2  verschiedene  ganze  Zahl  und  £ 
eine  beliebige  ganse  Zahl  bedeutet)  durch  die  ganze  Zahl  (2C-f  I) 
thellbar  sein  wfirde,  indem 

\^l-  =  2«^*J  -2«^-«)  +  2«^-3)  + . . . . 

ist^  und  (weil  |  eine  ganze  Zahl  ist)  die  Division  zu  einem  letzten 
Gliede  2Ci  =  2£  im  Quotienten  fOhrt,  also  aufgeht. 

Cr  zeigt  also,  dass  in  einem  solchen  Falle  die  Zahl  (2*4-1) 
=  (2C^-fl)    durch  jede    der   beiden   ganzen   Zahlen   (2C-f  1)   und 

(2^+1),  von  denen  jene  >(2«+l),  d.h.  >5,  diese  ^(2«+!), 
d.  h.  ^2  ist,  theilbar,  also  keine  Primzahl  sein  würde. 

Gauss  hat  offenbar  auf  die  Primzahl  von  der  Form  (2*4-]) 
deshalb  mehr  Gewicht  gelegt,  als  auf  die  Prim zahl  von  der  Form 

[(2)*^-f  !]•  ^eil  jene  auch  die  Primzahl  2  umfasst,  diese  aber 
(wenn  man  nur  Werthe  von  y  vor  Augen  hat,  welche  nicht  ne- 
gative ganze  Zahlen  sind)*)  die  Primzahl  2  ausschliesst.  Auch 
wollte  Gauss  zunächst  nur  ßlr  solche  Zahlen  m  sein  Gesetz 
aussprechen,  welche  Primzahlen  sind. 

Fragt  man  aber  nach  der  geroeioschaftrichen  Form  aller  je- 
ner Zahlen  m,  deren  jede  die  Eigenschaft  haf,  dass  die  Peripherie 
des  Kreises  durch  rein  geometrische  Construction  in  m  gleiche 
Theile  getheilt  werden  kann,  (gleichviel  ob  m  eine  Primzahl  Ist, 
oder  nicht),  so  fuhren  nachstehende  Paragraphen  zu  einer,  auf  die 
Arbeiten  von  Gauss  gegründeten,  nicht  uninteressanten  Antwort^. 

$.  1.  Bedeutet  y  eine  beliebige  9»nBe  nicht  negative 
Zahl,  so  ist  die  Zahl  i 


*)   Wenn    man    aliin    den    einiif^en    neg^ativcn    ganseii     Werth 

y=-i-oD,  bei  welchem  (2^^^  nUo  auch    [(2)*'-|'0   ^i"®  ganze  Zahl  «ein 
kann,  nicht  mit  berücktichtigt. 

**)  Da  die  Lehre  Ton  Gaiist,  über  di«  wir  hier  reden,  nicht  allen 
denen  genägend  bekannt  itt,  denen  sie  bekannt  8<*in  sollte,  und  da  sie 
nicht  bloss  rein  mathematisches  Interesse  liat,  sondern  aurh  for  ^wissp 
physikalisrhe  und  insbeüondcre  fär  gewisse  krystnllMgraphische  Lehren 
▼on  Wichtigkeit  ist,  so  kann  vorliegende  Arb<*it  auch  dasa  dienen,  mm 
dieaeibe  zo  erinnern. 
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eioe  gaDse  Zahl,  die  grösser  als  2  ist  —  Es  ist  nimlicli: 
bei  der  Wertb  von  py 
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l)y=0 

2»=2«> 

=  1 

2),=1 

2»=2» 

=72 

3)y=2 

2»='i« 

=4 

4)y=3 

2»=2» 

=8 

5),  =  4 

2»=2* 

=  16 

6)y=5 

2s» =2» 

=32 

(•2)«^  + 1=2*  +1  =  3 
(2)2^  +  1=2«  +  1  =  5 
(2)«^+l=2*  +1  =  17 
(2)«^ +  1=2«  +  1=267 
(2)«^+  1=2^+1=66637 
(2)«^+l*)  =  2»  +  1  =49fl4IKI9)ro«9 


y  =  ^^     2sr  =  2«,=  a4     (2)«^+ 1  =2<»,+l=(2a^  +  1) 

$.  2.  Um  anzudeateo,  dass  irgend  eine  Zahl  p  entweder  auf 
der  ersten  oder  auf  der  nullten  Potenz  vorhaoden  sei,  dient  be» 
kenntlich 

das  Zeichen  piOi:*)  oder  das  Zeichen  pia+(-i)'), 

wo,  bei  +  im  Exponenten,  oder,  bei  geradem  Werthe  der  gan- 
zen Zahl  V,  der  Ausdruck  den  Wertb  p^=^p  annimmt,  während 
er,  bei  —  Im  Exponenten,*  oder,  bei  ungeradem  Werthe  von  v^ 
den  Wertb  p^=:l  annimmt. 

6.  3.     Der  Ausdruck 

Py  =  [py]i(»^-l)''^)  =  [(2)*^  +  l]^(l+(-l)''^) 

umfasst  daher  nicht  nur  jede  der  Zahlen  3,  6,  17,  267,  66637,  .... 
sondern  auch  die  Zahl  1. 

Es  ist  dabei  Pyz=z},  wenn  hei  dem  betreffenden  Wertb  der 
ganzen  nicht  negativen  Ordnungszahl  y  der  Wertb  von  Vy,  der 
eine  ganze  positive  Zahl  gedeutet  (also  >0)  ist,  einen  ungera« 
den  Wertb  bat.  Ist  dagegen,  bei  dem  betreffenden  Werthe  von 
y,  die  Zahl  Vy  eine  gerade,  so  ist 


•)  (2)«*+I=«"  +  l    i«l    keine    FrimiÄhl,   ni«  int   =641.6700417, 
wie  Enier  gezeigt  bat. 
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P,  =  p,  =  [(2)«*  +  l]>l. 

§.  4.  8indy=:a  undy=|}  zwei  verschiedeoe  (ganse  nicht 
negative)  Werthe  von  y,  so  sind 

Pa  =  [(2)*"  +  l]*(l+(-l)*'«)  =p«4a-H-lf a) 

nnd 

p^ = [(2)«^ + i]*(i+(-ir^) = « i(i+(-ir^) 

nur  dann  einander  gleich»  wenn 

also  jede  der  beiden  Zahlen  va  und  vp  eine  ungerade  Zahl  ist 

Ist  dagegen  jede  der  beiden  Zahlen  Va  und  v^  eine  gerade, 
Zahl  oder  ist  nur  eine  derselben  gerade,  so  ist  P«  verschieden 
von  Pp, 

§.  5.    Es  sei  in  dem  Ausdruck 

1)  m  eine  ganze  positive  Zahl, 

2)  X  eine  ganze  nicht  negative  Zahl, 

3)  (2')  die  höchste  der  Potenzen  von  2,  die  in  der  Zahl  m 
als  Factor  enthalten  ist, 

4)  bei  jedem  der  Werthe  von  y,  welche  die  ganzen  nicht  ne- 
gativen Zahlen,  von  ^  =  0  bis  ^  =  ti  sind ,  stets 

P,  =  IPyW^-^^^"^  =  [(2)«''  +  llKl+i-»)"») 
und  es  habe  dabei 

5)  die  ganze  Zahl  Vy  nur  dann  ungerade  Werthe,  wenn  die 
Zahl 

py  =  [(2)^  +  1] 

keiner  der  primären  Factoren  von  m  ist,  sei  es  deshalb, 

I.  weil  unter  jenen  Primzahlen ,  welche  kleiner  als  die  Zahl 
py  sind»  solche  y,  yi —  vorkommen,  bei  denen 

^  I  kein  elir^n^Uctaer  (unächter)  Braeb  ist, 
y  r  d.  h.  weil  py  Jceine  Primzahl  ist; 
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oder  deshalb, 

ieio  ei^entllctaar  unächter  Bruch  ist, 
d.h.  weil—  keine  Primzahl  uod  auch 
kein  Product  ans  Primsahlen  ist, 

oder 

II   o\       ti   ^  l®^^  elyentlictaer  ächter  Bruch  ist,  d.  h. 
11.  £)  weil  —  \      •■      fc^       •  A 
Py  i  ^®il  Py^  ^  ^^i 

6)  es   habe  daher  auch  pu  einen  solchen  Werth,  der  "Tm  ist. 

Diess  vorausgesetzt,  so  ist  es,  nach  Gauss  mOglich,  durch 
geometrische  Construction  die  Peripherie  eines  gegebenen 
Kreises  in  m  gleiche  Theiie  zu  thellen,  also  falls  iii>2  ist, 
ein  regelmässiges  inseitiges  Polygon  darzustellen. 

Ist  'dagegen  M  eine  solche  ganze  Zahl,  welche  unter  der  so 
bestimmten  Form  von  m  nicht  enthalten  ist,  so  ist  es  nicht 
möglich,  durch  rein  geometrische  Construction  die  Peri- 
pherie eines  Kreises  in  M  gleiche  Theiie  zu  theilen. 

$.  7.  1)  Die  Zahl  m,  von  der  hier  die  Rede  ist,  lässt  sich 
also  darstellen  in  Form  eines  Products  von  gewissen  Potenzen 
gewisser  Grundzahlen. 

2)  Jede  der  Grundzahlen  ist  'Tm. 

3)  Jede  der  Grundzahlen  hat  entweder  den  Werth  =2,  oder 
einen  Werth  py  von  der  Form 

Py  =  [(2)«»+1], 

io  welcher  y  eine  ganze  nicht  negative  Zahl  ist^ 

4)  Die  zu  diesen  Grundzahlen  gehörenden  Exponenten  der 
Potenzen  derselben  sind  ganze,  nicht  negative  Zahlen. 

5)  Der  Exponent  x  der  Grundzahl  2  ist  entweder  0,  oder 
1,  oder  grosser  als  1,  aber  nie  so  gross,  dass  2'>fn  wird. 

6)  Der  Exponent,  welcher  zu  einer  der  Grundzahlen  von  der 
Form 

gebort,  ist» 
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a)  falls  py  eine  PriinsabI  ist, 

entweder  ==  0,  oder  =  1 ; 

b)  falls  Py  keine  Primzahl  ist, 

=  0. 


7)  Da  2'^  I  und  ^  ^m  sein  mass,  so  ist: 

I)    ^^0 
und 

log  2' ^  log  m, 
also 

;rlog2   .logm; 

Da  ferner  der  Werth  von  p^,  d.  h.  yon  (2)*^  -|- 1,  ^  m  sein  moM, 
so  ist 

2»loga^log(ni-l). 

=:log(m-l). 
<       log2      ' 
folglich 

ylog2=log('-^?jg=i^)==loglog(s,~l)-loglo^ 

also 

,        =loglog(m— 1)— loglog2 

und,  da  y  nicht  negativ  za  sein  braucht, 

2)    y^O. 
Anmerkung.     Bezeichnen   wir  einen   Exponenten,   der  nur 
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die  Werthe  0  oder  1  haben  kaon,  der  Kürze  wegen,  durch  Tq,  t^, 
Tt> Ty  oder  T«....,  and  wir  setzen  das  eine  Mal: 

wo  bei  jedem  der  Werthe  der  Zahl  y  von  y=0  bis  y^u  stets 

|,/!'  =  [(2)*'  +  l]'», 

und  das  andere  Mal: 

5)    m  =  ^o'-  9^1'*-  «*'*•  *r y/"....  j/*. 

wo  hei  jedem  der  Werthe  der  Ordnungszahl  n  von  it=:0  bis 
»  =  «0  stets 

ist 9  8o  gelten  fSr  t«  dieselben  Gesetze,  die  eben  fOr  Xy  unter 
Nr.  6.  ausgesprochen  wurden.  Es  ist  aber  die  Anzahl  der  Werthe 
^a  =  (2»-f  1),  welche  keine  Primzahlen  sind,  beträchtlich  grOsser 
als  die  Anzahl  der  Werthe  py^  welche  keine  Primzahlen  sind, 
so  dass  die  Factoren- Reihe  }))  meist  eine  sehr  grosse,  die  Fac- 
toren -Reihe  Q)  dagegen  in  jedem  für  die  Praxis  irgend  wie 
in  Betracht  kommenden  Falle  gar  keine  und,  abgesehen  von  der 
Praxis,  in  Vergleich  mit  der  entsprechenden  Factoren -Reihe  3))> 
nur   sehr  wenige   überflüssige   Factoren  enthält;   denn  die 

sechs  kleinsten  Werthe  von  ((2)^^+1)  sind  3,  5,  17,  267,  66537, 
4S94O0rail69,  von  denen  nur  der  letzte  keine  Primzahl  ist, 
während  in  der  Reihe  der  Zahlen  (2"-fl)  von  (2^1)  his  (2n-fl) 
eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Gliedern  vorkommt,  die  keine  Prim- 
zahlen sind. 

Man  reicht  z.  B.  zu  allen  Werthen  von  m,  die  kleiner  als 
42940672967  sind,  aus  mit  der  Formel: 

m  =  (2*)  .po*°  Pi^*  Ps'»  Ps'*  •  P4** » 
ond  zu  allen  Werthen  von  m,  die  T  65537  sind,  mit 

m  =  (2') .  Po*»  Pi  *»  •  P%^^ '  P9**y 
u. «.  w.  nnd  es  ist  z,  B. : 
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2=2» 

3=2«.3» 

4=2«.3<» 

5=20.30.5» 

6=2».3».6« 

8=2».3<».6« 
10=2».30.5» 
12=2».3».5« 
I5=2».3».5> 
16=2».30.5<» 
17=2«».3«.5«.17» 
aO=2«.30.5M7o 
24=2». 3». 50. 17« 
30=2».3>.5».17« 
32=2».30.5o.l7o 
34=2». 30.6«». 171 
40=2».3o.5».17" 
48=2«.3o.6o.l7o 
60=2«.3».5».17o 
64=20.30.50.170 
68=2«.3o.5o.l7> 
80=2*.3o.5».17o 

U.  8.   W. 
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Ueber  die  Anzahl  congruenter  DiTisoren  einer  Zahl. 

Von 

Herrn  Dr.  C,  Trauh 

in  Lahr  im  Grossherzogthuin  Baden. 


Die  Ansah!  derjenigen  Theiler  (einer  Zahl),  welche  dieselbe 
lineare  Form  haben»  spielt  bekanntlich  in  vielen  Sätzen  der  huhe- 
reo  Arithmetik  eine  grosse  Rolle.  Man  vergleiche  hierüber  die 
berfihmte  Abhandlung  von  Lejeune  Dirichlet:  ,»Recherches 
sar  diverses  applications  de  l'analyse  infinitesimale 
k  la  th^orie  des  Nombres."  Seconde  partie.  Creile, 
T.  XXL  Da»  so  viel  mir  bekannt^  allgemeine  Formeln  zur  ße- 
stimmung  der  Anzahl  congruenter  Theiler  noch  nicht  aufgestellt 
worden  sind»  so  möchte  eine  elementare  Behandlung  dieses  Ge- 
genstandes den  Freunden  der  Zahlentheorie  vielleicht  nicht  nn- 
willkommen  sein. 

Bevor  wir  zu  dem  eigentlichen  Gegenstande  dieser  Ahhand- 
lang  fibergehen»  wollen  wir  die  zum  Verständniss  des  Folgenden 
nothwendigen  Sätze  vorausschicken.  , 


Pundamentalflitse  au»  der  Theorie  der  Potenzreste. 

5.1. 

Ist  a  eine  Zahl»  die  mit  M  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
hat»  a'  der  Exponent»  zu  welchem  a  nach  dem  Modul  M  gehSrt, 
so  bilden  die  Reste  der  Potenzen: 

oo,  a^,a^,  a»»  a*,  *...  a«.... 
rhciL  XXXVIL  19 
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eine  Periode  von  af  Gliedern ,  nod  man  erhilt  dieselben»  weet 
man  dem  Exponenten  9  der  Reihe  nach  die  Werthe 

0,1,  2,  3,....(a'-l) 

beilegt  and  die  Reste  der  entsprechenden  Potenzen  nach  dem 
Hodol  M  bestimmt  Geht  man  Aber  den  Exponenten  ^=zaf^\ 
hinaus,  so  wiederholen  sich  die  bereits  erhaltenen  Reste  In  der- 
selben Ordnung. 

5.2. 

Nimmt  man  allgemeiner  beliebig   viele  anter  einander  ver- 
schiedene Zahlen 

o,  6,  c,  if,  •••  • », 

von  welchen  jede  nrit  M  keinen  gemeinschaftlichen  Theller  hat, 
und  bestimmt  filr  jede  Comblnation 

a,  »,  € « 

die  kleinste  posiüve  ganze  Zahl,  welche  der  Congniens 

genflgt,  so  sagen  wir,  es  bilden  die  auf  diese  Weise  erhaltenes 
Zahlen,  deren  jede  mit  M  keinen  gemeinschaftlichefo  Theller  hat, 
eine  zusammengesetzte  Gruppe  von  Potenzresten,  and  wir  be- 
zeichnen dieselbe  mit 

Sind  a',  b\  &,.... f  die  Exponenten,  zu  welchen  die  2ahleD 
a,  b,  c,  ,»*.t  nach  dem  Modul  M  geboren,  und  betrachtet  man 
zwei  Corobinatlonen 

a, »,  «,....«, 

»,  »',  €' «' 

von  Exponenten,  fdr  welche  die  Congrnenzen: 

S'^fKmod.aO» 
9'=9(mod.60, 
(E's(E(mod.cOt 


S's{(mod./0 


Statt  finden,  und  sind  die  jenen  Combinationen  entsprecbendee 
Zahlen  der  Gruppe  X  und  X',  so  erhält  man 
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Dm  daher  alle  Zahlen  der  Gruppe  [a,  6,  c..../]  zu.  erhalten, 
kann  man  eich  darauf  beschränken,  nur  solche  Combinationen 
S>  9«  iE»  ....€  SU  betrachten,  welche  den  Ungleichheiten: 


r>«^o 


Genfige  leisten. 

Wenn  daher  im  Folgenden  nicht  auädrQcklich  das  Gegentheil 
bemiirkt  wird,  so  sollen  unter: 

«,  /J,  y, ....  A, 

i/,  /?',/,....  iL', 

a, »,  « «. 

r, »',«',....«', 

immer  solche   Combinationen   von  Exponenten  der  a,  6,  c,..../ 
verstanden  werden,  welche  die  obigen  Ungleichheiten  erfüllen. 

§.  3. 
Folgende  Sätze  sind  nun  leicht  zu  beweisen: 

1)  Das  Produkt  beliebig  vieler  Zahlen  einer  Gruppe  [n,  A,  c, ...(] 
gehurt  in  dieselbe  Gruppe  von  Potenzresten. 

2)  Sind  ts  u,  o,  «o,  ...•  beliebig  viele  Zahlen  aus  der  Gruppe 
[a,  bf  c«  ...•/],  so  enthält  die  neue  Gruppe  [t,  u,  v,  to,  ....] 
nur  solche  Zahlen,  welche  In  [a,  6,  c, ....(]  vorkommen;  aber 
nicht  alle  Zahlen  der  letzteren  Gruppe  werden  im  Allgemeinen 
auch  Glieder  der  ersten  sein. 

3)  NioNDt  mal»  insbesoiliter^  an,  ea  sefew  oti  ,  xr«,  x^, ....  x/ 

19* 
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die  »Smmtlichen  tncongruenten  Zahlen  aus  der  Gruppe  [a,  b,  c,....  1]» 
80  sind  die  zwei  Gruppen  [xi,  x^y  it^,  ....  j*/]  und  [a,  b,  c, ....  /J 
identisch,  d.  h.  jede  Zahl  der  einen  kommt  auch  In  der  andern  vor. 


■  §.4 

Es  seien  wie  vorhin 

die  sämratlicben  incongruenten  Zahlen  der  Gruppe  [a,  6»  €^,,1}, 
ferner 

iWi,  m^,  «1$,  W4, m/ 

die  Exponenten,  zu  welchen  jene  Zahlen  nach  dem  Modul  M  ge* 
hSren.  Ist  dann  m  der  grösste  der  Exponenten,  so  sind  ffi|,  m^^ 
m^,,,,,mf  die  sämmtlichen  Theiler  der  Zahl  m.  Der  Beweis 
beruhtauf  folgenden  zwei  bekannten  Sätzen :  Sind  P,  Q,  jR,  iS,*.. 
beliebig  viele  Zahlen,  von  welchen  jede  mit  M  keinen  gemeinschaft- 
lichen Theiler  hat,  ferner  p,  q,  r,  «, —  die  Exponenten,  zo 
welchen  P,  Q,  B^  iS,  ....  nach  dem  Modul  M  gehören,  und  sind 

1)  je  zwei  der  Exponenten  relative  Primzahlen,  so  gebort  das 
Produkt  P.Q.R.S...,  zum  Exponenten  p»q.r,s....  Da  der 
Vorausi»etzung  nach  die  Congrnenien 

Pp  =  1 

ß^=l  ^    (mod.ilf) (a) 


Statt  finden,  so  ergiebt  sich  daraus: 

(P.Q.R.S....)P9r»'^^'  =  l(mod.M) (b) 

Es  gehöre  nun  P.Q.R.S..,.  zum  Exponenteo  x,  also 

(P.Q.Ä.S....)'^l(mod.i!f), (c) 

so  folgt  hieraus  durch  Erhebung  zur  Potenz  qr$,...  und  Berück- 
sichtigung der  Congruenzcn  (a) 

woraus  hervorgeht,  dass  x.g.r.s,...  durch  p  theilbar  ist  (Disq. 
arith.  art  48.).  Da  aber  diese  Zahl  zu  jedem  der  Exponenteo 
g,  r,  «,....  daher  auch  zu  ihrem  Produkte  relative  Prfmzahl  ist. 
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so  miisii  X  durch  p  theübar  »ein.  Ebenso  beweist  man  die  Theit- 
barldeit  von':i;  durch  die  andern  Exponenten  ^,  r,  «,....,  woraus 
dann  hervorgeht,  dass  a  ein  Vielfaches  von  p.q.r.s,..,  sein 
muss.  Da  aber  a:  die  Icleinste  Zahl  ist,  welche  der  Congruens 
(c)  genfigt,  so  ergibt  sich  aus  (b)  x:azpqrs..,.  als  Exponent» 
SU  welchem  das  Produkt  P.Q.R.S —  gehört    Sind  aber 

^)  P»  9»  ^»  '9  '"•  nicht  je  zwei  relative  Primzahlen,  und  ist 
I  die  kleinste  Zahl,  welche  durch  die  Exponenten  p,  q,  r,  s, .... 
tlieilbar  ist,  so  kann  matt  eine  Zahl  finden,  welche  zum  Exponen- 
ten t  gebort.  Denn  man  setze  t^p'q'r's'.,,.,  wo  je  zwei  der 
Zahlen  p',  q'y  r',  i',  ....  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben 
und  p\  q\  r',  «',....  aliquote  Theile  von  p,  y,  r,  #,....  sind. 
Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  diese  Zerlegung  vorzunehmen  ist, 
sehe  man    Disq.  arith.  art.  73«  in   der   Anmerkung.     Die    Zahlen 

£111 
Pp",  Qt',  B^\  1$*'.  .*»,  gehtiren  alsdann  au  den  Exponenten /i',  9^, 

r',  s', ....,  daher  ist   nach  dem  vorigen  Satze  p* ,q* .T\t* ,.,.  oder 

i  der  Exponent,  welcher  dem  Produkte 

L      1      L     L 
PP'.Q9'.ß^.S*'.... 

zukommt,  kt  daher  m  die  kleinste  Zahl,  welche  durch  die  Ex- 
ponenten Uli,  in«,  mg,....  m/  theilbar  ist,  und  setzt  man 

wo  die  Faktoren  ^i>  f4>  f^»  ••••  f^/  je  z^ei  relative  Primzahlen 
und  aliquote  Theile  von  nii,  m«,  m«,  ...p»^  «nd,  so  ist  die  Zahl 

"•/ 

(siehe  §.3.  1))  in  der  Gruppe  [a,  A,  c, ..../]  enthalten  und  ge- 
hört zum  Exponenten  m.  Um  noch  einzusehen,  dass  zu  einem 
beliebigen  Theiler  d  vob  ni  auch  Zahlen  der  Gruppe  [a,  6,  c, ...  /] 

m 

geboren,  bemerke,  man,  dass  mX^  diesen  beiden  Uedingvogen 
genügt 

Es  sei  X  eine  bestimmte  Zahl  aus  der  Gruppe  [n,  6,  c, ..../] 
und  es  werde 

a«'6»'c«' ..../«' = a:(mod.  M) . 

so  sollen  hieraus  alle  Combinatloneo  der  Exponenten  9,  8,  (E, ....  { 
abgeleitet  werden,  fOr  welche  die  Congruenz 
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iWöc«..../»sa?(mo«.Jf) (1) 

Statt  findet.  Zar  Bestimmung  dieser  Exponenten  hat  mao  dakr 
auch  die  Congnienz: 

a«6»c«..../«sa«'6»'c«',...i«'(iiiod.if).    •  •  -  (!') 

Bedeutet  nun  (9)  die  Zahl  9,  wenn  9^9%  und  die  Zahl  94«*» 

wenn  9<9'»  und  haben  (9),  (OD*  (2>),....(S)  eine  «boUcbe  Be- 
deutung, SP  kana  man«  weil  in  Folge  unsecar  VoiaoaMtaag 
(siehe  $.2.): 

ii^sl(mod.Jir)» 

6*'»l(mod.Jir). 


statt  obiger  Congmens  jetzt  auch  die  folgende  schreiben : 

a(a)6(«)c(«)..../(»)  =  aa'*»'c«'..-.l«'(mod.ilf), 

in  welcher  die  Exponenten  auf  der  linken  Seite  nicht  kleiner  sisd 
als  die  entsprechenden  Exponenten  der  Rechten.   Man  erhSlt  daher: 

i««'6e'c«'..../«'{a(«)-^'.A(«)-«'..../(8)-«'-l}  =  0(mod.JO, 

also  auch 

a«A/'cy....P  =  l(mod.Af), (2) 

wo  wir  der  KQrse  halber 

(9)-*=«, 
(»)-»'  =  /», 
(«)-«'  =  /.  > (3) 


gesetst  haben.     Die  Exponenten  a,  p,  y,..,.l  sind  alle  pesHif 
und  genfigen  den  Ungleichheiten: 


t>l^O. 
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As«  jeder  Auf  lOeang  der  Congmenz  (1')  leitet  man  daher  vermit* 
telst  der  Gleichmigen  (3)  eine  Auflösung  der  Coogrueuz  (2)  ab. 
Die  Gleiehniigea  (3)  kooneo  ^ch  in  Form  von  Congraenzen  ge- 
schrieboi  werden»  wie  folgt: 

i«s«-«f'(iiiod.aO, 
/3=»-.JB'(mod.6'). 
r=«-«-(i»od.cO,    ) W 


i=S— S'(mod.f); 
und  man  ersieht  leicht,  dass  zwei  verschiedene  Combinationen 

a.  ©,  «,  ..V.«, 

«0»  So»  ^»  ••••8o> 

welche  die  Congmenz  (1)  erflHIen»  euch  zwei  verschiedene  Com- 
binatiooen 

«»  ßf  y,  ...i, 

^»  Po»  yo»  ••••^ 

l^ebeD  müssen,  welche  der  Congmenz  (2)  genOgen,  so  dass  man 
aus  n  verschiedene  Auflösungen  der  Congmenz  (1)  ebenso  viele 
verschiedene  Auflösungen  von  (2)  erhält  Denn  wäre  dieses  nicht 
der  Fall,  sondern 

o  =  o^(mod.a'), 

/Js/?o(iiMMLftO» 


;Ls^(mod.f); 

so  würde  man  vermSge  (4)  zu  folgenden  Congruenzen  gelangen: 

«0— «'  =  «— «'(mod.a'), 

»o— »'^  »— »'(raod.  AO » 


«0— «'S«-«'(mod.f); 
aas  welchen  man  erhält: 

SoS9(«od.60> 


^3S(mod.f). 


Da  aber 
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SO  würde  sich 


©0  =  ®» 


«a  =  «; 

also  die  yolllEomiDeDe  UebereinstimmoDg  der  zwei  Gombloatfonen 

a,  ©.  €,....8, 
So»  S5o»  ^0»  ••••8o 

ergeben.  Die  allgemeinste  AnflSsung  der  Congroenz  (1)  wird  da- 
her in  Fnoktion  einer  beliebigeD  Auflosuog  aasgedrflckt  durch 
die  Dachstehenden  Coograeozeo: 

a  =  «  +  ä'(mod.a'),    \ 

«  =  y  +  C'(mod.c'),    ? (6) 

«  =  X  +  8'(mod.f);      • 

wo  9y  8,  (E 8  so  SQ  bestimm^o  sind»  dass  sie  den  Ungleich- 
heiten 

/'>8^0 
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genfigeo.  Nehikien  wir  iraii.  an,  es  gebe  n  verschiedene  Combi* 
nationeo  der . Exponenten  «,  ß,  ^^....1^  nehmlich: 

«(•),  /3(«),  7(«),....iC), 

welche  die  Coi^graenz  (3)  erfidleo,  sö  leitet  mao  mittelst  (5)  ebenso 
viele  verschiedene  AnflOsungen  der  Coa^aens  (1)  ab»,  wenn  die» 
selbe  Oberhaupt  eine  zulässt 

Denn  wfirdeq  zwei  verschiedene  Combioationeo 

dieselbe  Combination  fk^^^  (£,....£  ergeben,  so  erhielte  man 
vermöge  (5)  folgende  Congrueozee: 

a'  +  a'=a^  +  a'(mod.a'),. 
ß'+©'^ß^  +  »'(mod.60, 


i'+«'si«'+«'(mod./') 

aod  hienuis: 

«"sso", 

(J''=r 

was   der  Voranssetznog  wiedersprlcbt     Wir  erhalten  daher  fol* 
genden  Satz: 

Bestimmt  man  in  der  Congruenz  (1)  fSr  jede  Combination 
9,  8»  (E, ....8  der  Exponenten,  welphe  den  Ungleichheiten 


genügen,  die  Zahl  X  so,  dass  sie  ein  Glied  der  Reifae  1,  %  2,  ...* 
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•••.  JV—I  «fird»  00  erhält  «mo  eine  jede  der  Zthleii  m^^  x%t  of^,  ,^mf 
gleich  of^  oehmlich  MDal,  wo  eoniit  n  darcb  die  ßleiohnog 

beettmnit  wird. 

5. 0. 

Sind  die  fizpoDeoten  ^,  6^  c\,..,f  Je  »rei  BeUKTe  Ptte- 
aehlee,  eo  let  n  ss  i.    Depw  ee  sei 

a^bßer....fi  =  l(mod.  M), 

80  folgt,  wenn  man  sur  Pontens  b'&d\...t  erhebt , 

a«-*'«'^'   ••^=I(iiiod.Jf). 

Da  Don  a  smn  Exponenten  af  gehurt,  der  za  b'c'd\.,.t  relative 
Primzahl  ist,  so  folgt  hieraus  (Disq.  arlth.  art  48.) : 

a  =  0(rood.aO- 

Ebenso  findet  man: 

ß=0(mod.b'), 
)f^O(mod.cO> 

;L=0(inod./0; 

so  dass  sich  a=:|}=:)f=:....^X=0  als  einzige  Aaflösung  der 
Congruenz  (2)  im  vorigen  Paragraphen  ergiebt.  Uan  zieht  aas 
dem  vorigen  Paragraphen  aach  noch  leicht  die  nachstehende  Fol- 
gemng: 

L£sst  die  Congmens (2)  nar  die  einjelge  AuflOsang  a=sß=iy=^. 
^sslssO  zn,  so  ist  die  Anzahl  der  incongraenten  Zahlen  der 
Gmppe  [a,  6,  c,  ....(]  gleich  afb'c\...t. 


5.7. 

Es  sei  a  der  kleinste  Exponent,  die  Null  aosgenoromen,  von 
der  Eigenschaft,  dass  a«  einem  Produkte  von  Potenzen  aller  fol- 
genden Zahlen  A,  c,  d, ..../  congment  wird,  was  wir,  ohne  die 
Exponenten  anzudeuten,  auf  folgende  Weise  ausdrücken  wollen  : 

a^^(b,  c,  df  ..../)(mod.  Af). 

Damit   aber   hieraus   keine    Verwechselung    entstehen   kann,   m 
sollen  zwei  Ansdrflcke  (6,c,il,  ....i),  deren  entspreebende  Ex- 
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paMNiteD  nicht  all«  9bf  reinatiouam,  durch  Accenle  anterschiedcB 
werden.  Eine  ähnliehe  Bedeutung  viie  a  aollen  &,  fi,  b»....I 
haben»  ao  daaa: 

c*=(d,«,....0     J  (mod.ilf). 

e  =  (D 

Da  der  letzten  Zahl  /  gleichaam  die  1  folgt,  so  iat  1=1'  der  Ex- 
ponent» SU  welchem  I  gehurt 


i.  8. 

Bedeutet  fkzsf^M)  die  Anzahl  der}enigeo  Zahlen»  welche 
<ilf  sind  und  mit  dem  Modul  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
bähen»  so  ist  nach  dem  allgemeinen  Per  matschen  Satze: 


woraus   henrergeht»    dass  die   Exponenten    a»  (»€»....!  in  der 
Reihe  1»  2»  3»  ....f»  enthalten  sind. 

§.  d. 

Dieses  vorausgesetzt»  kann  man  jeden  Ausdruck 
(a»  bf  c,....t){moA.M) 
anf  die  Form  bringen: 

wo  die  Exponenten  8'»  9%  C'»  ....S'  die  Ungleichheiten 
a>r^O,    i>»'io,    c>!«'^0. 
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erflIlleD.  ist  oeimilioh^  in  dem  Aamlnicke  (a,  6»  c,  ...•/)  derb* 
ponent  tod  a  gleich  %  und  91  >a«  so  kann  man  setzen 

wo  jetzt  far  9'  die  erste  der  vorstehenden  Ungleichheiten  Statt 
findet.    Man  erhält  daher 

Da  nun  der  Voraussetzung  nach  tfi  congrdent  ist  einem  Produkte 
▼00  Potenzen  aller  folgenden  Zahlen  6,  c,d,....l,  so  erhilt 
man  auch; 

(a«  6»  c, . .. . 0 s a^'ib»  c,d,....l) (mod. M). 

Ist  nun  der  Exponent  von  6  in  (bpCpd,,...t)  gleich  8»  so  zeigt 
man  auf  dieselbe  Weise»  dass 

gesetzt  werden  kann.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens erhält  man  daher  folgendes  System  von  Congruenzen  aod 
Ungleichheiten: 

(a^b.c. 03a*'(^e, t)  \  a>fl'^0. 

{b,c, /)s6«'(e,* 0 

(c,d,.../)sc«'(*«» t) 


und  hieraus 

(a,6,c,..../)Sfl«'6»'c«'....^(mod.if), 

wo  die  Exponenten   der  rechten  Seite  die  gegebenen  Ungleich- 
heiten erfflilen. 

5.  10. 

In  einer  Gongruenz  von  cltfr  Form 

(a»  b,  c, . . . .  I) .  ;r  =  (a,  6»  Cy . . . .  /)'(mod.  M) 

kann  man,  wie  in  $.  5.  schon  gezeigt  wurde;  es  immer  so  einrich- 
ten, dass  die  Exponenten    auf  der  rechten  Seite  nicht   grSsser 
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sind  als  die  entsprechenden  der  Linken,  so  dass  aus  obiger  Con- 
graenz  unmittelbar  eine  andere  von  folgender  Form: 

x  =  (a,  iy  c» . .  •*  0"  (mod.  M) 

abgeleitet  werden  kann. 

§.  11. 

Dieses  vorausgesetzt»  sei   wie  in   $.7.  a  der  kleinste  Expo- 
nent mit  Ausnahme  der  Null»  fiir  welchen 

it<i  ^  (6»  Cy  c^y . . .  •  /)  (mod.  M) 

gesetzt  werden  kann.    Ist  dann  auch  liir  den  Exponenten  a;>0 

a*^{b,  c,  c2»....0'(mod.ilf), 

80  ist  X  ein  Vielfaches  von  a. 

Da  nehiiilich  in  Folge  unserer  Annahme  ar>a  sein  muss,  so 
setze  man 

wo  jetzt  x'<^a  wird,  so  erhält  man 

oder 

a'  =  a*'(b,  c,d,....tf  =  a''(b,  c,d,..   ,1)". 

Da  aber  auch  vermOge  der  Voraussetzung 

a*  =  (6,  cd,. .../)', 
so  folgt 

«^(*,  c,  cl, . . . .  /)^s (Ä,  c,  d, ..../)' (mod.  JU) 

und  hieraus  nach  §.  10. 

a*'s(6,  c,  d,..../)^ 

Nun    ist  a^'^a,  also  diese  letztere  Congruenz   nur  mOglich  fiir 
üs'=^0.    Es  wird  daher  x=:ta,  d.  h.  ein  Vielfaches  von  a. 

Zusatz.    Da 

a*^=6*'c«'..../''(mod.ilf), 

80  ist  nach  dem  Vorigen  a'  ein  Vielfaches  von  (t    Ebenso  zeigt 
man  dass  6\  c\....f  Vielfache  von  h,  e,  ....I  shid. 
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$.  12. 
Zwei  Ausdrücke  too  Aet  Form: 

in  weichen  die  Exponenten  folgende  Ungleichheiten: 

erflillen»  sind  nach  dem  Modal  M  oar  dann  congraent,  wenn  gleich- 
seitig 

d.h.  die  swei  Combinationen  9,  S,  C».*..S;  9S  8%  C',  ....C 
aberelnstimmen. 

Man  nehme  an,  es  seien  obige  AosdrOcke  eongruent»  so  er- 
hält man 

a'(6,  c,  <2» ..../) s a^'(i>  c,d,.... t)'(mod. M) 

and  sehliesst  daraas  8I=%^  llenn  wäre  dieses  nicht  der  Fall, 
so  darf  man,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  8>$('  Zorans- 
setaen,  nnd  erhält  nach  §.  10.: 

o«-»'  =  (6,  c,  rf, . . . .  O^'Cmod.  M) , 

was  der  Voräossetzang  widerspricht  denn  es  ist 

da  doch  a  der  kleinste  Exponent  ist,  fDr  welchen 

a«S(6,  c,  d, — /) 
gesetzt  werden  kann.    Da  nan  %:=t9i\  so  gebt  die  CongnMia: 
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l««c«;...|8=rf«'6«'c«'..../«'(niod.ilf) 
in  die  eiDfacbere 

aber,  woraus  anf  dieselbe  Welse  S=V  abgeleitet  wird,  nnd 
f&brt  man  so  fort,  so  erhält  maii  eodlicb: 

«=«',  »=»',  dszü'i  ....«s«', 

d.h.  die  zwei  Gombinationeri  9,  8>  <E,  ....8;  fU,  9%  i£\  ...>9^ 
sind  ideotisch. 

Ans  $.  9.  und  }.  12.  folgt  nnik: 

Die  Ansafal  der  nacb  dem  Modul  M  iocongraenten  Zahlen 
der  Gruppe  [a,ft,e, ..../]  ist  gleich  aBc. ..!=/'.  Da  1=^  so  Ist 
/  ein  Vielfaches  des  Exponenten,  zu  welchem  die  Zahl  I  gehört 

Weil  man  aber  die  Buchstaben  a,  ö,  c l  beliebig  anordnen 

kann,  so  Ist  f  theilbar  durch  sämhitlicbe  Exponenten  a',  b*,  e\.»:t. 
Da  man  ferner  (siehe  $.  3.,  3)),  ohne  der  AllgemeiDheit  zu  schaden, 
annehmen  darf,  dass  a,  6,  e,  — I,  abgesehen  ton  der  Oirdnüng, 
mit  den  Zahlen 

a:|,  a;^,  jts,  ....a:/ 

abereinstimmen,  so  Ist  f  ein  Vielfaches  des  höchsten  Exponenten 
tm,  der  zu  der  Gruppe  [a,  6,  c»..../J  gehört  ($•4.). 

9.  14. 

Sind  a,  b,  Cf .  .,-1  die  sämmtlichen  Zahlen  <^,  welche 
mit  M  keinen  gemeinschafUicben  Theiler  haben»  so  ist  f=fp(M) 
=f»;  fehlen  aber  noch  die  Zahlen  p,  q^  r»....it»  y^  z,  so  be- 
trachte man  die  Gruppe  [p,  f,  -•••^»  s»  a,  6, ....(].  Haben 
•Is  danta  |»,  q*....^^  ],  a»^,....I  die  frObere  Bedeutung,  se 
erhält  man: 

)>. ((.•«.  9  •|.a.i....I=9>(if)=:f». 
Da  femer 

so  schllesst  man  daraus: 

y.q... .9. )./=(». 
Die  Anzahl  der  incongmenten  Zahlen  einer  Gruppe  Ist  daher  im* 
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in«r  ein  Theiler  tob  q>(M)  ss  f».  Der  Beweis  ttsst  sich  aach  aaf 
eioe  fibnllche  Weise  fähren  wie  Art  49.  der  Disq.  arith.;  der  dort 
▼orgetragene  8atz  ist  eio  specieller  Fall  dieses  allgemeineren. 


S-  16. 
Legt  man  in  der  Congraenz: 

den  Exponenten  8,  S3,  S,  ...•£  alle  Combinationen  von  Werthen 
bei»  welche  den  Ungleichheiten 

genfigen»  so  sind  die  entsprechenden  X  alle  incongment  (siehe 
$.  12.)  und  stimmen,  abgesehen  Ton  der  Ordnung»  mit  den  Zahlen 
OTt»  ^a»  x^f^.üCf  überein,  so  dass  man  die  Congroenz 

Xi>x%.x^..^'  .r/=  IIa*6®c®....P(mod.ilf) 

erb&lt.  Dm  in  dem  ausgefOhrten  Produkte  11  den  fizponenten  von 
a  zu  finden,  bemerke  man,  dass  in  den  f  Faktoren  des  Produkts 
17  der  Exponent  9  jeden  Werth  der  Reihe:  0,  1»  2,  3,....a — 1 

so  oft  annimmt,  als  ~  Einbeiten  enthält.    Jener  Exponent  ist  daher 

J(l+2+3  +  ..,.+a^l)=:^.A 

Ebenso  findet  man  die  Exponenten  von  6»  e,  c2,...«/  m  dem  aus- 
gefOhrten Produkte  U  der  Reihe  nach  gleich 

2    *' *     2    ''* ""    2    '' * 
so  dass  die  obige  Congmenz  jetzt  in  die  folgende: 


XiX^X^»..*Xf 

fibergeht,  woraus  man  erh&lt: 
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(Six^^  ,...Xf)*  —  \  a«-»A^-i. . . .  /i*i )/. 

Da  nun  f  durch   die  Exponenten    a\  b\  &,..,. P  theilbar  ist«  so 
kann  man  dafQr  einfacher 

(xix^^ ....  Xf)^  ^  1  (med.  ilf ) 
schreiben.    Ist  f  theilbar  durch  2a\  2b',  3c',.... 2/%  so  erbSit  man 

Xi,x.Xi....xf='l(moi.M). 
Dieses  wSre  der  verallgemeinerte  Wilson'sche  Satz. 

$.  16. 

Sind  a',  (%€',.... r  die  kleinsten  Exponenten,  die  Null  aus- 
genommen, fBr  welche  man 

a«'^(6,  c,  d,.,.J) 

c^  =  (a,  6,  d, ..../)  >  (mod.  M) 


P'  =  (a,Ä,c....it) 
setseo  kann,  und  schreibt  man  die  Congruenz 
a«6/»cy..../^=l(mod.if) 
auf  folgende  Weisen  i 

bß  =  a«'-«c«'-y ....  F-^ , 
crs««'-«**'-^....?-^, 


s^    ergibt    sich    aus   $.11.,    dass   a,  /?,  y,  ....i    Vielfache  von 
O',  i%  C',  ....r  sind.    Es  ist  aber  insbesondere  a'^=a. 

§.  17. 

Bemerkt  man  ferner,  dass  die  Congruenzen  in  §.  7.,  nehmlich 

Ä*^(c,  d,  ...-Of 
c«=(rf,e,. .../), 


auch  auf  folgende  Weise  geschrieben  werden  können : 

Theil  XXXVII.  20 
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6>S  aW(c,  d, 0  =  («»  *»  Cy ..../)'» 

d^^a%^c^{d,  e, ... .t)=  {Uy  b,  c,  ..../)*» 

so  schliesst  man  aus  $.  16.  und  §.  IL,  dass  a»  i,  c,  ....  (  Viel- 
fache TOD  a',  i\  c*,  ....V  sind. 

§.  18. 

Sollen  die  Exponenten  a,  ß,  y,  ....i  der  Gongruenz 
a«6^cy..../^sl(mod.ilf) 

genügen,,  so  kann  man  dem  Exponenten  a  einen  beliebigen  Wertii 
a*,  der  in  der  Reihe 


0,  a,  2a,  ;te,....(^-l)a 


'  enthalten  Ist,   beilegen.     Es  gibt  alsdann   -7  verschiedene  Com- 

binationen  a,  ß,  y,  ....A,  worin  a  den  gegebenen  Werth  0*  bat 
Denn  zur  Bestimmung  von  ß,  y,  ....X  erhält  man: 

bßcf . . . .  /^  =  a«'-«'  Cmod.  ]U). 

Da  nun  a'— o'  durch  a  theilbar  ist  (siehe  §,  11«  Zusatz)^  so  er- 
gibt sich  aus 

a«^(6,  c,  d,  •...[) 

die  Möglichkeit  obiger  Congruenz.  Der  Ausdruck  bß&r  ....l^ 
kann  nun  (siehe  §.  5.  und  §.  13.)  auf  ^  .  ' ' ' J-  =  —  verschie- 
dene Weisen  =  l(mod.  M),  also  auf  ebenso  viele  Weisen  ^a**-^ 
werden.  ' 


II. 


Eigenschaften  gewisser  endlichen  Reihen. 

Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  diejeoigoi 
einfachsten  Sätze  aus  der  Theorie  der  Potenzreste  erläutert  haben, 
welche   zur  Behandlung  der  Aufgabe  noth wendig  sind,   mIEsseii 
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noch,  bevor  wir  za  anserem  eigentlichen  Gegenstande  fibergehen 
können,  gewisse  endliche  Reihen  untersucht  werden,  was  in  den 
folgenden  Paragraphen  geschehen  soll. 


§.  19. 

Es  seien  A,  B,  C,  ....£  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen,  ferner  m  ein  Vielfaches  säromtlicher  Exponenten 
a*,  b'y  c\ ....  /'  der  Gruppe  [a,  h,  c» ..../],  und  es  soll  die  Samme 


—  — .431— — IßB  — . . . .  — -AB 


's 


bestimmt  werden,  in  welcher  P  eine  Wurzel  der  Gleichung 
jfl^ — 1  =  0  ist,  und  wo  die  Summation  über  alle  Combinationen 
9,  S,  C,  ./. .8  auszudehnen  ist,  welche  den  Ungleichheiten 


und  der  Congruenz 

a«6«....Z«  =  a:(mod.M) 

geofigeo.  Wir  setzen  voraus,  dass  es  mehrere  Combinationen 
9[»S,  £»•••' S  gebe,  welche  diese  Congruenz  erfflllen;  denn 
sonst  wfirde  sich  obige  Summe  auf  ein  einziges  Glied  reduciren. 

1)  Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  darf  angenommen 
werden,  dass  Peine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  x^ — 1=0 
ist,  und  dass  die  Coefficienten  A,  ß,  C,  ....£  den  Ungleichheiten; 

a'>A^O, 


Ä'>B>0, 


f>L^O 


genügen'.  Denn  es  sei  P*  eine  primitive  Wurzel  obiger  Gleichung, 
so  kann  man  auf  einzige  Weise  P=  P^  setzen.  Man  bestimme 
DUO  mit  Hilfe  der  Congruenzen 


20* 
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B'^nB(moA.b')y 


L'=jrL(mod./0 


die  Deaen  CoefBcienten  A\  B',  C,  —  L'  so,  dass  obige  Ungleich- 
heiten erfüllt  sind,  so  verwandelt  sich  unsere  Summe,  wenn  man 
bemerkt,  dass  im  Exponenten  des  allgemeinen  Gliedes  jedes  Viel- 
fache Ton  m  weggelassen   werden  kann,  in  die  ähnliche  Summe: 

in  welcher  die  verlangten  Bedingungen  erf&llt  sind. 

SXist  jetzt  ferner  jn=ztm%  wo  auch  die  ^ahl  tnf  durch  off 
b\  c\....P  theilbar  ist,  so  kann  man  die  letztere *8umme  noch 
in  eine  ganz  ähnliche  verwandeln,  in  welcher  statt  m  die  Zahl  mf 
steht.  Setzt  man  nehrolich  P'^z^Pq',  so  ist  Pq'  eine  primitive 
Wurzel  der  Gleichung  x^' — 1=0,  und  obige  Summe  verwandelt 
sich  in  die  folgende: 

Man  darf  daher  insbesondere  mf  als  die  kleinste  Zahl  voraus- 
setzen, welche  durch  die  Exponenten  a',  b%  c',  ..•./'  theilbar  ist. 
Vorerst  sollen  aber  die  Voraussetzungen  in  (1)  und  (2)  noch  nicht 
gemacht  werden. 

Es  sei  W,  S',  S',  ....S'  irgend  eine  der  Combinationen  von 
a,  9»  S,  ....e,  für  welche 

a«6»c«  ..../«= a:  (mod.  üf) 

und  a,  ß,  y,  ....A  die  allgemeinste  Combination,  welche  der  Con- 
gruenz 

a^bß&y ...  .11  =  1  (moi.  M) 

genügt,  80  kann  man  nach  §.5.  setzen: 

Jt  =  a'  +  a(mod.aO, 
fö  =  SS'+ß(mod.b'), 


8  =  8'+A(mod./0, 
wodurch  unsere  Summe  Sx  übergeht  in: 
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wo  sich  die  Summation  jetst  auf  alle  verschiedenen  Combinatio- 
nen  von  u,  ß,  y, ....  il  bezieht,  welche  den  Ungleichheiten 


/'>A^0 


nnd  der  Gongmens 

a*bßtt....l^=\  (mod.Jlf) 
Gendge  leisten.    Man  kann  In  dieser  Somme  den  konstanten  Faktor 

—  — .lÄ' —  — ü»' —  ....  —  — .L8' 

welcher  ein  Glied  der  Summe  Sx  Ist,  vor  das  Summationszeichen 
setzen^  und  erhält  alsdann: 

Ä,  =  p,'Si,       (1) 

wo  analog  mit  der  früheren  Bezeichnung 

gesetzt  wurde.  Weil  aber  jedes  Glied  px  der  Summe  Sx  zu 
dieser  Umformung  gebraucht  werden  kann,  und  da  <S,  von  dem 
besonderen  Werthe  dieses  Gliedes  durchaus  unabhängig  ist»  so 
erhält  man,  wenn  p/,  ps" »  p«^,  ..•p^^'")  die  einzelnen  Glieder 
der  Summe  Sx  bedeuten: 

S,  =  p,'Ä|=p,«'Si=ps^Si=....=p,(-)S,.  .  .  (2) 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  Si  von 
Null  verschieden  ist  oder  nicht. 

Es  sei  1)  Si  nicht  gleich  Null.  Dieses  findet  z.  B.  Statt, 
wenn  die  Coefficienten  -Ä,  B,  C, ....  L  sämmtlich  gleich  Null  ge- 
setzt werden.  Dann  ergibt  sich  aus  (2)  sofort :  px'  =ps''=px''=^ .... 
....  =  pjr(«) ,  d.h.  es  sind  alle  Glieder  der  Summe  Sx  einander 
gleich.  Bezeichnet  daher  p,  irgend  eines  dieser  Glieder^  so  er- 
hält man,  da  die  Anzahl  derselben  gleich  n  ist, 

Sx^n.px, (3) 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  (1)  zieht  man  den  Schluss,  dass 
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der  Werth  von  8%  von  der  Grosse  der  CoefBcienten  Ay  B^  €,...,  L 
unabhängig  ist    Es  ist  nehrolicb: 

«1=11 (4) 

Ist  2)  S|  =0,  so  kann  aus  den  Gleichungen  (2)  zwar  nicht  mehr 
die  Gleichheit  der  Glieder  ps' i  px'f^'Ps^^^  geschlossen  werden» 
wohl  aber 

§.  20. 

Das  .im  vorigen  Paragraphen  gefundene  Resultat^  dass  die 
Summe  <S,  den  Werth  0  oder  n  hat,  lässt  sich  allgemeiner  auf 
folgende  Welse  ausdrücken:    Sind 

I 

«(«),    j5C»),    y(»),....;i(») 

sämmtiiche  incongruente  Systeme  von  je  v  Zahlen,  welche  ge- 
wissen Relationen  genügen,  und  haben  die  (.etztern,  welche  im 
Uebrigen  willkfihrlich  bleiben,  die  Eigenschaff,  dass,  sobald  fol- 
gende Congriienzen : 

«S  2W  +  iV"o"  + ....  +  ZV(«)a<«)  (mod.aO, 
,       ß  =  N'ß'  +  2V"/S"  + ....  +  A(n)  jS(n)  (mod.  b') , 

y=N'/  +  iV"/'  + ....  +  iV(«>  yW  (mod.cO,  }  .  .  (2) 


X  =  If'k'  +  N"k"  +  ....  +  iV(-)  Xin)  (mod.  /') 

Statt  Anden  (in  welchen  a' ,  (/ ,  c',..../'  konstante  Moduln,  ferner 
N',  N*', ....  iV(»)  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  die 
Null  nicht  ausgeschlossen,  bedeuten),  auch  a,  /3,  y, ....  JL  unter 
den  Systemen  (!)  vorkommt:   so  wird  die  Summe 

welche  über  alle  inconssruetifcn  Systeme  a,jS,y,....X  in  (1)  aus- 
zudehnen ist,  und  wo  im  Uebrigen  dieselben  Voraussetzungen  wie 
im  vorigen  Paragraphen  gelten ,  entweder  Null  oder  n.    Unter  den 


Digitized  by 


Google 


conffrnenter  DMsaren  einer  Zahl.  209 

SystoineD  (1)  kommt  offenbar  anch  dan  System  0»0,  0»....0  vor» 
wie  man  ersieht,  wenn  man  2V'=2V''=....=2V(«)=0  setzt.  Zwei 
Systeme  von  Zahlen»  s.  B. 

«'S  r»  /S  —  ^^ 

nennen  wir  aber  congraent,  wenn  folgende  Congrnenzen : 

a'=tt''(mod.aO, 
/J'=|J''(mod.ÄO. 
/  =  /'(mod.c'). 


X'=X"(raod./') 

Statt  finden.  Zwei  solche  Systeme  sind  als  gleiehbedeutend  zu 
betrachten,  und  man  findet  leicht,  dass  für  dieselben  der  Werth 
des  allgemeinen  Gliedes  der  Somme  S|  ungeändert  bleibt. 

Um  den  Satz,  zu  beweisen,  sei 

ein  bestimmtes  der  n  Systeme  In  (1)^  so  sind  in  Folge  der  Eigen- 
schaft der  letztern 

«^    +«0»    ß'    +ßo.    y   +Yo ^'   +^0. 


(3) 


«w  +  «o.   i3(«)+/Jo,   y("Hyo,-...^^"^+Ao 


fi  incongruente  Systeme  von  Zahlen,  welche  dieselben  Relatio- 
*nen  erfüllen;  da  es  aber  der  Voraussetzung  nach  nur  n  solche 
Systeme  in  (1)  gibt,  so  müssen  dieselben,  abgesehen  von  der 
Ordnung,  mit  den  Systemen  (3)  fibereinstimmen.    Man  darf  daher 

in  der  Summe  Si  die  Zahlen  a,  ß,  /,....  A  durch  a-f-oo,  ß-i-ßo 

....  X  +  ^  ersetzen  und  erhält: 

Setzt  man  den  konstanten  Faktor 

welcher  ein  Glied  obiger  Summe  ist,  vor  das  Sumniationszeichen 
heraus,   so  geht  obige  Gleichung  fiber  in: 
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Wenn  also  Sx  nicht  gleich  Null  ist,  so  folgt  aas  der  letstea 
Gleichung  po=l»  d*  b*  ^^  ^'>^  ^1'^  Glieder  von  Sg  gleich  1,  ud 
somit  n  der  Werth  dieser  Summe. 


§.  21. 

Um  in  die  Natur  einer  solchen  Summe  Si  noch  näher 

dringen,  betrachten  wir  den  Exponenten  des  allgemeinen  Gliedes, 
nehmllch : 

£=--,2<a-jiÄ/J--,C,r-....-^iX(mod.iii) 

etwas  näh^r. 

Findet  1)  für  jedes  System  a,  ß,  y^ ....  l  in  (1)  die  Congmens 
£^0  (mod.m)  Statt,  so  ist  iS|  =  n.  Ist  aber  2)  nicht  för  jedes 
System  a,  J?»  y, ....  X  in  (1)  £^0(mod.iii),  so  sei  k*  die  kleinste 
Zahl  in  der  Reihe  1,  2,  3, ....  m — 1,  welcher  £  nach  dem  Mo- 
dul m  congruent  werden  kann,  also: 

k'^^'^.Aaf^  P  B/3'— ....  —  ^LX'(mod.  m). 

Findet  dann  für  eine  andere  Zahl  obiger  Reihe  die  Congrueoz 

k^ fAa — TiBß — ....  —  ji  LA  (med.  m) 

Statt,  so  ist  k  nothwendlg  ein  Vielfaches  von  Itf.  Denn  es  ist 
offenbar  k  >  k'\  setzt  man  daher  A=  <i5:'  +  A",  wo  jetzt  A"  <  If 
wird,  so  leitet  man  aus  den  zwei  letzten  CongraeHzen  sogieidi 
die  folgende  ab: 


A-=-^^(«-<«')-jÄ(^-.«^o-....-pi^a-<^o(iiiod.iit). 

Da  nun,  in  Folge  der  Voraussetzung  über  die  Systeme  a, /?,  /».^i 
auch  a — ta\  ß — tß',  y  —  </,... .A- — tV  einem  solchen  congment 
ist,  80  schliesst  die  letztere  Congruenz  einen  Widerspruch  in 
sich,    wenn   nicht  A;"  =  0,   also  k'=^ik  angenommen   wird. 

Die  Zahl  k  ist  nothwendlg  ein  Theiler  von  m;  weil  nehmlicb 
m>A'  ist,  so  kann  man  setzen  m'=±tk  —  k'  oder  £''=(£' (med. ni), 
wo  k*  ein  Glied  der  Reihe  0,  1,  2,  3,.... A'— I  ist.  Multiplicirt 
man  daher  die  Congmenz 

A'=-^Ja'-pÄ/J'-....-^L;i' (mod.m) 
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mit  tf  80  folgt: 

da  aber  ta\  tß',.,..tk'  eioem  Systeme  a,  ß,  y>«.*.  l  in  (1)  cod- 
gruent  ist,  so  scbliesst  man  wie  vorhin  A"=0,  also  mz^ik. 
Aas  dem  Vorhergebenden  ersieht  man  nun,  dass  der  Exponent 
E  der  Summe  S^  jeder  Zahl  der  Reihe 

and  nur  solchen  nach  dem  Modul  m  congruent  werden  kann. 
WOsste  man  also,  ffir  wie  viele  Systeme  a,  ß,  y,....X  in  (1)  der 
Exponent  E  einer  jeden  Zahl  obiger  Reibe  congruept  wird,  so 
Uesse  sich  die  Summe  S^  angeben.  Es  werde  also  f&r  folgende 
p  iDcongruente  Systeme  in  (1) 

ßi,    yi , ....  Xi , 


«2»    ß%f    ya»  -.  h>  f 

«8»    ft,    73,....  Aj,   > (4) 


«p»         ßp»        Yp9»'*-Xpt 

E  =  tk'imod.my 
Da  aber  aus  den  zwei  Congruenzen 

sogleich  die  nachstehende: 

-54(a-«,)-pB(/}-lS,)-....-^i(A-i.)=0(mod.m) 

sich    ergibt,    so    sieht   man,    dass   fQr   folgende  p  incongruente 
Systeme  a,  /?,  y, k  in  (1): 

«i— «1»    A— A»    Yi—Yi k  —  ^p 

«a-«i»    h  —  ßi*    ya^n»-  ••^—^* 

«%—«!.   A— A»   ya-yi»  •••^— ^>   l  .  . .  (6) 


«1»   ßp-ßi^  yp— yi»- .^— ^. 

£  =  0(mod.i?i) 
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wird.     NiroiDt   man    umgrekehrt    an,    dass   für    die  Systeme    (4) 
£^0(mod.  m)  werde  und  dass 

80  folgt,  das«  nachstehende  j9  incongrnente  Systeme  a,  ß,  y,.*..X: 
«  +  «,,    ß  +  ßt,    Y  +  Yt A  +  Aj, 

«+«3,   ß  +  ßtf  y  +  ys»- •  A+^.  y.  .  •  .    («) 


a  +  op,    ß  +  ßp,    Y  +  YP'-'^  +  h 

die  Congraenz  E^tA'imod.m)  erftlllen.  Hieraus  schliesst  man, 
dass  die  Congruenz  E^tk'(mod.fn)  f&r  eben  so  viele  Systeme 
<x«  ß»  Y*  ""  ^  '"  (1)  ^^^^^  findet,  als  die  Congrnenz  jEJ^O  (mod.  m), 
nnd    umgekehrt:    Der    Exponent  E  wird    daher   fGr  p  Systeme 

«,  ß,  y, ....  i  in  (1)  jeder  Zahl  der  Reihe  0.  A',  2A', ....  (^-  >)^' 

congruent,  so  dass  man  die  Gleichung  it  =  7;.p  erhält  Die  Summe 
S|  nimmt  nun  folgende  Gestalt  an: 

oder  , 

woraus  man  ersieht,  dass  iS|  im  Allgemeinen  verschwindet;  ist 
aber  #^'  =  1 ,  also  jedes  Glied  der  Summe  gleich  1 ,  so  erhält  man : 

^1  =P-p=»- 


§.  22. 

Um  zu  sehen,  ob  für  eine  bestimmte  Combination  der  A,  B, 
C....Ii  die  Wurzel  P  immer  so  gewählt  werden  kann,  dass  die 
Summe  Si  den  Werth  0  hat,  und  auch  »o,  dass  S|=:?i  wird, 
sei  P*  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  o:'"— 1  =0.  so  sind 
sämmtiiche  Wurzeln  derselben  die  Glieder  der  Reihe: 

1,     P',     P'*,     P»,  ....  P'~-». 

Betrachtet  man  datier  die  Doppelsumme 
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22P    «'^ — F"*'"'"""!' 


r^^<"^Bß^.,..^^LX 


wo  die  eine  Sumroation  den  früheren  Umfang  hat»  während  die 
andere  aber  alle  Wurzeln  der  Gleichung  a;'"— 1  =  0  auszudehnen 
iat»  und  vollzieht  man  zuerst  die  zweite  Summation  in  Bezug  auf 
ein  bestimmtes  System  a,  ß,  y,,.,.k,  so  ist  der  Exponent  E  des 
'allgemeinen  Gliedes  der  Summe  als  eine  Constante  zu  betrach- 
ten;   es  ist  daher  dieser  Tbeil  der  Doppelsumme: 

1  +  P'«+  P'2*+....  +  P'im-l)B  =    p,^_{, 

also  im  Allgemeinen  gleich  Null,  wenn  nicht  etwa  £I^O(mod.fii) 
ist,  in  welchem  speciellen  Falle  man  m  erhält.  Findet  daher  die 
Coogruenz  E^O  (mod. m)  wie  im  vorigen  Paragraphen  fflr  p 
Systeme  a,  ßy  y,....  A,  Statt,  so  ist  die  Doppelsumme  gleich  mp. 
Da  aber  für  jede  Wurzel  der  Gleichung  x^ — 1=:0  S|  den  Werth 

0  oder  n  hat,  so  gibt  es  — ,  oder  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

k*  solche  Wurzeln,  für  welche  Si  den  Werth  n  hat  (darunter  be- 
findet sich  Pzzzl),  und  m  —  k'  andere,  für  welche  Si  verschwin- 
det. Den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo  k*==^m  und  daher  p=^n 
ist,  gibt  es  also  Wurzeln  von  der  einen  und  der  andern  Art. 
Dasselbe  ergibt  sich  auch  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

des  §.  21.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  ar""  — lc=:0,  für  welche 
Si=:n  wird,  sind  die  kf  Wurzeln  der  Gleichung  P^ — 1=0,  fiSr 
alle  andern  ist  iSi=0. 


§.  23. 

Nimmt   man  wie  im    vorigen   Paragraphen    das   System   der 
Coefficienten  A,  Hy  C, ....  L  als  fest  an,  so  ergibt  sich  aus  der 


Gleichung 


dass,  wenn  für  P  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  a;">— 1=0 
angenommen  wird ,  die  Summe  Sj  unabhängig  ist  von  P,  d.  h. 
für  jede  primitive  Wurzel  obiger  Gleiphung  den  Werth  0  hat, 
oder  für  jede  den  Werth  n.  Denn  ist  t  zu  m  relative  Primzahl 
und  P  eine  primitive  Wurzel,  so  ist  irgend  eine  solche  von  der 
Form  P^y  also  das  entsprechende  Si ,  welches  wir  durch  Sj  (t) 
bezeichnen  wollen,  gegeben  durch  die  Gleichung : 
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Denn  p  und  k'  sind  von  der  Wahl  der  primitiven  Wurzel  durch- 
aus unabhängig.  Es  ist  daher  Si(t)=:^Oy  wenn  k't,  also  k'  durch 
m  nicht  theiJbar  ist,  und  im  anderen  Falle  gleich  n.  Diese  Be- 
dingung enthält  aber  nichts,  was  von  der  Wahl  der  primitiTen 
Wurzel  abhängig  wäre.  Dasselbe  läs^t  sich  noch  leichter  auf 
folgende  Weise  einsehen. 

Setzt  man  in  Si  statt  P  die  Wurzel  /^,  wo  t  zu  m  relative 
Primzahl  ist,   so  erhält  man: 

Sind  nan,  wie  in  §,  20., 


c-,       ß',      ^,....1', 
«",      ß",     y",....  A«. 

«(«),    |J(«),    /«),.,.. i(«)  •' 


(•) 


sämmtlicbe  n  incongniente  Systeme,  von  a,  ß,  y il,  über  weiche 

die  Snmmation  auszudehnen  ist,  so  sind  auch 


te',      tß',      if,....fk',   i 
ta",     tß",      «/"»....tt«,  ( 

teW,    <|JW,    <y(») <iW  ' 


(7) 


solchen  Systemen  congruent.  Da  nun  t  zu  m',  also  auch  zu 
a',  b'y  c', ....  /'  relative  Primzahl  ist,  so  sind  die  n  letzteren  Sy- 
steme incongruent  und  müssen  daher,  abgesehen  von  der  Ord- 
nung, mit  den  ersteren  übereinstimmen.  Denn  wären  z.  B.  die 
zwei  Systeme 

congruent,  d.  h. 

<a'  =  to"(mod.cO, 

</  =  ^/'(mod.cO, 

A'  =  <r(raod./'), 
80  würde  hieraus,  da  i  zu  a'j  6',  c',..../'  relative  Primzahl  ist,  folgen : 
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«'  =  «"(mod.oO, 


A'  =  r  (rood./O* 
d.  h.  die  zwei  Systeme  «',  /5',  /, ....  V\  «",  /3",  y",....X''  wäreo 
ebeofallfi  identisch  >  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Da  nun 
das  aligemeine  Glied  der  Summe  Si  unverändert  bleibt,  wenn 
man  das  darin  yoricommende  System  a,  ß,  y,....l  durch  ein  con- 
gruentes  ersetzt,  so  schliesst  man  hieraus,  dass  Si(()=:Si  ist, 
sobald  t  mit  m  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat. 

Denn  diese  zwei  Summen  unterscheiden  sich    nur  durch  die 
verschiedene  Anordnung  ihrer  Glieder. 


III. 

Eigenschaften  derjenigen  Combinationen    der  Coefficienten 
An^  B^  C^....L^   für  welche  iS,  =ssn  ist. 

§.24. 
Sind 

A\     Ä',      C,  ...  L',  N 

die  säromtlichel)  Combinationen  von  A,  ß,  C,,.,.L,  flir  welche 
Si ,  bei  Zugrundelegung  einer  bestimmten  Wurzel  P  der  Gleichung 
a^ — 1=0,  den  Werth  n  hat,  so  ist  das  allgemeinste  System 
von  dieser  Eigenschaft  gegeben  durch  die  nachstehenden  Con- 
gmensen : 

A  =  N'A'  +  N"A''  +....  +  N(y)A(sf)  (mod. «0» 

S^N»  +  N"B''  +....+  ;V(»)  Äöf)  (mod.AO.  i 

C=N'C'  +  N"C"  +....  +  2V(»>  C(») (mod. c'),  \      W 


L  =  N'V  +  2V"L"  +  ....  +  N^)Vsi)  (mod./O, 

worin  2VS  2V",....iV^)  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zah- 
len bedeuten.    Da  nehmlich  für  jedes  System  a,  /?,  y,....  X,  wel- 
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che8  der  CongrueDz  a^ft/'cy  ....  /^=  1  (mod. ilf)  genfigt,    folgende 
Gleichlingen  Statt  finden: 


60  ergibt  sich  die  Richtigkeit  der  Behauptung,  wenn  man  die 
vorstehenden  Gleichungen  zu  dep  Potenzen  2V*',  2V", ....  ZV(»)  er- 
hebt und  hierauf  alle  in  einander  multiplicirt.  Es  wird  nehmlich 
ffir  jedes  System  a,  ß,  y,....^: 

und  daher  die  Summe  Si  gleich  n.     Man  erhält  insbesondere: 

Ist  t  zu  m  relative  Primzahl,  so  sind  die  y  Systeme  von 
Coeflficienten : 

alle  incongruent  und  genügen  der  Bedingung  5|=rn;  dieselben 
müssen  daher,  abgesehen  von  der  Ordnung,  mit  den  Systemen 
(8)  übereinstimmen. 

§.  25. 

Da  die  Systeme  A^  B^  C,.»..L,  ßTr  welche  Si=n  ist,  von 
der  Art  der  Systeme  a,  ßy  y^....l  in  $.  20.  sind,  so  erhält  man 
folgenden  Satz: 

Sind  a,  (,  c,....[  beliebige  positive  oder  negative  Zahlen,  so 
Ist  die  Summe 

in  welcher  die  Summation  sich  auf  alle  incongruenten  Systeme 
il,  jB,  C,^,..L  bezieht,  für  welche  Si  den  Werth  n  hat,  entwe- 
der gleich  Null  oder  gleich  der  Anzahl  dieser  Syste 
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§.26. 

Betrachten  wir,    um  etwas  Bestimmtes  vor  Aageii  zu  haben, 
von  jetzt  an  die  Summe  Si ,  bei  Zugrundelegung  der  Relation 

a«Wcr..../A=l  (mod.ilf), 

so  ist  es  nun  leicht,  solche  Combinationen  Ay  B,  C, ,...  L  auf» 
zufinden,  für  welche  5i=0,  und  auch  solche,  für  welche  Si  den 
Werth  n  hat.  Dabei  soll  ferner  vorausgesetzt  werden,  dass  P 
eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  ^r"*  —  1  =0  ist  und  dass 
A,  By  C,....L  den  Ungleichheiten 


6'>Ä^0, 


l'>Lh0 


genügen.  t 

Dehnt  man  die  Summation 

über  alle  a*b*&  ..,.V  Combinationen   a,  ß,  y, —  l  aus,    die  den 
Ungleichheiten 


/'  >  ;i^o 


GenGee  leisten,  so  erhält  man,  da  Rir  jede  solche  Combination 
üFbP(fif\...l^  einer  der  Zahlen  x^  a;^,  x^,,.,.Xj  congruent  wird, 
einerseits 

S«j  +  Ss^  +  S«,  +  ....  +  Ss-, 

andererseits  aber 
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somit  durch  AusfOhning  der  Sfunmationen : 

p—mA.^^l     p^mB \         p—mL X 

p-57^_l    p"ft'*-l        p"7^-l 

und  daher  Null,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo  sämmtliche 
Coefficienten  A,  B^  Cy....L  verschwinden,  in  welchem  speciellen 
Falle  der  Werth  obiger  Summe  gleich  a'b'd  ..,A'  gefqndeo  wird. 
In  jedem  andern  Falle  hat  man  die  Gleichung: 

5st  +  &.  +  Ä,,  +  ....  +  Sx,  =  0 (1) 

Nach  §.  19.  kann  man  aber  setzen : 


SO  dass  die  Gleichung  (1)  sich  jetzt  in  folgende  verwandelt: 

Si2>?x  =  0,  . (2) 

wenn  der  Kürze  halber 

gesetzt  wird.    Da  der  Ausdruck  a^bß(fif..^P'  (rood.  Af)  alle  Werthe 


Xif  x^,  Xg,.—  ^^  annimmt,  und  zwar  jeden  nur  einmal,  wenn 
tt»  i^»  y>  ••••  ^  alle  Combinationen  beilegt,  welche  den  Ungleich- 
heiten 


l>1^0 


genügen  (siehe  §.12.)»  so  ist: 

WO  die  Summation  auf  der  rechten  Seite  auszudehnen  ist  aber 
alle  Combinationen  a,  ß,  y,....il,  welche  die  vorigen  Ungleich- 
heiten erfüllen.    Führt  man  die  Summation  aus,  so  erhält  man: 
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p-i^^_l   p-6^*-.  1        p-F^.  1 

Z^x  ist  also  von  Null  verschieden^   wenn  gleichzeitig  A  kein 

Vielfaches  von   —  oder  Null,  B  kein  Vielfaches  von  -r  oder  Null 

u.  8.  w.  ist.  Die  Anzahl  der  Combinationen  A^  B,  C,....L,  welche 
diese  Bedingungen  erfüllen,  ist  aber  (a'  — a+l)  (6'  — i+ !)....(/' i-I+1); 
för  jede  derselben  ist  IJpx  von  Null  verschieden  und  daher  nach 
(2)  S,  =0.  Ausser  diesen  Combinationen  gibt  es  aber  im  Allgemeinen 
noch  andere^  welche  ebenfalls  der  Bedingung  «^=0  genCigen. 


§.  27. 

Sind,  wie  in  §.  16.,  a',  i\  c',....V  die  kleinsten  Exponenten 
ausser  Null,   fOr  welche 

-    o<»'  =  (6.  c, /), 

6^=(a,  c, /}, 


so  sind,  wie  am  erwähnten  Orte  gezeigt  wurde,  die  Exponenten 
«,  ß,  y,....l  in  der  Congruenz  a''bßcY.,..fi=l  (mod.  iV)  Viel- 
fache von  a',  i',  c',....I'. 

Legt  man  daher  in  der  Summe  Ä,    den  Coefllcienten  A,  B, 
C,....L  solche  Werthe  A' ,  B',  C,  ...L'  bei,  welche  den  vorigen 

nach  den  Moduln  ir>  g>»  ••••  tt  congruent  sind,  also: 
-^'^i4(mod.  — ), 
B'=B(mod.^,), 


p 
X'^X(mod.  77); 


so  bleibt  die  Summe  5|   unverändert.    Es  genagt  also  die  ieti- 
tcre  fflr  solche  Werthe  der  Coefficienten  -4,  Ä,  C, ....  L  an  be- 
trachten, weiche  den  Ungleichheiten 
Theü  xxxvn.  si 
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genigeo.  lAs^t  man  s.  B.  B,  C,  D, ....  L  anrerintlert  und  legt 
A  der  Reibe  nach  die  Werthe  A,  A  +  '^^  ii+a^^,..,.  J+(tt~l)^ 

bei,  80  Bind  ^ie  entsprechenden  Summen,  an  der  Zahl  a»  alle 
einander  gleich.     Nimmt  man  insbesondere  für   A,  B,  C,..,.L 

Vielfache  von  -7»  p»  p» ....  p ,  so  werden  die  Produkte  Aa,  Bß, 

Cy,...-Lk  theilbar  durch  a',  b',  c',..../',  und  es  ist  daher  fClr 
jedes  Glied  der  Summe  5|  der  Exponent  durch  m  theilbar,  und 
somit  5|=n.  Die  Anzahl  dieser  Combinationen  ist  aber  a'('c'~..r, 
welcher  Ausdruck,  da  a'^a,  ferner  (',  c^....P  aliquote  Theile 
von  t,  C, ....(  sind  (siehe  §.17.),  die  Grosse  cibc....t^f  nicht 
überschreiten  kann.  Wir  werden  nun  aber  leigen,  dass  es  genau 
so  viele  Systeme  der  A,  B,  €»....£  gil)t,  för  welche  5|  =11 
wird,  als  die  Zahl  /Einheiten  enthfilt. 


§.28. 

In  dem  speclellen  Falle,  wo  nur  ein  einziges  System  der 
a,  ß,  /,....il  existirt,  velches der Congruenz  a^bßcv....l^^l  (mod.Jtt) 
genügt  (siehe  §.6.),  nehmlich  a  =  /3  =  yts  ....  =  ^=0,  und  wo  da- 
her it  =  l  ist,  sieht  man  die  Richtigkeit  der  Behauptung  leicht 
ein.  In  diesem  Falle  hat  nehmlich  jede  beliebige  Combination 
A,  B,  C,.>..L,  deren  Anzahl  gleich  a'b'c' .„.P  oder  f  ist,  die 
verlangte  Eigenschaft.  Om  sich  aber  von  der  Richtigkeit  des 
Satzes  im  Allgemeinen  zu  fiberzeugen,  nehme  man  an,  es  werde 
5|  für  x  Combinationen  der  A,  B,  C,....  L  gleich  0  und  ßir  y 
Combinationen  gleich  n,  so  erhält  manc 

ny=Z£P   •'        »'    '^  *'     , 

wo  die  eine  Summation  den  gewöhnlichen  Dmfang  hat,  während 
die  andere  sich  auf  die  a'b'c'....F  Combinationen  der  A,  B,  C,....  L 
bezieht,  welche  den  Ungleichheiten 


Digitized  by 


Google 


congmenter  Divisoren  einer  iahi,  SU 

fr'  >  Ä  >  0. 


genSgen«  Nehmen  wir  zneret  a»  ß^  y, ...,  l  als  konstaDt  und 
A,  S,  C,..,.L  als  veränderlich,  so  erhält  man  fOr  den  entspre* 
chenden  Thei!  der  Summe: 

ZP"  ^"^^ .  SP'  5  •^...  ZP"^^^ 
oder 

fWC  '^P  "*" 

P^— IP"*'-!       P"7"  — 1 

«Ise  im  Allgemeinen  Null,  den  einzigen  Fall  auegenomnien,  wo 
^9  ßf  Yf  *•'*  ^  sämmtticb  versehwinden  und  obiger  Ausdruck  sich 
auf  a'6V  ....  f  redncirt  Dieses  Produkt  ist  daher  der  Werth  der 
Ooppelsumme»  und  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  y  die  Gleichung 

ny  =  a'b'&  . . . .  f  =  n/", 

woraus  f=f  folgt.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Systeme  der 
A,  Bt  Cf„,.L,  tüf  welche  $|  den  Werth  n  hat^  ist  daher  gleich 
der  Anzahl   der  incongruenten  Zahlen  der  Gruppe  [a,  b,  c,.^.l\. 


9.  29. 
Da  die  Summe 

2;p""7^*"^*^""""F^^, 

in  welcher  die  Summation  sich  auf  alle  Syj«teme  der  A,  ß^C,^^  L 
bezieht 9  fQr  welche  5|=n  ist,  nach  §.  25.  entweder  verschwin- 
det oder  den  Werth  f  hat,  so  findet  man  auf  ähnliche  Weise  fol- 
gendes  Resultat: 

Es  gibt  n  Oombinationen  von  Zahlen  a,  i,  c,....(,  fär  welche 
die  vorige  Summe  den  Werth  f  hat,  und  diese  Combinationen 
stimmen  mit  den  n  Systemen  a,  ß,  y,...,l  überein,  welche  der 
Congruenz 

a«6^ey....l^5l  (mod.  AT) 
gODÜgen. 

11  • 
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§.  30. 

Nehmen  wir  die  primitive  Wurzel  P,  ferner  a,  by  c,..../,  M»  m 
als  konstant  an,  so  soll  der  Werth  von  Si,  welcher  einer  be- 
stimmten Combination  der  CoefScienten  A,  B,  C,.„.L  entspricht, 
durch 

Si(A,  B,  C,....L) 

bezeichnet  werden.    Unter  Si(A,  B,  C)  wollen  wir  alsdann   die 

Summe  SP'^'  ^^^  ^  "^  verstehen^  wo  die  Summation  sich 
auf  alle  Systeme  a,  /?,  y  bezieht ,    welche  der  Congruenz 

a^bßtf=l  (mod.üf) 

und  den  Ungleichheiten 

a^>a^O.    6'>/3^0,    c'>y^O 

genügen.  Wir  werden  dieses  in  der  Folge,  wo  es  nothwendig 
sein  sollte»  auch  kurz  so  andeuten,  dass  wir  die  den  Umfang  der 
Summe  definirende  Congruenz  in  Klammern  beisetzen. 

Si(D,  E,,.,.L)  bedeutet  daher: 

{d^e' . . . .  /^  =  1  (mod.  M)), 


i'  31. 

Theilt  man  nun  in  der  Summe  Si ,  in  welcher  die  Coeficien- 
ten  A,  B,  C,....L  bestimmte  Werthe  haben,  die  wir  durch 
A',  B\  C'y'L'  bezeichnen  wollen,  die  letzteren  in  zwei  belie- 
bige Gruppen ,  s.  B.  in : 

A\  B',  C    und    ly,  E\....L\ 

so  entsprechen  denselben  die  zwei  Summen 

S^{A\B\C)  und    Sy{D' ,  E\....L'). 

Ist  nun  Si{A',  B' ,  C,....i')  von  Null  verschieden,  so  ist  das- 
selbe auch  mit  den  ähnlichen  Summen  der  Fall,  welche  den  zwei 
Gruppen  der  CoefBcienten  entsprechen,  und  hat  eine  dieser  letz- 
tern Summen  den  Werth  Null,  so  muss  nothwendig  auch  die 
erste  Summe  verschwinden. 
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Wir  kOonen  uns  darauf  beaehränken«  den  Beweis  fdr  die  eine 
Summe»  etwa  ftlr  Si(A',  Bf ,  C)  zu  führen.  Bildet  man  zu  die- 
sem  Zwecke  die  Doppelsumme  2Si(A' ,  B' ,  C ^ D,  E^ .... L),  wo 
die  neue  Summation  sich  anfalle  möglichen  Combinationen  D,  E,..,.L 
bezieht,  welche  den  Ungleichheiten : 

e'>E^O, 


gendgen«  und  vollzieht  man  diese  zweite  Summation  in  Bezug 
auf  ein  bestimmtes  System  a,  ß,  /,....  X,  so  erhält  man  fOr  die- 
sen Theil  der  Doppelsumme,  da  A' ,  B' ,  O  konstant  sind, 

oder 


1  p-mX^l 


also  Null,  den  .einzigen  Fall  ausgenommen,  wo  ^  =  £  =  ....  =  ^=0, 
und  daher  a^bßcv^l  (mod.ilf)  ist.  In  diesem  speciellen  Falle 
findet  man: 

Bemerkt  man  nun,  dass  die  Congruenz  a'^bßcyd^...J^^\  (mod.  AI) 
gerade  so  viele  incongruente  Auflusuogen,  (Qr  welche  ö=^s  =  .... 
....=^A==0  ist,  zulässt,  als  die  Congruenz  a°6i^cY  =  1  (mod.  JV ) 
verschiedene  Auflösungen  gestattet,  so  sieht  man,  dans  die  Dop- 
pelsumipe  jetzt  übergeht  in : 

d'e'  ....rSx(A',B',C). 

Ist  daher  die  Anzahl  incongruenter  Auflösungen  der  Congruenz 
a^bß4f/^l  (med.  JV)  gleich  n' ,  so  wird  die  Doppelsnmme  gleich 

d'e'....l'.n'  =  r,.^,.»: 

Bemerkt  man  nun,  dass  jede  der  Partialsummen ,  aus  welchen 
die  Doppelsumme  zusammengesetzt  bt,  den  Werth  0  oder  n  hat, 
so  ersiebt  man: 
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1)  dam  e«  211  der  Gruppe  tod  CoefBcieDten  A',  B^,  C  «o 
▼tele  Combinationen  D,  E,  ....  L  gibt,  weiche  der  Bediogoog 
Si(A',  B\  C,D,E,....L)^n  GeoCge  leisten,  als  der  Avsdruelc 

f 

-rrn^n'  Einbeiten  enthält,   und  dass 
o>  o  c 

2)  sobald  die  Doppelsumme  Null  ist,  auch  jede  Theilsumme 
verschwinden  muss.  Ist  daher  Si(A',  B',  C)=0,  so  findet  das- 
selbe auch  bei  Si(A\  B',  C,  D,E, ....  L)  Statt,  wie  auch  die 
Coefficienten  D,  E, ....  L  gewählt  werden  mögen.  Ist  aber 
Si(A',  B',  0,  ly,  Ey....L')  gleich  n,  so  kann  die  Doppelsnmme 

-SSiC^',«*,  C,Z),JB,....L) 

nicht  verschwinden,  da  obiges  Glied  derselben  gleich  n  und  kei* 
nes  der  übrigen  negativ  ist,  es  muss  daher  auch  Si(A'f  B',  C) 
von  Null  verschieden,  also  gleich  der  Anzahl  incongruenter  Auf- 
lösungen der  Congruenz  a^^bßcv^l  (mod.  M)  sein. 


§.32. 
Bemerkt  man,    dass 

Si(A')  =  2P'^'^''(a'=l  (mod.  AT)) 


gleich  I 

i»t. 

so 

erhält 

man  folgenden 

speciellen 

SatB 

Sind 

wie 

in 

$.24.: 

A'. 

B-, 

c, . 

...  L', 

A". 

Bf, 

.       •        . 

C'.. 

•        •        « 

...  L". 

^(/),    Ä(/),    C(/) £(/) 

die  sämmtlichen  f  Systeme  der  Coefficienten  A,  B,C9....L,  f&r 

welche  Si  den  Werth  n  hat,  so  kommen  darunter  -^   und   nicht 

mehr  Systeme  vor,  in  welchen  A  einen  beliebigen  Werth  der  Reihe 

f 
U,  1,2,  3, ....  a'  —  I  besitzt,   und  es  gibt  ebenso  p  Systeme,  in 

welchen  B  einen  beliebigen  Werth  der  Reihe  0, 1 , 2,  3, ....  6'  —  1 
hat,  u.  s.  w 

Ffir  die  zweite  Gruppe  von  Coefficienten  />',  £',....£'  lautet 
der  Satz  §.  31.  ivie  folgt: 

Lassen  sich  zu  />',£',....  iL'  solche  Coefficienten-Combinatio- 
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nm  A,  B,  C  fioden,  m  dftas  A,  B.  C,  ty »  Ef,....  L'  die  Be- 
diagong  Si=^n  erfälien,  so  gibt  es  cAe  solche  CombinatioiieB»  wid 
noch  specieUer:    Wena  die  Summe  S^iB',  C,  JO*,....  V)  nicht 

Terschwindet»  also  den  Wertb  —7  bat,  Bt^  gfbt  es  xn  der  Combi» 

nation  V,  C,  />', ....  L'  a  Wertbe  von  A,  so  dass  A,  B\  C,....L' 
ein  solches  System  von  Coefficlenten  ist,  welches  der  Bedingang 
Si(A,B',C,»...L')  =  n  genfigt  Ist  A  ein  solcher  Werth,  so 
i.V. 

^  +  2-7' 


^+(a-I)y 


dieselbe  Eigenschaft;  da  deren  Anzahl  gleich  a  ist,  ho  gibt  es 
zu  der  Gembination  B' ^  C\  iy^.,,,1J  nur  einen  einzigen  Werth 
Ton  Ay  der  in  der  Reihe 


0,1,2,3,....^-! 


enthalten  Ist  und  der  Bedingung  &i{A^B\  C,.^L')z=.n  genfigt. 


IV. 

Uetier  die  Bestimmung  derjenigen  Coefficienten-Combinationen 
A^  B^  C\...,L^  weiche  der   Bedingung  5^,  =  n    genügen. 

9.  33. 

Znr  Vervollstftndigung  der  in  IL  und  III.  enthaltenen  Theo- 
rie der  Summe  Si  ist  nun  noch  ein  Mittel  anzugelien,  diejenigen 
Combinationen  A,  B^  C, ....  L^  fUr  welche  5|  den  Werth  n  hat, 
aufzufinden.  Zu  diesem  Zwecice  wollen  wir  mit  dem  einfachsten 
Falle  *)  beginnen 9  wo  die  Anzahl  der  Zahlen  o,  6,  c, ....  /  sich  auf 


*)  Hatte  man  nur  eine  einzige  ZiiliI  a,   mt  int  die  Siiiume 

2/""^    *(fl«Sl(iuod.J/)) 

fär  jeden   Werth   0,  1.2,  8,  ....a'  — 1,    den   iniin   dem   Coeffiiienten    A 
beilegen  mag.  gleieh  I.    (Siehe  $.28.) 
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zwei  reducirt«  nehmlich  a  und  b.  Ist  unter  dieser  Voraussetzung 
a  der  kleinste  Exponent,  die  Null  ausgenommen ,  fiir  welchen  a^ 
ein  Glied  der  Periode  von  b  wird^  und  hat  (  eine  ähnliche  Be- 
deutung in  Bezug  auf  6,  so  dass  man  setzen  kann: 

aa  =  6P, (1) 

6*  =  äff, (2) 

so  lässt  sich  nach  §.  13.  die  Anzahl  der  incongruenten  Zahlen  der 
Gruppe  [a,  6]  auf  doppelte  Weise  ausdrücken,  wodurch  man  die 
Gleichung 

/•=:a6'=W, (3) 

und  hieraus: 

a*b'       a'        V 

erhält.  Auch  ereibt  sich  aus  6.  11.,  dass  -r»  7>  7f  -  eanze 
Zahlen  sind.^  Erhebt  man  daher  die  erste  Congruenz  zur  Potenz 
^9  so  folgt  durch  Vergleichung  mit  der  zweiten: 


a 


b^^^V^  (mod.ü/), 

und  da  b  zum  Exponenten  b'  gehört,    so   schliesst  man  hieraus 
(Disq.  arithm.  art.  48.): 

p.|  =  i  (mod.6') 
oder  einfacher : 


f.?sl(m«d.|^=^=«) (4) 


n        b' 
Aus  der  letzteren  Congruenz  geht  nun  hervor,  dass  7  ^u  g~  und 

ebenso  ~  zu  —  relative  Primzahl  ist. 
d         a 

Um  nun  die  Summe 

^p-ä'-^^-A-*^  (aa6/J=l  (mod.^))   .    .    •    (5) 

zu  finden,  bemerke  man,   dass  nach  §.  18.  die  Werthe  des  Expo- 
nenten a  die  folgenden  sind: 


0,  l.a,  2.a,  3-a,....  (^-l)a. 


Digitized  by 


Google 


cougrnenUr  Divisoren  einer  Zahl.  317 

Man  kann  daher  az=iy %ja  setzen ,   wo  für  z  eine  beliebige 

Zahl  der  Reihe 

0,1,2,3,....^-! 

zu  nehmen  ist.  Durch  Einfuhrung  dieses  Werthes  von  a  in  die 
CoDgruenz  (5)  nimmt  dieselbe,  mit  Berüeksichtigung  von  (1),  fol- 
gende Gestalt  an : 

bß^bv*^  (mod.^),    woraus  ß^pz  (mod.6') 

erhalten  wird.  Jedem  der  obigen  Wertbe  von  z  entspricht  also 
eine  einzige  Combioation  a,  ß,  und  die  Summe  Si  wird  daher^ 
wenn  man  im  Exponenten  die  Vielfachen  von  m  weglässt, 

oder  durch  Vergleichung  mit  (3): 

o 
FObrt  man  die  Sommation  ans,   so  erhält  man  daher : 


Da  V  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  diese  Summe  im  Allgemeinen 
verschwinden;  findet  aber  die  Congruenz 

A^^B=0  (mod.n) (6) 

Statt,  so  sind  alle  Glieder  von  S^  gleich  1  und  somit  iS|=— =n. 

Da  -  mit   —    keinen   gemeinschaftlichen   Theiler   hat,   so  ist' 
die  Congruenz  (6)  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 

welche  mit  Bilfe  der  Congruenz  (4)  übergeht  in : 

•  ^|  — Ä=0  (mod.n) (7) 
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Zar  Bestimmung  derjenigen  Combinationen  A,  B»  für  welche 
/S|  =  n  wird ,  kann  man  daher  eine  beliebige  der  zwei  Congraen- 
sen  (6)  oder  (7)  benutzen.  Wendet  man  die  Congruenz  (ß)  an» 
80  gebe  man  B  der  Reihe  nach  die  Wertbe  0,  I»  2,  3«... .6^—1, 
fOr  jeden  solchen  Werth  von  B^B*  erhfilt  man  alsdann  mittelst 
(6)  einen  einzigen  Werth  von  A:=zA\   welcher  der  Ungleichheit 

-T  >  i^^^O  genügt,    und  daraus  ergeben  sieb   alsdann   folgende 
Systeme  A,  Bi 

B\    A\ 

B\    ^'+2.J. 


B\    4' +(«-!)  J, 
so  dass  die  Anzahl  sämmtlicher  Systeme  A,  B  gleich  wird  a6'=/. 

j.  34. 

I7m  in  dem  allgemeinen  Falle,  wo  die  Anzahl  der  Zahlen 
a,  ö,  Cy..,,l  eine  beliebige  ist^  diejenigen  Systeme  der  Coeffi- 
clenten  zu  bestimmen,  fiir  welche  Si  den  Werth  n  hat,  geben 
wir  der  Summe 

Ä,  =  ^p"^''""r*^"  —  7^^ 

(a»bPcY....l^  =  l  (mod.  üf)) 

eine   unserem  Zwecke  entsprechende   Form.     Nach  §.  18.  muss 

a=:f-  — zja  gesetzt  werden,  wo  für  2  jede  beliebige  Zahl  der 

Reihe 

0,  I,  2.  3,....|'-I 

genommen  werden   kann.    Wir  können  daher  die  Summe  Sg   in 
-^  Partialsummen  zerlegen ,   welche  den  verschiedenen  Werthen 

von  X  entsprechen.    Irgend  eine  dieser  Partialsummen  erhält,  wenn 
man  den  konstanten  Faktor 


»-5^(t-»)"=^-'** 
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vor  das  SuamatioiiMoiclMD  aetit^  die  Forai: 

WO  die  Summation  auf  alle  Systeme  ß,y,  d,....  l  auasudeboen 
bt,  flir  welche  die  DngleichbeiteD 

und  die  CoogrnenB  6^  er . . . .  ^  ^  o««  (med.  M)  Statt  finden.   Setsen 
wir  non: 

6/»'c/*^..-/*'Sii«, (8) 

also 

W»ey»d<^»....i*'»sa». (80 

8o  ist  eine  CombinatioD  ßs  y»  '»••••  it  gegeben  dnrcb  die  folgen* 
den  Congruenaen: 

ß=ß'z  (niod.60» 

ys/x  (mod.eO» 


X=X'z  (mod.t), 

wo  /?,/,....  it  so  zu   bestimmen  sind,    dass  sie  obige  Ungleich- 
heiten erittllen.    Wendet  man  daher  den  Sata 

in  §.  19.  an  nnd  bemerlct»  dass  man  für  p,  ein  beliebiges  Glied 

der  Partialsnmme,  also  auch  P   ♦'        "'«'     *""        ^     *  nehmen 
kann,  nnd  setzt  der  KOrze  halber: 


so  erhält 

(6/'«cr...../Ao=i  (mod.ilf)), 
wofür  wir  sar  AbliOrzung  auch  P^*Si^  schreiben  vvollen. 
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Dm  nuo  die  Summe  ^i  zu  erhalten ,    hat  man  5|0»    weidMt 
unabhängig  von  z  ist»   zu  multipliciren  mit 

a  pa     — 1 

E    /*»«  = 


wodurch  man  erhält: 

P«    —  I 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Summe  S^  zurückgeführt  aaf  die 
Bestimmung  einer  ähnlichen  und  einfacheren  Summe  Si^,  f&r 
welche  die  den  Umfang  der  Summe  deGnirende  Congrueoz  do 
Element  weniger  enthält 

Soll  daher  Si  den  Wcrth  n  erhalten,  so  darf  vorerst  S^^  nicht 
Null  sein,  d.  h.  für  B,  C,  D,,...L  muss  eine  solche  Combioation 
von  CoefGcienten  genommen  werden,  fOr  welche  $1^  nicht  ver- 
schwindet, sondern  den  Werth  -^--^^^^= —=n®  annimmt,  wie 
wir  schon  aas  dem  §.  31.  wissen.    Ist  diese  Bedingung  erfüllt»  so 

P«     -1 

ist  das  zweite  Erfordernisse   dass  der  Faktor    pE^i      ^'^^    ^ 

a* 

—  reducirt.     Der  letztere  ist  aber   im   Allgemeinen   gleich    Null, 

wenn  Si^  den  Werth  n^  hat.  Denn  in  diesem  Falle  ist  der  Ex- 
ponent eines  jeden  Gliedes  der  Summe  5|®,   nehmlich 


durch  m  theilbar.    Erhebt  man  aber  die  Congruenz  (8)  zur  Potenz 
1 : 

6'^  «c^  «  ....  r  «  =1  (mod. M), 


—  >    so  erhält  man: 


und  somit: 


oder  einfacher  durch  Benutzung  von  (9): 

/»'  mit  ' 

—  JB^O  (mod.  m),   aUo  auch  E=0  (mod.— r). 
a  <r 
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Es  int  daher  Si  im  Allgemeinen  gleich  Nall>  wenn  iSi^den  Wertb 

E  a' 

n^hat.  Ist  aber  in  diesem  Falle  £=0(mod.m)  oder  — =0(mod,-), 

■? 
so  wird  der  Faktor  von   Äi®  gleich    •-,    und  daher: 

Ist  also  B,  C,  D,,...L    eine   solche  Combination»    für   welche 
Si^  den  Werth  n®  erhält,  und  bestimmt  man  A  nach  der  Congmenz: 

^,Aa-^,Bß'-pCy'-....-jLX'^Oimod.m).    (10) 

woraus  sich  ergibt: 

A^' '-^, ^(mad."-). 


a' 


ao  findet  man  einen  einzigen  Werth  von  A,  den  wir  mit  A'  be- 
zeichnen wollen,  welcher  der  Ungleichheit  T^'-^'^O  genfigt, 
nnd  ed  sind  al&dann: 

J'  +  |,    B,    C,    D,....L, 
^',+  2.|',    Ä.    C,    D,....L, 

solche  Systeme  der  Coefficienten,  für  welche  Si  =  n  wird.  Da 
es  -  Systeme  B,  C,  D,  ....  L  gibt,    fOr  welche  5|«  =  n9,   so 

erhält  man   a.-  =/"  Systeme  -4,  B,  C,....X,  fiir  welche  Si  den  . 

Werth  w  erhält,   also  aHe  möglichen. 

Wenn  der  CoefBcient  A  auf  die  angegebene  Weise  (10)  be- 
stiiiimt  wird,  so  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  in  der  Summe 


Si^£P  • 


r^Aa^v^ß'-'T''^ 
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Ar  jede  Combination  «»  ^,  y,  ....  A,  vrelcbe  der  Coogruent 
a«6^..../^  =  l  (mod.M)  genflgt»  der  Exponent  von  P  durch  m 
theilbar  wird.  Denn,  da  B,  C,  D,....L  eine  solche  Combination 
ist,  für  welche 

den  Wertb  üq  erhält,  so  ist: 

-J*i^o-pCyo-....-5^ilosO(niod.«i),  .  .  (II) 

sobald  die  Cengruenz  ft/'oeVo ....  /^«s  I  (mod.  AT)  Statt  findet 
Soll  aber  a^bßcy.,:fi^i  (mod. ilf)  sein,  so  muss,  wie  wir  gesehen 

haben«  a=f --  — tja,    wo  z    eine    beliebige    Zahl    der    Reihe 

0,  l,  2,  3y....( -- — IJ  bedeutet,  gesetzt  werden,  wodurch  man 
erhält: 

6i»cy..../^  =  ö«»(mod.ilf). 
Nach  g.$.  ist  daher: 

ß  =  ß'z  +  ßo  (mod.  60, 


i^Tz-F^o  (mod.^. 


wozu  noch  a=:( -— zja  kommt;  dadurch  wird  der  Exponent  Im 
altgemeinen  Gliede  der  Summe  Si  aber 


m 


also,  durch  Benfitzung  von  (lÜ)  und  (11),  =0  (mod.m).  Die  hier 
angegebene  Methode,  diejenigen  Combinationen  J,  B,  C,,..,L 
zu  finden,  filr  welche  Si  den  Wertb  n  erhält,  lässt  sich  noch 
bedeutend  vereinfachen,  wenn  man  weitere  Sätze  ans  der  Theo- 
rie der  Potenzreste  voraussetzt,  wie  wir  vielleicht  bei  einer  andern 
Gelegenheit  zeigen  werden. 
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V. 

LösuDg  der  vorfelegteo  Aufgabe  mit  Hilfe  des  Vorhergehenden. 

(.  3S. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Sätzen  können  wir  sn  unserem 
eigentlichen  Gegenstande  übergehen»  die  Anzahl  derjenigen  Thei- 
ler  (der  Zahl  iV)  zu  finden»  welche  eine  gegebene  line&re  Form 
besitzen. 

Es  sei  iV  die  vorgelegte  Zahl  und  es  werde  die  Anzahl  ihrer 
Theiler  gesucht,  welche  nach  dem  Modul  M  der  gegebenen  Zahl 
a  congruent  sind.  Wir  wollen  diese  Anzahl  mit  (JUiM^o)  und» 
sobald  keine  Verwechselung  möglich  ist,  einfach  mit  (M^  o) 
bezeichnen. 

Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  darf  vorausgesetzt  wer- 
den, dass  a  zu  ^  relative  Primzahl  ist.  Denn  hätten  a  und  M 
einen  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  sei  der  grösste  derselben 
gleich  A^  und 

wo  jetzt  a'  zu  M'  relative  Primzahl  ist.  D«i  nun  jede  Zahl»  welche 
nach  dem  Modul  ilf  den  Rest  a  lässt,  die  Form  Mx  +  a  oder 
A(M'x-{-a*)  hat,  8o  rouss  die  Zahl  iV,  sobald  dieselbe  Diviso- 
ren von  obiger  Form  besitzt»  durch  A  t  heil  bar  sein.  Man  setze 
daher  N=:N'J,  so  wird  M'x+a'  ein  Theiler  von  N'. 

Jeder  Divisor  Mx-\-a  der  gegebenen  Zahl  iV  liefert  also  einen 
Divisor  M'x-{-a*  der  Zahl  iV%  und  auch  umgekehrt  Es  ist  da- 
her nach  unserer  Bezeichnung: 

Ist  as=0»  also  J^nM  und  a'=0»  so  ist  die  Aufgabe  als  gelöst 

sa  betrachten.     Die   Anzahl    derjenigen  Theiler  ?on  N,   welche 

durch  den  Modul  M  theilbar  sind»   ist  gleich  der  Anzahl  sämmt- 

N 
lieber  Theiler  der  Zahl^- 

(.  36. 

Es  darf  femer  angenommen  werden,  dass  der  Modul  M  und 
die  gegebene  Zahl  N  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 
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Denn  wäre  dieses  nicht  der  Fall,  so  konnte  man  N=^I9'g  setzen, 
wo  q  das  Produkt  aller  derjenigen  Primfaktoren  von  N  bedeutet, 
welche  zugleich  M  theilen,  und  wo  daher  M  zu  N'  relative  Prim- 
zahl ist.  Da  nun  a  mit  üf  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat, 
so  sind  alle  Zahlen  von  der  Form  Mx-\-a  zu  M^  also  auch  zo 
q  relative  Primzahl.  Besitzt  daher  iV  Divisoren  von  der  Form 
Mx-t-a,  so  niuss  jeder  derselben  die  Zahl  iV'  theileo«  oder  io 
Zeichen  ausgedrOckt: 

Ist  z.  B.  der  Modul  gleich  2,  so  entsprechen  demselben  zwei 
Linearformen,  nehmlich  2dr  und  2x-\-\,  und  man  erhält: 

1)  Die  Anzahl  der  geraden  Theiler  von  N  ist  gleich  der  Ab- 

N 
zahl  sämmtlicher  Theiler  von  -q* 

2)  Die  Anzahl   der  ungeraden   Theiler  von  N  ist  gleich  der 

N 
Anzahl  sämmtlicher  Theiler  der  Zahl   ^,  wo  2^  die  huchste  Po- 
tenz von  2  ist,  welche  iV^  theilt. 


§.  37. 

Sind  nun  a,  6,  c,  <{,....  die  sämmtlichen  positiven  Zahlen, 
kleiner  als  M,  welche  mit  dem  Modul  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben,  so  kann  man  alle  Primzahlen  in  qi(M)  Klassen 
eintheilen,   welchen  nachstehende  lineare  Formen  entsprechen: 

Mx  +  a, 
Mx  +  b, 
JUx  +  c, 


Es  seien  Oi,  Oa,  aj,....  die  verschiedeneu  Primzableo  der 
ersten  Klasse  und  eine  ähnliche  Bedeutung  sollen  6i,  6^,  63» ...^ 
Ci,  c^,  Ca,....  U.S.W,  in  Bezug  auf  die  anderen  Klassen  haben. 
Enthält  nun  die  Zahl  2VPrirofaktoren  von  folgenden  Linearfonnea : 

Mx  +  a, 
Mx  +  b, 

Mx  +  l, 
80  kann  man  setzen: 
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CiVic^Y^c^r»..,.    > (I) 

\ 


und  ein  beliebiger  Theiier  von  iV  hat  die  Form: 

bi^ibj>^ö^^ / 


0|^i  Ca««  V /.....    (2) 

\ 


so  dass  man  erhält: 

T=a^<^ö^c£^....l^  (mo(].M), (3) 

wenn  der  KOrze  halber: 

«i+««  +  «8+  ••••  =  ^^* 


gesetzt   wird. 

Der  rechten  Seite  io  (3)  kann  man  ftir  das  Folgende  eine 
einfachere  Gestalt  geben,  wenn  eine  der  Zahlen  a,  6,  €,....  einem 
Produkte  von  Potenzen  der  übrigen  congruent  ist. 

Ist  z.B.  c^aPb^dT,  so  nimmt  (3)  folgende  Get^talt  an: 

T  =  a^« ^P^  6^H7^c  d^H^r^c  ,.„121, 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  erhält  man 
eine  Congruenz  von  folgender  Form: 

y=aa^»c«....  (mod.^f), 

wo  man  jetzt  annehmen  kann,  dass  keine  der  Zahlen  a,  6»  c,.... 
ooogruent  Ist  einem  Produkte  von  Potenzen  der  übrigen,  und 
%,  9,  (E>..k.  lineare  Funktionen  von  £a,  £b,  £c,....  bedeuten. 
Wir  werden  daher  dem  Folgenden  statt  (3)  allgemeiner  die  Congruenz 

T=a«6»c«..../«  (mod.ilf) (4) 

zu  CiTunde  legen,  wo  9,  9,  C....S  lineare  Funktionen  von 
£a,  ^,  £c, £1  bedeuten. 

Tlieil  XXXVII.  ^  22 
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5.38, 
Unter  BeibehaltoDg  der  rrfib«ren  Bezeichnungen  seien 
«',     »',      «',....8', 

fr,   »".   «•,....«-,> (5) 


a<«),  »(«),  «(•),. .-.ew  5 


alle  verechiedenen  Systeme  der  Exponenten  9,  9,  C,....  ?,  welcbe 
den  Ungleichheiten 


/'  >  8^0 


und  der  Congmeoz  a^A^c®  .... /^^ar  (med. ilf)  genOgen. 

Für  Xi,  x^,  x^t,.,.Xj  erhalten  diese  Buchstaben  noch  aoten 
die  entsprechenden  Indices.  Um  nun  die  Anzahl  (My  x)  derjeni- 
gen Theiler  von  iV  zu  erhalten,  welche  ^x  (moA.M)  sind  tmd 
der  (/ombination  9%  93',  £%....£'  entsprechen,  liegt  die  einzige 
Schwierigkeit  darin,  eine  Funktion  i^  von  9,  9,  (£»....€  zu  finden. 
welche  gleich  1  ist,  nenn  die  folgenden  Congruenzen  erfiillt  sind: 

9  =  9'  (mod.a')» 
»=®'  (mod.A')» 
«  =  (£'  (mod.cO. 


?  =  «'  (mod./O, 
und    in   jedem    andern   Falle   verschwindet.     Ist  ndimlicb   die«e 
Funktion  gefunden,    so  wird   die  Anzahl   der   fraglichen   Theiler 
gleich  Ziify  wo  die  Sumroation  über  sSmmtKcbe  Divisoren  der  ZaM 
iV  auszudehnen  ist. 

Ist  nun  f(x,  fi)  eine  solche  Funktion  von  x  und  fi^  welche 
den  Werth  I  hat,  wenn  x  durch  (a  theilbar  ist,  und  in  jedem 
andern  Falle  verschwindet,  so  kann  man  setzen: 
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Bedeutet  P  eioe  primitive  Wurzel  der  Gleichuog  j?^— 1=0,  so 
ist  folgeuder  Ausdruck: 

ein  tauglicher  Wertb  ffir  die  Funktion  f.  Denn  ist  x  durch  fi 
tbeilbar,  so  ergibt  sich  aus  der  entwickelten  Form  dieser  Funk- 
tion: /'=1,  Ist  aber  x  durch  fi  nicht  theilbar,  so  erhält  man  aus 
der  andern  Form  von  /,  da  der  Zähler  verschwindet,  während 
der  Neuner  von  Null  verschieden  Ist :    /*=  0. 

§.  39. 

Bedeuten    daher    paS  pft't  Pe»  —  qv    primitive    Wurseln   der 
Gleichungen 

ar«'  — 1=0. 

a:*'-l=0, 

a:«'-I=0, 


j^r  —  1  =  0; 
80  darf  man  setzen : 

1  ^^.«-CS-gO  ~  1     1     p^ftV3-g0^1         £    pyTCg-gQ^l 

*~a'  ^a'a-5*'-l    '6'*   ^».»-«'—1  •••7'*  p/«-» -1  * 
wofitir  man  auch  schreiben  kann: 

wo  die  Summation  sich  auf  alle  Coroblnationen  von  A^  B,  C,....L 
bezieht,  welche  den  Ungleichheiten 

«'>^^0, 


genügen. 


22* 
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Ist  oun  m  eine  Zahl,  welche  durch  elmrotliche  Expooeateii 
o*,  6%  &,.... l'  theilbar  ist,  and  P  eine  primitive  Worzel  dct 
Gleichung  x^  —  1=0,   so  darf  man  setzen: 

so  dasa  ^  nachsteheDde  einfachere  Form  anoinint: 
Es  kOonte  vielleicht  allgemeiner  erscheinen,  wenn  man 

AM  IM  ^  AR  ^ 

setzen  wflrde,  wo  a,  (,  c,....(  beliebige  Zahlen  bedeuten,  weidu 
bezOglich  zu  a\  h\  c',..../'  relative  Primzahlen  sind;  es  ist  aber 
leicht  zu  zeigen,  dass  dieses  nicht  der  Fall  ist.  Durch  diese 
scheinbar  allgemeinere  Annahme  wQrde  man  nehmlich  erhalten: 

Bedeuten  nun  aber  liSr  einen  Augenblick 

A\      Bf\      C'\   ....i";    , 

(a) 

A^),    Ä(P),     Ol»,  ...,  X(P) 

wo  p=^a*b'c'  ..,,i*  bt,  sämmtliche  verschiedene  Combinationen 
der  Coefficienten  A,  B,  C, .-,,£,  welche  in  die  Funktion  ^  ein- 
gehen, und  bildet  man  daraus  die  Combinationen 


nehmlich : 


aA,    tB,    cC,....tL, 


aJ",     hB'\     cC", ....  tL",    / 


(b) 


so  sind  dieselben  alle  incongruent.     Denn  wäre  z.  B. 
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^A'=eiA"  (rood.aO, 

cC'  =  cC"  (inod.c'), 


W=W'  (mod./0, 

so  leitet  man  daraus«  da  a  zu  aS  (  zu  h\  c  zu  c'  u.  s.  w.  rela- 
tive Primzahl  ist, 

ab 9  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Hieraus  folgt ,  dass  die 
Combinationen  (b),  abgesehen  von  der  Ordnung  der  Corobinatio- 
nen  (a),  congruent  sind.  Bemerkt  man  ferner,  dass  in  (10)  die 
Comblnation  der  CoefBcienten  oA,  hB,  eC, ....  IL,  ohne  den  Werth 
des  Gliedes  zu  ändern,  durch  eine  congruente  Combination  er- 
setzt werden  kann,  so  ersieht  man,  dass  der  zweite  Ausdruck 
von  ^  nur  scheinbar  allgemeiner  ist  als  der  erste,  da  er  sich  von 
dem  letztern  nur  durch  die  Anordnung  der  Glieder  unterscheidet. 
Wir  können  daher  den  ersten  Ausdruck  von  tf;,  als  den  allge- 
meinsten, ßir  die  weitere  Entwickelung  benQtzen. 

Setzt  man  nun  für  n'h'c' ,,.A*  seinen  Werth  in  §.5.,  und 
schreiben  wir  der  Kürze  halber  immer  nur  das  allgemeine  Glied, 
so  ist: 


§40 

Die  Anzahl  derjenigen  TheMer  von  iV,  welche  nach  dem  Modul 
M  der  Zahl  x  congruent  sind  und  der  Combination  9',  S',  £',....£/ 
entsprechen,  ist  nun  4?^,  wo  die  Summation  auf  sämmtliche  Divi- 
soren der  Zahl  2V  auszudehnen  ist.    Man  erhält  daher: 

oder  auch: 

-S*=  .  .  +  ^l^px'/^+. (13) 

wenn  zur  Abkürzung 
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und  dem  entsprechend: 
m^  ^^     .1» 


ferner ,   wie  in  §.  20. : 

P    «         *  '^      =pV (15) 

gesetzt  wird.  Mdo  darf  In  der  Gleichong  (13)  den  konstanteB 
Faktor  p/  vor  das  Sammationszelehen  setzen  >  wodurch  dieselbe 
folgende  C>estalt  annimmt: 

£il,^....  +  l,p^*£P^+ (16) 

Will  man  nun  aber  alle  Theiler  von  N  erbalten »  welche  ^x  (mod.  M) 
8ind,  so  mu88  man  Hüii/  bUden,  wo  die  zweite  Suromation  sich 
auf  alle  Systeme  St,  8,  £,....8  in  $.38.,  (5)  bezieht,  und  es  ist 
daher : 

(17) 
(^,  a:)  =  ££i,=:.„.  +  ~  (;>/  +  p/'  +p,-'  +  ....+  p,C)J?Pf+.... 

Die  lirSsse  in  der  Klammer  ist  offenbar  &  (siehe  §.  20.)  oder 
;':r^i  9  wo  px  ein  beliebiges  Glied  der  Summe  Sx  bedeutet.  Nun 
ist  Si  entweder  Null  oder  n,  man  kann  daher  schreiben: 

(^.a:)=....+^px2:'P?+...., (18) 

MO  {\er  Strich  an  dem  Summationszeichcn  andeuten  8oll,  das« 
A,  ß,  C,.  ..  L  ein  solches  System  von  Coefficienten  vorstellt» 
welche8  Her  Bedingung  S|  =  it  genügt  und  wo  die  Snmmatioo 
über  alle  Tbeiler  der  Zahl  N  auszudehnen  ist.  Um  nun  aUe 
Glifder  der  Gleichung  (18)  auffiihren  zu  können,  seien  nocli  fol 
gende  Bezeichnungen  in  Anwendung  gebracht. 

Bedeutet  wie  frfiiier 
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ein  solches  System  vod  Coefficienten,  für  welches  Si  den  Werth 
n  hat»  ferner  9»»  9«,  <E9,....2v  eine  beliebige  CombinatioD  von 
Exponenten«  welche  der  Congrueoz 

a^^vC^v.../^ir^arv  (mod.  ilf ) 

genGgty  nnd  setst  man: 

80  nimmt  (18)  folgende  Gestalt  an: 

(M,x)^j\P^£'P^\P^£'P^-\-.,..^P^Z'P^^V  (19) 

Zur  Bestimmung  der  Anzahl  derjenigen  Theiler  der  Zahl  N^ 
welche  nach  dem  Modul  M  bezflgllch  die  Reste  ^|,  x^,  x%^,..,x^ 
lassen,  hat  man  daher  folgendes  System  von  Gleichungen: 

(M,x^^^j\P^^rP^-{^Pt.'rP^^.,.,\Pt,^rP^\\ 

{M,x/)z=:j\P'f2!'I^  +  P'/'i:'P^  +  ....  +  Ihf^£'i^^^l 

Die  Formeln  (20)  nehmen  eine  einfachere  Gestalt  an«  wenn  man 
die  Voranssetzung  macht«  dass  a,  6,  c,....l,  abgesehen  von  der 

Ordnung«    mit    den    Zahlen    Xi,  x^y  x^, x^  ilbereinstimmen. 

Setzen  wir  in  diesem  Falle  ausserdem  noch  voraus«  es  liege  den 
Formeln  (20)  der  ursprQngliche  Ausdruck  von  T,  nehmlich 
T^a^^b^c^^ ....  l^  zu  Grunde«    und    bemerkt    man«   dass   (ür 

Ti=a«  «1  =  1«  »|=«i=a>i=....=  8,  ==:0,  also  y,=r-J,J 
gesetzt  werden  kann,   so  erh&lt  man: 

(21) 

{M,ö)^j\p  ^    rp^'^p  f^'    £'p^ +....+ p  ^"  x'p^^i, 

(M,t)  =  j{P    t'     £'P^^P   ^     £'P^  +  ....+P    f^     2?'pr^|. 
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oder,    «vean  blos  das  allgemeine  Glied  geschrieben  wird. 


(22) 


In  den  Formeln  (20),  (21),  (22)  u  ollen  wir  diejenigen  Glieder, 
welche  dem  einfachsten  Systeme  2l  =  Ä=  C=  ....  =  Ir  =  0  ent- 
sprechen, als  erste  Glieder  dieser  Gleichungen  bezeichnen »  die- 
selben sind  alle  einander  gleich,  und  zwar:    -7  271* 

Ebenso  sieht  man,  dass  in  der  Formel  för  (iff,  1)  in  dem 
Gleichungensystem  (2*2)  alle  Coefficienten  gleich  -|- 1  sind.  Setit 
man  in  (22)  statt /die  Zahl  fi=z<p(IH),  und  bedeuten  a,  ö,  c,  d,.^i 
die  sämmtlichen  Zahlen,  welche  <  Af  »ind  und  mit  M  keinen 
gemeinschaftlicben  Theiler  haben,  so  sind  dieses  die  allgeroeio- 
sten  Formeln  zur  Bestimmung  der  Anzahl  congruenter  Theiler 
irgend  einer  Zahl. 


§41. 

In  den  Formeln  (20),  (21),  (22)  sind  m  und  P  nicht  absolat 
bestimmt,  man  kann  nehmlich  für  m  eine  beliebige  Zahl  ivShIeo, 
die  durch  die  Exponenten  a\  6\  c\,..,l'  theilbar  ist  und  för  P 
irgend  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  x^ — 1=0.  Bedeu- 
tet m'  die  kleinste  Zahl,  die  durch  a%  b' ,  c', ..../'  theilbar  ist, 
und  setzt  man  m  =;  vW  und  P^  =  P*y  so  ist  P'  eine  primitive 
Wurzel  Her  Gleichuns:  a^' — 1  =0,  und  die  erwähnten  Gleichun- 
gen werden  durch  diese  Substitutionen  in  ganz  ähnliche  verwan- 
delt, in  welchen  m  durch  m'  er>«etzt  ist  und  die  primitive  Wursd 
sich  auf  die  Gleichung  j?*»'— 1=:0  bezieht  (siehe  §.  19.).  Die 
Unbestimmtheit  von  m  ^ibt  also  zu  keinem  andern  Systeme  voo 
Gleichungen  Veranlassung.  Nimmt  man  an,  es  sei  t  zu  m  rela- 
tive Primzahl,  so  i^t  auch  P*  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung 
j.m  ^  ]  =0.  Erinnert  man  sich  an  die  in  §.  24.  aufgeführten  Ei- 
genschaften derjenigen  Systeme  A,  B,  C,....  L,  welche  der  Be- 
dingung Si=zn  geniigen,  so  scbliesst  man  daraus,  dass  eine  an- 
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dere  Wahl  der  primitiven  Waraei  nur  die  Anordnung  der  Glieder 
in  den  Gleichungen  (20)»  (21),  (22),  nicht  aber  jene  seihet  verändert. 


§.  42. 

LSsst  man  in  den  Formeln  (21),  (22)  die  Coefficienten  unver- 
ändert, während  man  in  dem  allgemeinen  Gliede  der  Summen  P 
durch  P^  ersetzt,  so  geben  die  neuen  Formeln  die  Anzahl  der- 
jenigen Theiler  der  Zahl  N  an,  deren  Ite  Potenz  besOgllch  von 
der  Form 

Mx  -{■  a, 
Mx  +  .6, 

Mx^l 

ist,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  seitherigen  Entwicke- 
lungen  unter  der  modificirten  Voraussetzung  noch  einmal  sich 
vergegenwärtigt. 

§.43. 

Die  Gleichungen  (22)  haben  verschiedene  Eigenschaften,  von 
welchen  die  einfachsten  jetzt  entwickelt  werden  sollen. 

1)  Die  Summe  der  gleichnamigen  Coefficienten ,   nehmlich: 

ist  im  Allgemeinen  gleich  Null,  den  einzigen  Fall  ausgenommen, 
wo  alle  Coefficienten  A,  B,  C,.,„L  verschwinden  und  man  «=?/ 
erhält.  Zum  Beweise  bilde  man  das  Produkt  5|«,  dem  wir  fol- 
gende  Form: 


-r,'^«-^^i5-7^(y^*)---7^^ 


+  £P'  ^  ^''""^  ''^"^  Cy-....-^  MX^X) 

g;eben  kiinnen^  wo  der  umfang  jeder  Summe  durch  die  Ungleich- 
heiten 
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a'>«^0, 

und  die  Congrueos 

a«6i'€?y..../^==l  (mod.  ^) 
beallmmt  wird.    Da  man  aas  letzterer  ableitet: 

a«Wcy+*  ..../^^c  ^  (mod.ilf;. 


so  erhält  man  nach  $.  5. : 


oder  einfach: 


,S,^Zp-'^'->'--T^, 


wo  die  Summation  jetzt  auszudehnen  ist  aber  die  a'b'c' ....t  Systeme 
der  a,  ß,  )>,.... A,  welche  den  Un^^leicbheiten 

s;eniigeD.  Die  so  defiiiirte  Summe  ist  aber  gleich  Null  (siehe  §.  27.)* 
den  einzigen  Fall  ausgenommen»  wo  alle  Coefficienten  A,  B,  C^.^.L 
Null  werden  und  die  Summe  den  Werth  rrV/V..../'=ii/ annimmt. 
Es  ist  daher  ftj  =  0  oder  ns  =  nf,  also  im  Allgemeinen  «=0,  und 
in  dem  erwähnten  speciellen  Falle,  welcher  den  ersten  Coeffi- 
cienten der  Gleichungen  (22)  entspricht,  $=^f.  Da  man  auch 
schreiben  kann  : 
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so  ei^bt  sich  diese  Eif^ensehaft  aacb  echon  aus  §.  27.  Nach 
§.  24.  kann  man  diesen  Satz  in  folgender  Weise  terallgemeinern : 

Ist  t  tn  m  relative  Primzahl,  so  wird  die  Summe  der  tXeu 
Potenzen  der  gleichnamigen  CoefBcienten  in  den  Gleichungen  (22) 
im  Allgemeinen  gleich  Null,  und  ist  t  durch  m  theilbar,  so  erhält 
diese  Summe  den  VVerth  /l  Eine  Ausnahme  findet  bei  der  Summe 
der  ftoD  Potenzen  der  ersten  Coeflficienten  in  den  Gleichungen  (22) 
Statt,  hier  erhält  man  für  jedes  t  den  Werth  /*. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (22)  findet  man  somit: 

(üf ,  a)  +  (ilf ,  6)  +  (ilf ,  c)  +  ....  +  {M,  /)  =  -ri , 

wo  die  Summation  fiber  alle  Divisoren  der  Zahl  iV  auszudehnen 
ist  Es  Ist  daher  (M,  a)  f  {M,  6)  +  .. .+  (iV,  0  gMch  der  An- 
zahl sfimmtllcher  Theiler  von  2V«  wie  a  priori  klar  ist. 

§.  44. 

2)  Das  Produkt  der  gleichnamigen  Coefficienten  in  dem  Systeme 
der  Gleichungen  (22)  ist  gleich  der  positiven  oder  negativen  Ein- 
heit.    Denn  als  Werth  dieses  Produktes  erhält  man: 

p    ä^^    ¥^     7^    "'^1^^ 

Es  Ist  aber  fBr  jedes  System  Ay  B,  C, —  L»  welches  in  die 
Gleichungen  (22)  eingeht^    5|  =s  n,    also: 

'^^«  +  Jä^  +  ....  +  Jlx=0  (mod.^m). 

Da  nun  nach  dem  verallgemeinerten  Wilson'schen  Satze  (siehe 
$.  15.)  nothwendig  eine  der  zwei  Congruenzen 

a6c..../==l  (mod. ^, 
a«6«c«....^=l  (mod.ilf) 
Statt  findet,   so  ist  im  ersten  Falle: 

^,  J  +  P»  +  ^?C+....  +  jL=a  (mod.m), 

und  Im  zweiten: 

2(J^  +  ~Ä+Jc  +  ....  +  ^L)  =  0  (mod.m), 

woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  sich  ergibt.    Findet  der  zweite 
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Fall  Statt,  60  wird  das  Produkt  der  gleichnamigen  Coefficieoten 
eben  eo  oft  -fl  ala  — «1. 

Um  dieses  zu  beweisen,  bilde  man  die  Summe 

WO  die  Summation  über  alle  Systeme  A^  B,  Cf,*L  auszudeh- 
nen ist,  welche  der  Bedingung  i$|  =  n  genügen.  Dieselbe  hat 
nach  §.  25.  den  Wertb  0  oder  f.  Da  im  letztern  Falle  jedes  Glied 
der  Summe  gleich  1  ist,  so  muss  der  erste  Fall  Statt  finden  oder 

sich  auf  Null,  reduciren,  woraus,  da  jedes  Glied  dieser  Summe 
gleich  J:  1  Ist,  die  Richtigkeit  der  Behauptung  hervorgeht. 


§.  45. 

3)  In  jeder  von  den  Gleichungen  (22),  mit  Ausnahme  derje- 
nigen für  (^,  1) ,  ist  die  Summe  der  Coefücienten  gleich  Null  und 
fOr  {M,  1)  wird  dieselbe  gleich  /.  Es  ist  dieses  ein  specieller 
Fall  von  dem  allgemeinen  Satze  J.  25.     Nach  demselben  ist  z.  B. 

£P    ^      im  Allgemeinen  gleich  Null;  soll  diese  Summe  aber  den 
Werth  /  haben,  so  muss  0, 1,  0,  0,...«0  ein  System  för  a,  /?,  y,....  jl 

sein,  welches  der  Congruenz  a^bßcy l^^\  (moA.M)  genügt; 

hieraus  ergibt  sich  aber  6^1  (raod.  M).    Von  der  Richtigkeit  des 
Satzes  kann  man^sich  auch  auf  folgende  Weise  überzeugen: 

Da  nach   $.  32.  der  Coefficient  B  jeden   Werth   der  Reibe 

f 
0,  1,  2,  3, ....  6' ~1  so  oft  annimmt,  als   j-,  Einheiten  enthält,  so 

ergibt  sich  folgende  Gleichung: 

P   *'  — l 

welche  zu  denselben  Folgerungen  %vie  vorhin  Veranlassung  gibt. 

Allgemeiner  läset  sich  der  Satz  auf  folgende  Weise  ausdrücken : 
In  jeder  von  den  Gleichungen  (22),  mit  Ausnahme  derjenigen  für 
(iRf,  1),  hat  die  Summe  der  /ten  Potenzen  aller  Coefficienten  den 
Werth  Null,  wenn  ^  zu  m  relative  Primzahl  ist,  nud  wird  t  durch 
m  theitbar  vorausgesetzt,   so  ist  diese  Summe  gleich  f.    Da   in 
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der  Gleicbvng  für  (Jf,  1)  alle  Coefficienten  gleich  I  sind,  00  wird 
ffir  ein'  beliebiges  t  der  Werth  der  entsprecheDden  Summe  gleich  /. 


§.  46. 

4)  1d  jeder  von  den  Gleichungen  (22)  ist  das  Produkt  der 
Coefficienten  gleich  db  1-   Denn  da  z.  B.  B  jeden  Werth  der  Reihe 

/ 
0«  1,  2»  3;....  6'— 1  so  oft  annimmt,  als   7-,  Einheitea  enthält,  so 

wird  das  Produkt  der  Coefficienten  in  (^,  b)  gleich 

woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung  hervorgeht. 

Die  Eigenschaften  §§.  43.,  44.,  45.,  46.,  welche  hier  der  Kflrze 
halber  für  das  Systc^m  der  Gleichungen  (21),  (22)  bewiesen  wur- 
den, haben  ganz  unverändert  auch  in  dem  Systeme  der  Glei- 
chungen (20)  Giltlgkeit,  wovon  man  sich  auf  ähnliche  Weise 
überzeugen    kann. 


§.  47. 

Was  nun  die  Ausführung  der  Summationen  betrifft,  welche 
ib  den  Gleichungen  (20),  (21),  (22)  vorzunehmen  sind,  so  hat 
dieselbe  keine  Schwierigkeit.  Wir  (obren  zur  Abkfirzung  folgende 
Bezeichnungen  ein: 

Ein  Produkt  von  der  Form 

Pk^l  pk^i     •      pk^i      '      •   •   (23) 

wo  P  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  o:"* — 1=0;  «1,1%,  03 

die  frühere  Bedeutung  §.  37.  (I)  haben,  und  k  eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  ist,  werde  durch  das  Symbol  (k:a)  bezeichnet. 
Ist  k  durch  m  theilbar,  so  verwandelt  sich  (23)  in: 

(«1  +  1)  («•  +  !)  («8 +  !)...•  =  («»:«). 
welches   der  Ausdruck    ist  (^r   die   Anzahl   sämmtlicher  Theiler 
einer  Zahl,  welche,  in  Primfaktoren  zerlegt,  folgende  Form  hat: 

ai^^a^'^az" 

Statt  (m:tt),  welches  von  m  unalihängig  ist,  werde  die  einfachere 
BezeichnuDg  (a)  gebraacht. 
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Ffir  emeo  konstanten  Wertb  von  k,  der  dorch  ai  wkk^  theÜ- 

bar  ist,  kann  der  Faktor   — pi^ , —  von  (*:«)  nnr  m  veracbie- 

dene  Werthe  annehmen,  jenachdem  o  einer  Zahl  der  Reihe 
0,  1,2,  3,..^m — 1  congment  ist  Oder  in  Zeichen  ausgedruckt, 
es  ist: 

(Ar:o)  =  (Ar':a),    sobald    Jfc  =  iC  (rood. m). 

ist  insbesondere  a^m  —  1  (mod. m) ,  so  erhfilt  man  Null ,  wo- 
raus hervorgebt,  dass  {kia)  verschirindet,  sobald  k  durch  ai 
nicht  thellbar  und  irgend  einer  der  Exponenten  in  den  Sjrmhde 
(Ar: ff)  die  Congruenz  a^m  —  1  (niod.m)  erfQllt  Bedeotet  s.  B. 
P  die  primitive  Wurzel  der  Gleichung  ;r* — 1=0  oder  — 1,  ond 
ist  k  durch  m  nicht  theilbar,  also  ungerade,  und  somit  P^=z  P, 
so  verwandelt  sich  {k:a)  In  folgendes  Produkt: 

1 +  ("!)«'  H-(-i)^  L+iri)!! 

2-2*2 

und  werde  durch  [a]  bezeichnet.  Das  Symbol  [a]  Ist  daher  gleich 
der  positiven  Einheit,  wenn  die  Exponenten  a  alle  gerade  sind, 
und  Null  im  anderen  Falle.  Die  Formeln  (22)  nehmen  dann  fol- 
gende Gestalt  an: 

(ilf,«)=....  +  fp-^^.(^.^:«).(5;B:/j)...("l.:A)  + 

(Ä,  c)  =....  +  )=  #'-^*^(^,^:«)(jÄ:/s)....(^£:i)  + 

Da  fflr  das  erste  Glied  in  diesen  Formeln  A  =  B=:C=:....^L=9 
ist,   so  wird  dasselbe  gleich    -?(«)(/}) (y)  ....(it)< 

VI. 

Anwendung  des  Vorhergehenden  auf  einige  Beispiele. 

Wir  wollen  zum  Schlüsse  die  gefundenen  Formein  noch  aof 
einige  specielle. Fälle  anwenden. 
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S.  48. 


Die  Zahl  N  enthalte  nar  Prinifaktoren  von  nachstehenden  zwei 
Formen : 

a^\  (mod.Jf)» 

b  =  {M-\)  (rood.^. 

Hier  ist  a'  =  l,  6' =  2,  man  setze  daher  in=r2  ond  nehme  für 
P  die  primitive  Wurzel  der  Gleichong  ar*—  I  =0  oder  P= — 1. 
Nach  §.  28.  sind  nun  die  Systeme  A^  B,  welche  der  Bedingung 
Si  =  tt  genügen ,   die  folgenden  zwei : 

J.    B 

0,     0 
Ü,     1. 

Durch  Einfuhrung  dieser  Werthe  in  die  Gleichungen  (22),  welche 
flBr  diesen  Fall  folgende  Gestalt  annehmen: 

erhält  man: 

und  durch  Ausfährung  der  Summattonen: 

(Jf,  l)=il(«)(/3)  +  («)(fl},i 
(M,  il/-l)  =  il(«){/J)^(«)[fl|.  1      •       •   '^'^ 

Hat  der  Modul  M  einen  der  drei  Werthe  3,  4, 6,  und  ist  iVsu 
M  relative  Primzahl,  .so  lassen  sich  sämmtliche  Divisoren  von  N 
in  zwei  Gruppen  anordnen,  welchen  nachstehende  lineare  For- 
men entsprechen: 

üfor -|-1»    Mx+M — 1, 

und  es  geben  alsdann  die  Formeln  (1)  die  Anzahl  der  In  jeder 
Gruppe  enthaltenen  Divisoren  der  Zahl  N. 

§.  49. 

Als  zweites  Beispiel  werde  angenommen,  der  Modul  üf  sei 
durch  4  theilbar  und  die  Zahl  N  enthalte  nur  Primfaktoren  von 
folgenden  vier  Linearformen: 
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a^\  (mod.Jf), 

6  =  ^—1  (mod.ilf), 

M 
c^-g-  +  1  (mod.  Jf), 

<f=ilf— l  (mod.if), 

woraus  man  ableitet: 

6«  S  c«  =  iPs  I  (mod. » ) , 
ferner 

bc  =  d 

bd=c 

cd^d 

bcd=\. 


(mod.  M). 


Daher  ist  ii'=l,  6'=c'=d'=2,   also  m=2  und  P=— 1. 

Die  Systeme  o,  /?,  y,  i,  welche  der  Congruens  a^ßcvd^}  (mod.  Jf) 
genOgeo,  sind  nun  die  folgenden: 

«,  /?»  y,  ^» 
0,    0,    0,    0, 

1.  1,  1,  1, 

also  «=2.    Die  Summe  5i  oder  JSP-«^«-B/9-Oy-P«f  ^frd  daher: 
1  4.p-(Ä+cfi>). 

Zur  Bestimmung  derjenigen  Combinationen  A,  B,  C,  D,  welche 
der  Bedingung  Si^sn  genügen,  erhfilt  man  somit  die  Congmens: 

Ä+ C+Z>  =  0  (mod. 2) 
und  leitet  hieraus  folgende  4  Systeme  der  CoefBcienten  AfB,C,D  ah: 

0,  0,  0,  0, 
0,  1,  0.  1, 
0,  1.  1,  0, 
0,    0,    1,    1. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (22)  ein»   welche  b 
diesem  Falle  sich  auf  nachstehende : 

(üf ,  a)  =  ....  +  iP-«^  S'  /»^-^a+ nZHC^t+PÄ  ^  ...^ 

(M,  6)  =  ....  +  iP-B jg'/»^Ja+Ä2B+C2c+X>Ä4._^ 

(üf,  C)  =  ....  +  iP-C Zf  p2A£a^B2b^^C£t+D2t  ^_^ 

(M,  d)  =:  ....  +  iP-^  2:'/M^^a  +  Ä2HCJc+l>Ä  + .... 
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redocireo,  so  erhSlt  man: 

(ilf,  a)  =  i|2:J  +  2:P^H-ä-|.  jSP2H^c-|.  J5pxt+Ä}, 
(ilf ,  b)  =  il  J5I  -  JSP^+Ä-.  2:Pä+ä  ^.  j5P^c+Ä|, 

(iif ,  d)  =  j{  2:1  -  2:^-2*+^  ^  2:p^+-^c_  2:p-^c+äi; 

oder  dnrch  Ausführung  der  Sammationen : 

(2) 
(Ä,a)=il(«)(ft(y)(«)  +  (a)[«(y)[*]  +  («)[^J[y](«)  +  («)(^)[y][d]|, 

(jlf.  6)  =il(«)(«(y)(*)-(«)[ffl()')  W-(«)[fl[y](»)+(«)(«[y][«]l. 
{M.  c)  =4K«)r/J)(y)(i)  +  («)[«(y)[fl-(«)[/J][r](«)-(«)(/?)  M^l, 
(Jf,  d)=it(«)(^)(y)(a)-(«)[^](y)[«J  +  («)[fl[)'](*)-(«)(^)[y3[Ä]|. 

Dnrch  Addition  von  je  zwei  dieser  erhfilt  man  folgende  Paare 
von  Gleichungen: 


(3) 


{M,  a)MM,  rf)=4l(«)(/J)(y)(*)  +  («)[iS][y](^l.  \ 
(M,  b)  +(^,  c)  =4l(«)(/J)(y)(3)-(«)[|SJ[y](«)l;  J 
(ilf .  a)  +  (if ,  c)  =  Jl  («) (ft  (y) (3)  +  («)  [ß]  (y)  [*]  1 .  i 
(Af,*)  +  (».rf)=J|(«)(ft(y)(3)-(«)[fl(y)[a]l;  J     <^> 


(Ä,  a)  +  (M,b)  =  i\  (a)  (ß)  (y)  (3)  +  («) (ß)  [y]  [ÖJ I , 
(M,  cn(M,  d)  =  H(am(ym-(«)(ß)[y][8]\ 


(5) 


und  hieraus  ergeben   sich  durch  Suhtraction   der  zwei  Gleichun- 
gen eines  jeden  Paares  die  nachstehenden  : 

(üf ,  a)  +  (Jlf ,  rf)--  (Jf ,  6)  -  (AI ,  c)  =  (a)  [ß]  [y]  (6) .  (6) 
(Jlf,  a)  +  (Jf ,  c)~(Jlf ,  6)-(Jlf,  d)  =  (a) [ß](Y)  [ö],  (7) 
(Jlf,  a)  +  (M,  6)  -  (Jlf ,  c)  -  (Jlf .  d)  =  («)  (/3)  [y]  [6],        (8) 

Setst  man  voraus,  dass  die  Zahl  N  von  der  Form  b  oder  c 
ist,  so  können  nicht  alle  ß  und  alle  )^  gerade  sein,  weil  sonst '2V 
die  Form  a  oder  d  hätte,  es  ist  daher  [/3][y]  =  0,  and  ans  (6) 
ergibt  sich  folgender  Satz: 

1)  Für  jede  Zahl  iV  von  der  Form  b  oder  c  ist 
rUeil  XXXVII.  23 
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(M,  ü)  +  (*,  £0— (Jlf,  6)— (AI,  c)  =  0. 

Und  ebenso  leitet  man  vermittelst  (7)  und  (8)  die  nachstehen- 
den Folgerungen  ab. 

2)  Für  jede  Zahl  von  der  Form  b  oder  d  findet  die  Gleichung 

(^If ,  a)  +  (if ,  c)-(Af,  ^)  -  (ilf ,  d)  =  0, 
und  ebenso 

3)  für  jede  Zahl  der  Form  c  oder  d  die  Gleichung 

(ilf,  a)  +  (ilf,  b)  -  (Ä.  c)  — (Jf ,  rf)  =  0 
Statt. 

Ist  Jlf  =  8  oder  12,  so  geben  die  Formeln  (2)  die  Anzahl 
aller  congruenten  Theiler  einer  Zahl  2V  an,  welche  za  M  relative 
Primzahl  ist. 

Aehnliche  Formeln  wie  fOr  M  =  8  und  12  erhalt  man  auch 
ffir  Jf  =  24,  so  wie  überhaupt  fär  diejenigen  Fälle,  wo  die  Zahl 
N  nur  solche  Primfaktoreo  enthält,  welche  zum  Exponenten  1 
oder  2  gehören. 

§.  SO. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Formeln  f&r  11=:  5  ableiten. 
In  diesem  Falle  ist: 

a=l,  a'  =  l, 

6=2,  6' =4, 

c  =  3,  c;=4, 

d=4,  rf'=2; 

also   m=:4,    P=»   oder   —  i. 

Die  Systeme,  ftir  welche  a«6^eYiI's|l  (mod.lf),  sind  die 
folgenden : 

a     ß  y  9 

0,    0,  0,  0 

0,    1,  1,  0 

0,    2,  2,  0 

0,    3,  3,  0 

0,    0,  2,  1 

0,    1,  3,  1 

0,    2,  0,  1 

0,    3,  1,  1. 
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Es  ist   daher  n  =  8^    /='^>    und  fär  das  «Ugemeiofit«  System 
tt*  ß*  y*  ^  ksnn  maD  setzen: 

«  =  0, 

^^o:  (med.  4), 
y^x  +  ly  (mod,4), 
^^y  (mod.2); 

wo  Ar  X  die  Zaklen  0,  1,  2,  3  and  fär  jf  0  ood  )  zu   nehmen 
ist    Durch  Sabstitation  dieser  Werthe  nimmt  die  Samroe  S|  oder 

^p- 4^a  -  Ü/J- Oy  -  ftDcf 

folgende  Gestalt  an  : 

o  0 

oder  durch  AusfGhrung  der  Ssrnmationen : 

p-4(ii+o_i    />-4(e+l^)l_i 

Als  Bedingungen,  damit  iS|=:8  wird,  erhält  man  daher  die  zwei 
Congrnenzen : 

B  +  C  =  0  lmod.4),     C  +  D  =  0  (mod.2), 

und  hieraus  ergeben  sich  nachstehende  Systeme  von 

A,    B,     C,    D: 

0,  0,  0,  0 

P,  2,  2,  0 

0,  3,  1,  l 

0,  l.  :i,  1. 

Die  Gleichungen  (22),   welche  sich  fiir  ilf=:5  auf  folgende: 

(M,  a)  =  ....  +  iP-^^2'PB£b^cif^iDlh  ^  ...., 
(j|f,6)^.... +  iP-^2;'Pi»^+cÄ+»D2k  ^...., 

(Jif,c)  =  .... +  iP-«^2;'PÄ^+<?^c+«D2b  +...., 

(Ä,  d)  =  ....  + iP-*^  2?' P*^«'+ ^^«+*^'^^  +  .... 
reduciren,  werden  alsdann: 

(AI ,  c)  =  j  t  i;i  +  p-2  i:"  + /»-» 2" + P-»  ^^''1, 

SS* 


(») 
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wo  der  KOrze  halber 

gesetzt  wurde.    Es  ist  aber: 

-S'  =(«)(iS)(y)(d),    -2"=  -S(-l)^+^^  =  («)[fl[r](^- 
UiD  2^  und  Z^^'  zu  finden,  bemerke  man,  dass  für  P=t  and 

i»(a+l)_l 

A:  =  l  der  allgemeine  Faktor  des  Symbols  {ki  a)y  nebmiich     ^ ,    » 

dieWerthe  1>  1  +  »,  t»  0  annimmt ,  jenacbdem  cr^O,  1, 2, 3  (mod.  4). 

Versteht  man  daher  unter  {-jj   die   positive   oder    negative 

Einheit,  jenachdem  die  Congruenz  x'^^a  (mod. 4)  möglich  oder 
unmöglich  ist,  so  kann  man  setzen: 

für  P=i  und  iG;=3,  also  P^=i  —  P,  nimmt  derselbe  Faktor  den 
zu  (10)  conjugirten  Werth  an,  nehmlich: 

(— i)  —  !     —        2       "^*         2         •  •       •   ^"^ 
Pfir  P=»  und  ^=2  geht  der  allgemeine  Faktor  von  (i:a)  hin- 
gegen  über  in    s »    *^    ^*«*    (2  :«)  =  [«]    erhalten   wird. 

Bezeichnet  man  nan'(l:o)  und  (3:  er),  d.  h.  die  zu  einander  con- 
jugirten Produkte 

i'<?),/-(^)tr(?),,'-(=?)i 

'       2       "•"*        2         '   ^       2        ■*"  2  "•* 

r        2  »         2  2        ""  2  '  •'" 

durch  {a\  und  ja}',  so  sind  dieselben  gleich  Null,  wenn  irgend 
einer  von  den  Exponenten  a  nach  dem  Modul  4  den  Rest  3  lässt. 
Sind  aber  alle  Exponenten  ^0,1,2  (mod.  4),  und  nennt  man  die 
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Anxahl  derer,  welelie  =I,2(mod.4)  sind,  beiflglich  mf  und  m", 
8o  erhilt  man: 

Die  Gleichungen  (9)  geben  daher  in  die  folgenden  Aber: 

(ilf ,  a)  =il (a)(/J) (y) («)  +  (a) [|J][y](a)  +  («) t ^l'W m +(«) l/J) lyr [*] I, 
(ilf,6)=i{(a)(/J)(y)(d)-(«)[^][y](a)  +  J(«)|/J|'lrl[*]-<(«){/»llyl'W}. 

(Ä.c)=iK«)(/S)(y)(«)-(«)[ffl[y](<')-«'(«)l/»l'ly»[«]+i(«)l/«b'J't«U. 
(Ä,d)=il(«)0»)(y)W+(«)D»l[y](^-(«)iPlMylW-(«)J^lly)'[*]l; 

and  biefaus  ergeben  sich  die  einfacheren: 

(Jlf.  a)+(ilf,rf)=4{(a)0»)(y)(a)  +(«)[^J[y](*)}, 
{M,  6)  +  (Jlf,  c)  =  il(a)(ft(y)(a)  -(«)[|S][y](d)J. 
(Jlf,  a)+(ilf,  d)  -(»,  6)  -  (ilf,  c)=(a)[/S][y](a); 

woraas  Bhnlicbe  Folgerungen  wie  in  j.  49.  abgeleitet  werden  kSnnen. 
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SIT. 

Zun   ApoUonischeii   Problem. 

VOB 

Herrn  Prof.  Dr.  ji.  Kurz 
in  Z«g. 


Wendet  inao  d«D  Begriff  der  Aehnncbkeitepolare  und  der 
Potenzlinie  zweier  Kreise  auch  auf  den  Kreis  \u  VerbinduDg  mit 
einer  Geraden  oder  mit  einem  Punicte  an,  so  gewinnt  man  eine 
einheitliche  direkte  Losung  der  Aufgaben  des  Apollonisches 
Problems,  welche  vom  konstruktiven  Standpunkte  ganz  empfeh- 
lenswerth  erscheint. 

Za  dem  Ende  sollen  in  Kflrze  jene  Zusfitze  angefahrt  und 
nach  einer  engen  Zusammenfassung  sämmtlicher,  das  Constrok- 
tionsver fahren  begründender  Sätze  auf  eine  der  genannteo  Auf- 
gaben beispielsweise  angewendet  werden. 


1.  a)  Der  Kreis  in  Verbindung  mit  einem  Punkte  hat  die 
als  Aehnlichkeitspunkt.     Die  Polare  desselben  ist  die  Aebolich- 
keitspolare. 

(!)  Der  Kreis  in  Verbindung  mit  einer  Geraden  hat  als  Aelw- 
lichkeitspunkte  die  Endpunkte  des  auf  jener  Geraden  senkrechten 
Durchmessers.  Der  entferntere  derselben  ist  der  äussere,  der 
nähere  der  innere  Aehnlichkeitspunkt.  Die  durch  dieselben  ge- 
legten Tangenten  sind  die  äussere  und  innere  Aehnlichkeltspolare 
des  Kreises  mit  der  Geraden  *). 

2.  a)  Die  Potenzlinie  —  der  geometrische  Ort  aller  Ponkte 
gleicher  äusserer  Potenzen  fär  zwei  Kreise  —  eines  Kreises  ia 
Verbindung  mit  einem  Punkte  ist  die  zur  Axe  Senkrechte,  deren 


*)  Sehr  instruktiv  hierüber  der  algebraitche  Nachweit. 
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Abslasd  vom  Punkte  das  geometrUiehe  Mittel  ist  swischeo  ihren 
Abatänden  vom  nftobeten  and  ferBsteo  Pmikte  der  Peripherie. 

Man  findet  leicht  einen  Punkt  dieser  Potenzlinie,  wenn  man 
dareh  den  fraglichen  Punkt  einen  Kreisbogen  legt^  der  den  frag* 
liehen  Kreis  schneidet  (oder  beröhrt) ;  die  betreffende  Sekante  (be- 
ziehungsweise Tangente)  und  die  durch  jenen  Punkt  gelegte  Tangente 
des  Kreisbogens  schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  Potenzlinie. 

j3)  Die  Potenzlinie  eines  Kreises  in  Verbindung  mit  einer  Ge- 
raden ist  diese  selbst.    (S.  die  Note  auf  vorsteh.  Seite.) 

3.  Werden  zwei  Kreise  von  einem  dritten  gleichnamig  wie 
in  Taf.  II.  Fig.  10.  oder  ungleichnamig  berührt,  so  bilden  die  bei- 
den gemeinschaftlichen  Tangenten  DP  und  dp  die  Potenzlinien 
der  sich  beHIhrenden  Kreise ;  der  Durehschnittspundt  Px  der  bei- 
den Tangenten  ist  daher  der  Potenzpunkt  der  drei  Kreise  und 
die  zur  Aze  Cc  Senkrechte  P\G\Fx  die  Potenzlinie  der  beiden 
berChrten  Kreise  (6\  e). 

Zieht  man  von  einem  der  Durchschnittspunkte  (&|)  dieser 
Linie  mit  dem  Berührungskreise  die  Geraden  nach  den  Berüh- 
rungspunkten D  und  di  so  erhält  man  die  Punkte  G  und  g^  deren 
Radien  CG  und  cg  mit  dem  Radius  C|Cr|  parallel  sind.  Durch' 
die  Perpendikel  PGF  und  pgf  auf  die  Axe  Cc  werden  ferner  die 
beiden  berührten  Kreise  in  ähnliche  Segmente  getheilt,  den  Seg* 
roenten  des  Berfihrongskreises  durch  PiGiF^. 

Diese  Senkrechten  FG  nnd  fg  sind  aber  die  äusseren  Aebn- 
licbkeitspolaren  der  beiden  Kreise  aus  C  und  c  (im  Falle  ihrer 
angleichnainigen  Berührung  die  inneren),  d.  h.  es  ist  A*=  CF.CA 
and  t^:=ef.cA,  wenn  R  und  r  die  Radien  und  A  der  betreffende 
Aehnlichkeitspunkt  ist  [Zuiti  Beweise  ziehe  man  die  äussere, 
beziehungsweise  die  innere  Aehnlichkeitslinie  AdD,  d.  i.  die  soge- 
nannte Aehnlicbkeitsaxe,  und  die  Verbindungslinien  CNP,  cnp, 
CiNiPi,  so  ist  zunächst  CiNiP^  senkrecht  auf  AD^  und  dass 
CiVP  ebenfalls  senkrecht  auf  AD  ist,  folgt  aus  der  leicht  zu  erwei- 
senden Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CGP  und  CiGiPi.  Somit  ist 
R*=CN.CP,  und  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CPF  und 
CNA  auch  R^  =  CF.CA;   analog  r^-cf.cA]. 

Wenn  daher  ein  Kreis  drei  andere  berührt  und  man  zieht  je 
nach  der  gleichnamigen  oder  ungleichnamigen  Berührung  —  gleich- 
gältig  also,  ob  es  äussere  oder  innere  Berührung  sei  —  die  aus« 
seren  oder  inneren  Aehnlichkeitspolaren  je  zweier  der  berührten 
Kreise,  sowie  deren  Potenzlinien :  so  werden  der  Berübrungskreis 
durch  diese  und  die  berührten  Kreise  durch  jene  in  beziehungs- 
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weise  äbiiliohe  Segmente  zerschDitteD.  Taf.  II.  Fig.  11.  zeigt  dfiii 
Berübrungskreis  (C)  und  einen  der  drei  berührten  Kreise  (Q) 
mit  seinen  Aebniichkeitspolaren  M^N^  und  R^S^  in  Bezog  aaf 
die  beiden  anderen  berührten  Kreise ;  die  dazu  parallelen  and  glei- 
chen Centriwinkeln  angehurenden  Sehnen  üfZV  und  RS  sind  so- 
nach die  betreffenden  Potenzlinien.  Daraus  ist  leicht  zu  ersehen, 
dass  die  Verbindungslinie  des  Potenzpunktes  O  mit  dem  Durch- 
schnittspunkte Ol  der  beiden  Aebniichkeitspolaren  durch  den 
Berührungspunkt  E  geht,  resp.  durch  die  beiden  Berflhrungspankte 
4  E  und  Ex ,  welche  den  beiderlei  ßerOhmngen  eines  und  dessetbes 
Kreises  durch  den  vierten  Kreis  entsprechen. 

4.  Hierauf  beruht  die  direkte  Lösung  der  allgemeinsten  A^uf- 
gabe  des  Apollonischen  Problemes: 

Sollen  drei  Kreise  von  einem  vierten  berührt  werden,  so  kon- 
struire  ipan  den  Potenzpunkt  der  ersteren  und  je  nach  der  gleich- 
namigen oder  ungleichnamigen  Berührung  je  zweier  derselben  die 
äusseren  oder  inneren  Aebniichkeitspolaren.  Die  Verbindungs- 
linie des  Potenzpunktes  mit  dem  Durchschnittspunkte  je  zweier 
einem  Kreise  aiigehüriger  Aebniichkeitspolaren  liefert  die  beiden 
Berührungspunkte  des  fraglichen  Kreises  (für  äussere  oder  innere 
Berührung). 

5.  Wie  passend  nun  dieses  direkte  Constrnktionsrerfahren 
auf  die  übrigen  Aufgaben  des  Apollonischen  Problems  sich  an- 
wenden lässt,  zeige  endlich  als  Beispiel  die  Aufgabe: 

Es  sollen  die  beiden  Kreise  gesucht  werden,  welche  durch 
den  gegebenen  Punkt  D  (Taf.  11.  Fig.  12.)  gehen  und  den  gegebe- 
nen Kreis  (C)  und  die  gegebene  Gerade  AB  gleichnaBUg  berüh- 
ren. (Also  äussere  Berührung  des  gegebenen  und  gesuchten  Kreises.) 

Dazu  konstruire  man  die  (AehnIichkeit8-)Polare  EF  des  ge- 
gebenen Kreises  für  den  Punkt  D  und  die  äussere  Aehnlichkeits- 
polare  GL  desselben  hinsichtlich  der  Geraden  AB  (s.  1.  a)  u.  ß)); 
dann  ist  O  der  Dnrchschnitt^punkt  der  Aebniichkeitspolaren.  Fer- 
ner konstrnirt  man  die  Potenzlinie  MN  des  Kreises  (C)  hinsicht- 
lich des  Punktes  D  (s.  2.  a))^  während  die  Potenzlinie  des  Kreises 
(C)  und  der  AB  diese  Gerade  selbst  ist  (s.  2.  |3));  daher  M  der 
Potenzpnnkt  des  gegebenen  Kreises,  Punktes  und  der  Geraden. 
Die  Linie  MO  giebt  die  beiden  Berührungspunkte  R  und  R%^  der 
beiden  gesuchten  Kreise. 

Der  Forderung  der  ungleichnamigen  Berührung,  also  der  inne- 
ren Berührung  des  gegebenen  Kreises,  hätte  statt  der  Tangente 
GL  in  gleicher  Weise  die  Tangente  in  H  entsprochen. 
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XV. 

Methode  zur  Berechnung  einer  Trausscendenten. 


Von 


Herrn  Eugen  Lommel, 
Professor  in  Schwys^ 


Vorerinnerung.  Die  Lichtstärke  in  irgend . eiDem  Punkte 
des  Beagungsbildes,  welches  ein  homogener  Lichtpunkt,  durch 
eioe  beliebige  Oeffnung  betrachtet,  hervorbringt,  wird  ausge- 
drückt durch  die  Summe: 

f     //  co8(xv  +  i!fu>)dvdu)J    +  f    //  9\n(av  +  yw)dvdwj  > 

worin  V  und  w  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Oeff- 
DODg  vorstellen  und  die  doppelten  Integrationen  sich  über  die 
GesammtoberflScbe  der  Oeffnung  erstrecken,  während  die  GrSs^en 
X  und  y  den  Coordinaten  des  Bildpunktes  direkt,  der  Wellenlänge 
der  einfallenden  Strahlen  aber  umgekehrt  proportional  sind  *).  Die 
Wertbe  der  beiden  Doppelintegrale  lassen  sich  leicht  in  geschlos- 
sener Form  erhalten ,  so  lange  man  mit  geradlinig  begrenzten 
OeSbnngen  zu  thun  hat  Sobald  es  sich  aber  um  krummlinig 
begrenzte  Oeffnungen  handelt,  können  jene  Integrale  nur  In  Form 
unendlicher  Reihen  angegeben  werden.  Unter  allen  krummlinig 
begrenzten  Oeffnungen  ist  die  kreisförmige  för  die  Anwendungen 
die  wichtigste.  Schwerd  verschaffte  sich,  in  seinem  bekannten 
Werke  Ober  die  Beugungserscheinungen,  die  Werthe  der  fSr  eine 
Kreisoffiiung  geltenden  Intensitätsfunktion  dadurch,  dass  er  statt 
des  Kreises  das  eingeschriebene  180-Eck  berechnete;  dabei  musste 
jeder  Werth  der  Funktion  aus  einem  Ausdruck  gefunden  werden. 


^)  S.  meine  Abhandlung  über  die  rieiigunf^  im  Archiir    ThI.  XXWI. 
S.  886.  ff. 
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welcher  aus  45  nicht  sehr  einfachen  Gliedern  besteht.  Indem  ich 
nan  bestrebt  war,  die  Werthe  dieser  transscendenten  Funktion 
durch  eine  kürzere  Methode  aufzufinden,  trachtete  ich  zugleich« 
auch  noch  andere  verwandte  Transscendenten  mit  dieser  einmal 
berechneten  in  Verbindung  zu  bringen.  Die  Resultate  dieser  Be- 
mühungen sind  in  den  folgenden  Zeilen  enthalten. 


{.  1.  Werden  die  beiden  obigen  Doppelintegrale,  deren  Qua- 
dratsumme die  Intensität  des  Beugungsbildes  ausdrückt,  über 
die  ganze  OberflSche  eines  Kreises  vom  Radius  1  ausgedehnt«  so 

dass  die  Veränderlichen  v  und  w  an  die  Bedingung  e^-f  «^'^^l 

gebunden  erscheinen,  so  verschwindet  das  zweite  derselben;  fuhrt 
man  hierauf  in  das  erste  statt  der  Veränderlichen  t  und  u>  mit- 
telst der  Gleichungen 

die  neuen  Veränderlichen  o'  und  w'  ein,  so  erhält  man  zunächst: 
/  /  cos  (pcv  +  yto)  dvdw=  1 1    cos  (©'  V^a?* + y*) .  dv'  dw' ; 

integrirt  man  jetzt  rechts  einmal  hios  nach  c',  dann  auch  noch 
Mos  nach  ir' ,  und  führt  hierauf  die  der  obigen  Bedingung ,  welche 
jetzt  in  v'*-fw'*^^  übergegangen  ist,  entsprechenden  Gren* 
zen  ein,  so  erhält  man: 

=  4./*^  co»(tV«Hy«).VT=l«.rfe, 

n 

wo  nur,  in  den  beiden  einfachen  Integralen,  zuletzt  wieder  v  an 
die  Stelle  des  Integrationsbuchstabens  gesetzt  wurde. 

{.  2.  Daraus  ergibt  sich,  dass  die  Kenntniss  der  gesuchten 
Intensitätsfunktion  blos  von  der  Berechnung  des  bestimmten  Inte- 
grales 

n^  sin(:rVl— p«) 

o 
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oder  des  ihm  gleicheo 

/       cosxv,\f\ — ü*.rfl> 

o 

abbiogt.    EntwiekeU  man  aber  In  dem  letsteren  den  Cosinus  in 
eine  onendliche  Reihe  oiid  Integrirt  alsdann,   so  findet  man: 

2) 

/*  - /- «  a^  x^  x^  \ 

cosOT.  V  1— t>*.<^o=j.(l  —  2^'«.4"«^"2"».4«'*""2"*.4"*'*"^'V* 

0 

welche  uoendliche  Reihe  für  jeden  Werth  von  x  convergirt. 
$.  3.    Bezeichnen  wir  jetzt  das  allgemeinere  Integral 


/      coBxv,{\^t^.dv,  *) 


in   welchem   fi    beliebig   reell   and    positiv   gedacht   wird,    durch 
J{!^yX)»  und  düferenzllren  dasselbe  nach  x,  so  kommt: 

3)  ^fe^=-/"'  sin:rt).».(l-!)«>".4«. 

o 

Integrirt  man  zur  Rechten  theil weise,  indem  man  o(l  — v^y  als 
integrirten  Faktor  betrachtet,  so  erhält  man: 

/  B\nxv.v.{\ — «•)/*.€?© 

^--k.Binxv ^1      +  2(ü+T)J    «®«^-0— »•y*^*-^'^» 

also  nach  EinfiBhnrag  der  Ghrenzen: 

/      sinai?.t>(l— i>*)/*.ito  =  ST-jr|\*  /    cos«c.(l— c*)/*+*.«to. 

O  0 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  Gleichung  3),  so  ergibt  sich: 
dJ(ii,x)  X        ,,.,,,       1/    ..     .        2(^+1)  rfJ(^ar) 


*)  Aueh  diMec  Inlegral  hat  «eine  Beden  tang  in  der  Theorie  der 
Bengong.  Sein  Quadrat  druckt  nämlich  die  Intensität  auf  der  Abtciii- 
•enaze  de«  Bengiingsbilde«  an«,  welr.hes  durch  eine  Oeffnung,  deren 
Regreniungteurve  tlie  Ordinate  (I— r*)M-hat,  hervorgd^racht  wird. 
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also  namenUicb  aacb: 

Nach  dieser  Gleicbang  kann  man   die  för   J{\»x)  geltende  ao- 
endliche  Reihe  aus  derjenigen  ableiten,   welche  wir  oben  ($.  2.)     * 
flir  JH^x)  gefanden  haben.    Man  erhält  so: 

Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  Formel  4)  erhält  man  allgemeiD : 

__«»^.- f^__   .  ___£! ^  \ 

—  4  >l«*^*     2»'*.(2fi+4)»'*  +  2«'«.(2fi  +  4r«      2»*«.(2n  +  4)»'W  . 

+  -....)' 

Alle  diese  Reihen  convergiren  filr  jeden  Werth  von  x  und  IsSm- 
nen   für   kleinere   Werthe  von   x   bequem   zur   Berechnung    der 

Funktionen  j( — 5 — ,xj  gebraucht  werden. 

$.  4.    Integrirt  man 

/  cosa?».(l  —  r*y*.de 

theil weise,   indem  man  cosoro  zum  integrirten  Faktor  macht,   so 
findet  man: 

rcoBxv.(\-v'^y.dv^{\-v'')i^.^^'^.rm^ 

also  nach  Einsetzung  der  Grenzen: 

7)     i    cosjn>.(l-©«y.ifo=^.y       sina^.(I-i)*)A*-*.c.ito   *). 
o  0 

Dann  ist  aber  ferner: 

/  slnan>.(l— e«y*->.©.rfp 
•V     1  cosor©   .    /*cosart?    ,r     ^.        m.     „ 


*)  Die  nftmliche  Gleichung  ist  bereiU  in  $.3.  aufgettelU  worda«. 
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Wird  Don  f*  grSsser  als  l  gedacht,  and  ist  dr  nicht  Null,   so  er- 
hält man  hieraus: 

/      sina:r.(l  — ©•)^*.r.dt>  =  -.  /      cosat>.(l  —  i>*y*-*.rf« 
0  o  ' 

_^20^-l)     /^i  CosOT.t>«.(l-ü*)/'-«.rfe. 

0 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  obige  Formel  7),  so  findet  sich: 


/     cosan>.(l  — r*y«.rfe  =  -^.  /      cosav.(l— e»)M-*.de 

o 


o 


wo  man  nur  noch  rechts 

0 

MU  addiren  und  abzuziehen  braucht,  um  die  Reduktionsformel 

/**cosxe.(l— t>«)M.rfe=?«i-fc^Y^*  cosa:e.(l-e*)M-i.dr 

O  0 

oder 

ox     „        V      2ft(2ft-l)    -,      ,     .      2ft(2fi— 2)    .,      ^      . 
8)    J(^,  0?)  =  -^^-^^ ./(f*— 1,  ^)— -^^-^5» — ••'(i*^^'  *) 

so  erhalten,  welche  gilt,   so  lange  fi>l  und  at  nicht  Null  ist. 
Daraus  ergibt  sich  sp 


8..)  ^  ^rt.x)=y.V(|.^)-y  .Jd.oO, 


aod  auch  noch  fOr  >*:=■: 
8 b.)  /(- J.  «)  =  2. J(4.  «) ^  j.J(i . «). 
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§.  5.  Mit  Bilfe  der  Formel  8)  kann  aUo  J(f»,  a:)  auf  JO»-  l.a) 
und  J(it. — 2,  a:)  reduzirt  werden.  Drückt  maD  akdana  nuttelit 
der  Dämlicheo  Formel  J(ft — 1,«)  in  /(ft — 2,  ar)  and  •/(;*— 3,  jt) 
aas  und  setzt  diesen  Werth  in  8),  so  erscheint  jetzt  J(ii,x)  in 
•/(fi  — 2,ar)  and  «/(|i — 3,  x)  ausgedrückt  Eliniinirt  man  sodiBO 
aus  dieser  Gleicbung,  durch  wiederholte  Anwendung  der  For- 
mel 8)«  «/(fi  —  2,  j?),  so  erhält  man  JiyL^x)  auf  J{^ — 3,  x)  and 
•/(fi-^4,  x)  zurückgeführt.  Fährt  man  so  weiter  fort,  so  erkennt 
man,  dass  die  aafeinanderfolgenden  Formeln,  welche  man  dadarck 
erhält,  das  Gesetz 

2^'»-it-«    ,r.  (iii^l-a)«l-M2f>~l~2a)«-i-*il-»i 

^sr-  •  'S |_(- 1)  .  ^j  ^^szäzäi  J 

befolgen,  wo  die  hinter  den  Summenzeichen  eingeklammerten  Aus- 
drücke die  allgemeinen  Glieder  zweier  endlichen  Reihen  verstel- 
len, deren  einzelne  Glieder  erhalten^  werden,  wenn  man  in  des 
allgemeinen  statt  des  deutschen  Buchstabens  a  nach  und  nach 
0,  1,  2,....  und  alle  positiven  ganzen  Zahlen  einsetzt;  in  der  erstes 

Summe  ist  a  stets  kleiner  oder  höchstens  = — ^^  zu  nehmen,  weil 

nir  grössere  Werthe  von  a  die  Binomialcoefficienten -p^- — 

und    mit   ihnen  die  folgenden   Glieder  der  Reihe  verschwinden; 

ebenso  kann  in  der  zweiten  Reihe  a  den  Werth   — ^ —  "'^  ^^^' 

steigen. 

Die  allgemeine  Geltung  der  Formel  9)  ist  erwiesen,  sobald 
man  gezeigt  hat,  dass  dieselbe,  wenn  sie  fSr  Irgend  einen  WerA 
von  m  zutrifft,  auch  noch  för  den  nächstfolgenden  Werth  m-f  I 
richtig  ist    Man  erhält  aber  aus  8) : 

_     (2^  +  2~2m)(2fi-H~2m) 

(2fi-h2>~2m)(2fi-2iii)     ..  ,      . 

setzt  man  diesen  Werth  in  9),  so  ergibt  sieb: 
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2<i»'-«   oF/    IX-  (m-I-a)»!-»  ('i^+l-2m).(2,»-l-2a)«"-»-««l-«n 

=-is--«L^-i)''- — ä  X— *«  J 

X  J{n—m,  x) 

V***"-"  cT/     i\    (w— l-a)«l-*  (2^^— 2a)"-»-*>l-«-| 
iJ=+i~  •  *  i}-  •>  •  a  ^^T3i  J 

X/((t  — m— I.ar) 

a^mi-«      p      ,,.  (m-2-a)''l-^  (2<i-l-2a)«-«-««i-«-i  ., 
JUS-  • «  L^-  ')•• ä Sii;:^«S J.  J(j^-m.a;), 

2u>"l— > 
wojetitn«eb  die  beiden  Sammen,  welche  mit       „    »«^(f* — *«,*) 

multiplicirt  sind,  in  eine  einzige  zusammengeraut  werden  müssen. 
Sondert  man  zo  dem  Ende  von  der  ersteren  Summe  das  erste 
.Glied  ab,   indem  man  zuerst  0,    dann  a-f-l  an  die  Stelle  von  a 
setzt,  60  erhält  man: 

(2>»- !)■'-« 
.  «r    n.+i  (m-2-a)'-Hi-i  (2ttf  l-2m) .  (2fi-8-2a)'-3-»al-«-i 
alt    l^,  (m-2-a)'-l-'  (2fi-l-2a)"»-«-»a|-a-| 
(2>«-l)N-«       p  (».     2-a)«l-i  (2f«-3-2tt)— »-««1-« 

(2^-l)H-«        i-  (m-2-tt)«l-t  (2^-3-2a)'-»-*.H» 

-  ssr-  -  +  Ä|_(-»)''+  •  — s        •         iüi^^s; — 

^  (m-l-tt).(2>*-2m+2a+ 3)-| 
^  i+T  J 

Qt*-!)-!-«     r  (B,-l-a)«-HI-i  (2^-3-2a)'"-«-*'l-^ 

-  55S       +ÄL(-I)-'-  •        (ijqpjyi  -         a--a-*,  J 

_  «r     l^.  («-«)"-*  (2>*-l-2a)'-«al-«-| 
=S|_(-1)«. ^ ^^3; J, 

ffelche  letztere  Umformung  dadarch  bewerkstelligt  wird,  dase  man 
statt  der  yoraosgehenden  Summe  die  Differenz  zweier  anderen 
eetst,    deren  erste  ans  jener  hervorgeht,    wenn  man  a — 1  an  die 
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Stelle  TOD  a  setzt,    and    deren   zweite,    blos    aa«    dem    GMe 

(2u— 1)H-« 

— bestehende^  aus  der  ersten  erhalten  wird,  wenn  au 

daselbst  a=:0  nimmt.    Wir  haben  demnach  gefandeo  die  Gleichng 

--"SÄ+i--'«L(-l)«. ^j ^sriiiiiä J 

X  J(f»  — m  — l.x), 

welche  auch   aas  der  Formel  9)  hervorgeht,   wenn  man  daselbst 
m+l  statt  m  setzt    Die  allgemeine  Giltigkeit  der  Formel  9)  ist 

demnach  ausser  Zweifel  gesetzt.    Ffir  ^=~-^^  und  m^n  niami 
die  Formel  9)  folgende  Gestalt  an : 

(2n+l)''i">     r            (n^2~a)aKi  (2n-2a)'«"^«aH«n| 
"~         iJi        •  '^  L^""  ^  •  a!  o:»-«-««         J  •  ^*'^ 

Sind  demnach  J(i,  x)  und  «/(iyar)  fiir  irgend  einen  Werth  toi 

(2114-1     \ 
— 2 — ''J 
unmittelbar  berechnen. 

§.  6.    In  §.  I.  haben  wir  gefunden: 
/**  (cos(rV^a:«+y*).  Vi— c«.4©=i /lrco8(at)+yw).rf«to. 

Integrirt  man  rechts  nach  to,  so  ,erhält  man: 

o 

— 4'/         cosa». — ^ -.d9=  I     coaan. — ^^— -,df. 


* 
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Bntwickett  man  in  dem  letzteren  Integral  den  SInoa  in  eine  nach 
Potenzen  von  y  fortschreitende  Reihe,  no  gelangt  man  zu  der 
Gleichung: 

10) 

Differenziirt  man  diese  Gleichung  nach  y  unter  Berücksichtigung 
der  Gleichung  4),  so  erhSit  man: 

11)       J{h  v"^H7*)=^a  ^)-9iiAiiä--^(J'^) 


I 
Ueberhaupt   findet   man    durch    fortgesetztes   Differenziiren    unter 
Anwendung  der  Gleichung  4)  die  allgemeine  Formel: 

v^  ,/'2ni^      \  .  y^  ./2w  +  5      \ 

Sind  demnach  Jl — 9 — *^J>  «^l — ''F^*^)'  V — *> — '  ^i-*  *"*' 
irgend  einen  bestimmten  Werth  von  o;  bekannt,  so  kann  man 
mittelst  dieser  Formeln  jf^^-^i — ,  ar  +  A  )  berechnen,  wenn  nur 
statt  y*  der  aus  dei  Gleichung  V:r*+y*c=a:  +  A  gezogene  W^th 
13)  .y«  =  2Aa:  +  A« 

genommen  wfrd.     Die  Refhen^(Q,'ll^9   12)  contergfren  übrigens 
ttr  Jedto  Werth  von  y. 

§.7.  Die  Gleichungen  10)  und  11)  geben  nun,  im  Verein 
mit  den  früher  entwickelten  Fprmeln,  folgende  IVIe^hode  zur  Be- 
r^ehMftg  det  W«ffthe  von  «/(i,  a)j  J(i,  x),...«  an  4ie  Hand.  Man 
bediene  sich  hiezu,  für  die  kleineren  Werthe  von  x,  der  unend- 
lichen Reihen  2),  5)  und  6),  bis  die  Bandhabung  derselben  un- 
bequem wird.  Aus  den  beiden  letzten  auf  diese  Weiseför  J(J,  a;) 
und  J(i,  x)  berechneten  Wprthen  findet  man  alsdann  mittelst  der 
Formeln  8a.)  oder  9a.)  die  Werthe  von  •/(!,  a?),  J(l,a:).,., 
Diese,  liebst  y' aus  VSl),  \u  10)  und  Il)substitiiirt,  liefern  J(i,x+h) 

rh€il  XXXVIL  24 
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und  JdtX-k-k),  worauf  wimler  die  Formeln  8«.)  aegeweDdet 
werden  a«  s,.  f.  Indem  man  auf  diese  Weiee  eine  Tabelle  der 
Vi^erthe  von  J(i,  x)  und  J{\,  x)  herstellt,  erhftlt  man  die  Wertbe 
von  J(i,  ar)>  J(i,  d?)....  gleichsam  als  Nebenprodukt 

Man   erhält  s.  B.  für  a;=:5,    indem  man   zehn  Glieder  der 
Reihen  2)  und  5)  berechnet,  auf  5  Dezimalen  genau : 

i.J(4, 6)  = -0.13103 

n 

|.J(i,5)=-f  0DI1I7 
Die  Fonneln  8  a.)  liefern  «odann; 

i./{S,  5)  = +0.08756 

I» 

|.J(i.  5)  =  +  0.13145  » 


^(J,  5)  =  +0.16794 


i.J(V,5)=  + 0.1743« 

f^ahrend  sich,  fflr  A  x=  ^g,  y>=  1,01  ergibt.  Setzt  man  diese  Werthe 
in  die  Formeln  10)  und  11),  so  erhält  man  aus  ihnen  durch  Be- 
rechnung von  nur  vier  Gliedern  die  Werthe: 

-.J(i.  5.1)  =—0.13219 

i./a,  5.1)  a=+ 0.00280 

welche  genau  mit  denjenigen  flbereinstimmen,  die  sich  direkt  aus 
den  Reihen  2)  und  5)  ergeben. 

Man  muss  nun  allerdings ,  je  weiter  man  in  der  Rechnung 
fortschreitet,  desto  mehr  Glieder  der  Reihen  10)  und  11)  berech- 
nen, weil  bei  wachsendem  x  auch  y*  zunimmt  Aber  selbst  für 
j;  =  100  (und  A  =  i^a)  wfirde  man  höchstens  zehn  Glieder  zu  be- 
rechnen haben;   fflr  ein  kleineres  A  natürlich  weniger. 

Bequemer  noch  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  man  nicht 

/( — 2 — *  J*  •®"^*"*  •'( — 5 — »  ^*)  ■"  berechnen  sich  ver- 
nimmt, weil  alsdann  y  stets  constant  bleibt. 

Fflr  alle  positiv  ganzen  Werthe  von  |i  ist  J(|i,  x)  in  endlicher 
Form  herstellbar.    Hat  man 

J(0, a:)=— -  und  ^(^»^)^'Sk'\~^ cosjpJ 


Digitized  by 


Google 


Lommei:   Methode  wr  Bereeknung  einer  TnmtieendenUn.  SfiQ 

gefandeii,  so  erhält  man  J{^,»)  Ar  ^  =  2»  3»  49....  leickt  Bit 
Hilfe  der  RedoktioDsformelD  8)  oder  9). 

Fflr  die  ObrlgeD  reelleo  ond  positiven  V^erthe  von  ^  findet 
man  J(^,  x),  wenn  nian>  J(fi^  x)  als  Funktion  von  fi  betradi- 
tend,  filr  jeden  bestimmten  Werth  von  x  die  Reihe 

/(0,x),    J(i,x),    J{l.x),    J(hx),.... 

interpolirt;  man  braucht  diess  nur  für  diejenigen  Werthe  von  fi 
sn  thnn»  welche  swischen  0  und  2  liegen,  f&r  alle  folgenden  macht 
man  dann  von  den  Formeln  8)  oder  9)  Gebrauch.  Auch  wenn  ^ 
negativ»  aber  an  sich  kleiner  als  1  ist,  findet  man  «/(fi,  x)  dnrch 
Anwendung  der  Formel  8). 

§.  8.  Zum  Schlosse  mdgen  noch  einige  Formeln  hier  stehen, 
welche  sich  dnrch  geeignete  Substitutionen  ans  No.  12)  ergeben. 
Setat  man  nämlich  daselbst  gV^  oder  yt  statt  y,  so  kommt: 

14) 

Setst  man  in  dieser  Gleichung  y=:r,  so  ergibt  sich: 

15) 

**           -/2i»  +  S     \           _ »  3"l* 
"*"  2«l«.(2if+3)*l«''V    2     ♦*/  + IF»* 

S«tzt  msn  endlich  j/H  statt  y*  und  y/  ac^-t-ig'ssp-t-gi,  ao  er- 
hfilt  man: 

10) 

~2»I«.(2»  +  3)«I»*'V.     2     '^     V*       ■■• 

_(^2)!_  ,/2»+7  .    -\.    r 

~2»l«.(2«+3)»l«*'V~2~'  ''  -»y+    •  ' 
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Durch  diese  letztere  Forael  sieht  man  sieh  aher  in  den  SUnd 
gesetzt,  JI — s — »  ^}  »och  fär  jeden  imaginären  Werth  von  x 
„  auszurechnen/' 


XVI. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Von    dein    Horaniig:el)er. 

In  einem  Briefe  (Guttingen,  28.  NoTem her  1824)  macht  Gauss 
seinem  Freunde  Schumacher  folgende  Mittheilung  *): 

,,Zur  Reduction  der  ungleichen  Schwingungen  an  Kater 's 
Pendel  ist  erforderlich,  dass  die  Entfernungen  der  beiden  Auf- 
hingungsaxen  vom  Schwerpunkt  des  ganzen  Apparats  bekannt 
sind.  Nennen  Sie  dieselben  a,  6,  und  A,  B  resp.  die  Dauer 
einer  Schwingung,  wenn  die  Aufhfingung  an  jenen  Axen  geschieht, 
so  ist  die  Dauer  einer  Schwingung  eines  einfachen  Pendels,  des- 
sen LSnge  =a  4-  6^  d.  I.  gleich  der  Entfernung  der  heiden  Auf- 
hftngungsaxen  von  einander  ist, 


=v 


=  V{BB  +  ^^(AA^BB))X' 


*)  iVI.  K.  Briefwochdcl  xwigrliKo  C.  F.  Gaiimm  und  H.  C  Scha- 
ni achcr.  diirrh  dessen  HefHusgali«  sich  Herr  Professur  Peter«  in 
AI  tonn  mi  vf>rdient  macht  im  sweiten  Knuife  (Altona  IB60)  S.  3.  Wir 
empfehlen  bei  dieser  Gelegenheit  dt<*«en  Briefwechsel,  der  auch  manche 
sehr  interessante  tSxpectorntionen  der  heiden  hernhmten  und  hochver- 
dienten Mfinner  über  neuere  MatheiuuliLcr  eiithrilt.  in  jeder  Besiehnn^ 
«ehr  zur  Beachtung. 
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Diese  Formel  Ifisst  sich  aaf  folgeade  Art  leicht  beweisen. 

Man  bezeichne  die  Zeit  der  Schi%ingang  eines  einfachen  Pen- 
dels von  der  Länge  a-^-b  darch  t^   so  ist  bekanntlich: 

■>■••• '=-V^'- 

Bezeichnen  wir  nnn  ferner  die  Masse  des  ganzen  Pendels  duneh/ 
üf»  seine  Trägheitsmomente  in  Bezog  aaf  die  beiden  Aofhän- 
gnngsaxen  respective  dnrch  T«,  Th,  und  die  Längen  eines  bei 
den  beiden  Aufhängungen  seine  Schwingungen  mit  dem  materiel- 
len oder  physischen  Pendel  genau  in  derselben  Weise  vollendenden 
einfachen  Pendels  respective  durch  £a>  Lh\  so  ist  nach  dem 
Theoreme  von  Huygens'^)  bekanntlitb: 

nach  der  Theorie  des  einfachen  Pendels  ist  aber  in  der  von  Gauss 
gebraochten  Bezeichnung: 

3) ^-^ylrg'  ^--)Jt' 

folglich  nach  2): 


woraus 
also: 

folgt.  Nennen  wir  nun  aber  C  das  TrägheitsAo^nt  des  Pendels, 
in  Bezog  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende^  den  beiden 
Aufhängungsaxen  parallele  Axe,  so  ist  nach  einem  bekannten 
Satze  von  den  Trägheitsmomenten  *) : 

also : 

♦)  M.  •.  Archiv.  Tbl.  XXIV.  S.  26.  Nr.  8). 
♦•)  M.  ».  An  hiir.  ThI.  XXIV.  S.  W. 
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uod  folf^ich  oacb  dem  Obigeo: 

also : 

"  +  *-      *"(a-6)      * 
wonHw  sogleich 

folgt    Also  Ist  sack  1): 

•) '-V^^5|^. 

welche^  die  von  Gaosfi  an  Scbamacber  geechriebene Formel  Ist, 
▼on  welcber  die  beiden  anderen,  von  6  a n  s s  angegebenen  Ausdrileke : 

natSrlicb  nur  ganz  einfache  aritbroetieche  Traneformationen  sind. 
Gauss  f&gt  seiner  Mittbeilnng  noch  Folgendes  bei: 

»yDiese  Formel  ist  nacb  aller  Scbfirfe  richtig ,  es  mOgen  A  und 
B  beinahe  gleich  sein  oder  nicht  Wesentlich  aber  ist  es,  wenn 
das  Resultat  auf  Genauigkeit  Anspruch  haben  soll,  dass  a  und  b 
weit  von  der  Gleichheit  entfernt  sind.  Kommen  sie  der  Gleich- 
heit sehr  nahe,  so  Ist  durchaus  kein  genaues  Resultat  zu  erwar- 
ten, man  muge  nun  sich  der  obigen  Formel  bedienen  oder  durch 
Probiren  gleichzeitige  Schwingungen  zu  erbalten  suchen.  Der 
Vortbeil,  wenn  A  und  B  gleich  sind,  liegt  darin,  dass  es  dann 
nicht  nStbig  ist,  a  und  b  einzeln  eben  so  scharf  zu  kennen  wie 
ihre  Summe  a-f  6,  wie  dies  schon  die  Betrachtung  der  zweiten 
und  dritten  Form^  obiger  Formel  lehrt.  *' 

Dies  ist  natfirlich  Alles  ganz  richtig;  nur  bemerken  wir  in 
Bezug  auf  die  Worte :  „  Diese  Formel  ist  nach  aller  Schfirfe  rich- 
tig", dass  freilich  die  aus  der  Lehre  vom  einfachen  Pendel  ent- 
nommenen Formeln  1)  und  3)  bekanntlich  blosse  Näberungsformeln 
sind,  die  völlig  richtig  nur  fflr  den  Fall  auf  der  Cycloide  sein 
wflrden;  nun,  das  sind  so  bekannte  Dinge,  dasH  es  «ich  kaum 
der  Mfihe  verlohnt,  darauf  noch  besonders  aufmerksam  z,u  machen. 

Wenn  die  Schwingungszeiten  A  und  B  einander  gleich  sind, 
so  geben  die  Formeln  5)  oder  6); 
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abo  nach  1): 
woraon 


MUceUen.  SSS 


T) a+6  = 

folgt,  80  das«  also  a-^-b  die  Lfinge  des  einfachen  Pendels  Ist, 
welches  seine  Schwinf(ungen  in  gleichen  Zeiten  mit  dem  physi- 
schen Pendel  vollendet,  worin  bekanntlich  das  Princip  des  Ka- 
ter'schen  oder  vielmehr  Bohnenberger'schen  Reversionspen- 
dels eigentlich  liegt. 


V»n   dem   Heraongeber. 
Das  oft  in  Anwendung  kommende  Integral 

iSflSt  sich  sehr  leicht  auf  folgende  Art  finden.    Man  setze 
so  ist: 


/a»  Va*— j^  =fua:dx=ufxdx  -fdufxda:  =  Jtur«  -  I/o«». 
Nun  iat  aber 

also: 

/aa?V  a«-"ar*=  iarV  o«-a:*- i«« /*|~-j=4xV  a«  - jr*-4««Arctgtt, 
folgHch: 

/a^V  o*— Ä«=iarV  o«— a*-ifl*Arctang^^ 


Durch  dieselbe  Suhstitntioo  kann  man  auch 


A 


Vo«— «• 
findcii.    Es  ist  nlmlicb: 
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ood  folglich  nach  dem  Obigen: 

\ri«— j»"2t«(i+ii«)+Ty  «•(i+ii«) 

—       ^*  ^'  Z*^     a^  r    du 

^'lu{\^u!^y   2j   u*'^2j   1  +  fc* 


a: 


also: 


/  -7^^^.?===— iarVa«t-ar*-ia*Arctang 
*  /    V  «•  —  a:* 


Va*-:r« 


Nun  kann  man  auch  leicht 
finden.    Ea  ist  nämlich: 


also: 


folglich  nach  dem  Vorhergebenden: 


6-ar*. 


und   von  der  Richtigkeit   dieser  auch  sonst  natürlich    bekanDten 
Formel  Gberaeugt  man  sich  leicht  durch  Diferentlatioiu 
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Weitere  Aasfuhrang   der  politischen  Arithmetik. 

Von 

Herrn  Dn  X.  Oettinger^ 

Groythersoglkb    BadiMchem   Hofrathe   und   ordentlicbem   PmfeAsar   der 

Mathematik  an  der  UniTersitat  zu  Freibnrg  i.  B» 

(Fortsetrong  Ton  Nr.  V.  Tbl.  XXXVIL) 


Fünftes    Kapitel. 

Veber   die  Berecluiuni^  der  Kapitalwerthe   bei   ver- 

•etaledeBen   Haupt-   und  Kinseszinseu  und  über  Ter- 

minreclmuni^. 

§.66. 

Anwachsen    der  Kapitalwerthe    bei   verschiedenen 

Haupt-   und   Zinseszinsen.  ' 

In  der  neueren  Zeit  wurde  in  die  politische  Arithmetik  eine 
besondere  Methode  eingeführt,  die  Werthe  der  Kapitalien  zu  be« 
rechnen,  wenn  dieselben  grossere  Hauptzinse,  die  Zinse  selbst 
aber  kleinere  Zinse  abwerfen. 

Diese  Methode  wurde  und  wird  angewendet  bei  Summen,  deren 
fällige  Zinsen  nicht  zum  Kapital  geschlagen  werden  können,  oder 
so  unbedeutend  sind,  dass  sie  nicht  sogleich  wieder  als  Kapital 
in  gleichem  Zinsfuss  angelegt  werden  können,  wobei  sich  aber 
Gelegenheit  bietet,  auch  kleinere  Summen  zu  niedrigerem  Zins 
und  Zinseszins,  wie  bei  Sparkassen,  unterzubringen.  Ferner  in 
solchen  Fällen,  wenn  der  Werth  von  Gnuidstiicken  oder  Wal- 
dangen berechnet  werden  soll,  die  in  regelmässigen  oder  unre- 
gelmässigen Zeitabschnitten  Renten  abwerfen,  wobei  ein  niederer 
Zinsfuss  für  die  Berechnung  der  Zinseszinsen  anzuwenden  ist. 

Diese  Rechnungsweise  soll  hier  zu  dem  Zwecke  untersucht 
werden,  um  die  Frage  zu  beantworten:  in  wie  fern  diese  Methode 
zur  Vergleichung  von  Kapitafwerthen,  die  zu  verscbtedenen  Zei- 
ten i&llig  werden,  brauchbar  und  zulässig  ist? 

TheilXXXVII.  25 
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Nennt  man  den  Zinsfuss,  in  welchem  das  Kapital  K  verzinst 
wird,  Pf  denjenigen,  in  welchem  die  aus  dem  Kapital  fälligen 
Zinse  Z  verzinst  werden,  q,  so  ist  der  jährliche  Zinsenertrag 
des  Kapitals: 

1)  Z=«.0,Qp, 

und  die  Aufgabe  stellt  sich  so: 

Ein  Kapital  K  wird  gegenwärtig  zu  p  Procent  auf 
n  Jahre  so  angelegt,  dass  die  jährlich  fälligen  Zinse 
Z  zu  7  Procent  verzinst  werden.  Wie  gross  ist  der 
Werth  {S)  dieses  so  angelegten  Kapitals  sammt  Haupt- 
und  Zinseszinsen  am  Ende  des  «tteo  Jahres? 

Betrachtet  man  jede  so  fallig  werdende  Zinssumme  Z  für 
sich,  so  soll  sie  nach  der  Aufgabe  zu  q  Procent  verzinst  und 
mit  Zinseszinsen  in  Rechnung  gebracht  werden.  Die  Zinssumme 
des  letzten  Jahres  trägt  keinen  Zins,  die  des  zweitletzten  ein- 
jährigen Zins  und  erwächst  zu  Z.lfiq,  die  des  drittletzten  Jah- 
res trägt  zweijährige  Zinse  und  erwächst  zu  Z.  1,0^^  u.  s.  w. ; 
die  des  ersten  Jahres  trägt  (n — 1)  einjährige  und  erwächst  zu 
Z.  1,0^~^.    Zählt  man  diese  Werthe  zusammen,  so  erhält  man: 

2)  Si==Z.I,09«-H^1.09»-«+....Z.l,0^«+Z.l,0^  +  Z 

Nimmt  man  hiezu  das  angelegte  Kapital,  so  bestimmt  sich  der 
gesuchte  Werth  durch 

oder  darch  Einftihrang  des  Werthes  ans  No.  I) : 

3)    5=*:+i..o.Op.l^^=Är(i+o,(^.i^). 

Werden  die  Hauptzinse  halbjährlich  Kllig  und  geschieht  die  Ver- 
zinsung der  Zwischenzinse  auch  halbjährlich,  so  bleiben  die 
gemachten  Schlüsse  in  Kraft,  jedoch  mit  dem  Unterschie«]e,  dass 
sich  der  Zeitraum  auf  2n  Halbjahre  erstreckt  Daher  erhebt  sich 
in  diesem  Falle  die  Summe  auf: 


4)  s=ir(l+O.Opai=^=^> 


Sind  aber  die  Hauptzinse  jährlich  fUlig  und  gesebieht  die  Ver* 
zinsung  der  Zwischenzinse  halbjährlich,  so  ändern  sich  die  Schlüsse 
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hiernach.  Die  Zinssitniine  des  Bweitletzten  Jahres  erhebt  sich 
dann  auf  ZAJÜqx*»  ^^^  ^^^  drittletaten  auf  Z,\J(kjii^  u.  s.  w«,  und 
man  erhält  folgende  Reihe: 

Hieraus  entsteht  durch  ZuzähluDg  des  Kapitalwerthes: 

Die  Anwendung  dieser  Gleichungen  ergibt  sicti  leicht.  Wird  ein 
Kapital  von  1000  za  5  Procent  Hanpt-  und  3  Procent  Zwischen- 
zinsen angelegt,  so  erhebt  sich  sein  Werth  am  Ende  des  lOten 
Jahres  bei  jährlicher  Anlage  und  Verzinsung  nach  Mo.  3),  wenn 
die  angegebenen  Werthe  eingeführt  werden  auf: 

7)  5=1000(1 +  0,05.?^^^) 

=  1000(1  +  0.05 . 1 1,4638793)  =  1000 . 1,5731939 . . . .  =  1573,1939. 

Sind  die  Hauptzinse  jfihrlich  föllig  und  geschieht  die  Verzinsung 
b&lbjälirlicb.  80  ergibt  sich  ans  No.  6)  die  fragliche  Summe: 

8)  «.=1000(HO.O5.1|5^)=1000(l+O.O5.^g) 

=  1000. 1,5737882  =  1573,7882. 

Geschieht  die  .Verzinsung  halbjährlich  bei  Haupt-  und  Zwischen- 
Zinsen,  so  erwSchst  die  Summe  nach  No.  4)  auf: 

?)  Ä,  =  1000.  (l  +0,025.^^^pi) 

=  1000(1+0,025.23,1236671)  =  1000.1,5780917=  1578,091. 

Bei  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen  sind  nur  zwei  Arten  fGr 
das  Anwachsen  der  Kapitalien  möglich,  und  zwar  nur  die  jähr- 
liche oder  halbjährliche  Verzinsung«  För  diese  Fälle  ergeben 
sich  folgende  Werthe,  die  der  Vergleichung  wegen  hier  stehen 
sollen : 

10)  S  =  1000. 1,05"  =  1628,8946, 

11)  S  =  1000. 1,025*0=  1638,6164. 

Man  kann  von  den  in  No.  3)  und  No.  4)  erhaltenen  Gleichungen 

25* 
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auf  die  schon  bekaimten,   für  gleiche  Haupt-   und  Zwischenzinse 
geltenden  übergehen,   wenn  man  J9=9  setzt.    Es  entsteht  dann: 

12)  5=g(l+0,0/>.  ''*^')=  KAfip-. 

13)  S  =  if(l+O.Oft.^^^f^)=«l,Op.»-. 

Die  Gleichung  No.  6)    gestattet   diesen  Uebergang   nicht,    wenn 
man  ^  =  9  setzt     Es  entsteht: 


14)  Ä  =  is:(i+o.Op.^^^). 


und  nian  Icann    ihr  keine    analoge,  elementare  Bestimmung  zur 
Seite  stellen. 


§.  67. 

Gegenwärtiger  Werth  einer    kfiaftig    fSlligen  Summe, 
wenn    verschiedene    Haupt-    und    Zwiscbenzinse    ge- 
rechnet  werden* 

Die  in  §.66.  aufgesteHten  Gleichungen  zeigen,  wie  mau  von 
dem  Werth  einer  gegenwärtig  ßlligen  Summe  bei  verschiedenen 
Haupt-  und  Zwischenzinsen  auf  ihren  kfinlügen  übergehen  kann. 
Hiemit  ist  zugleich  das  Mittel  angegeben,  wie  man  umgekehrt 
von  dem  Werthe  einer  künftig  ßLlligen  Summe  unter  dieser  Vor- 
aussetzung auf  ihren  gegenwärtigen  übergehen  Jcann.  Diess  führt 
zur  Beantwortung  folgender  Frage: 

Eine  Summe  K  ist  am  Ende  des  nten  Jahres  un- 
verzinslich fällig.  Welches  ist  ihr  gegenwärtiger 
Werth  R,  wenn  die  Zinse  des  Kapitals  zu  fi,  die  Zinse 
der  Zinse  zu  q  Procent  gerechnet  werden? 

a.  Geschieht  die  Rabattirung  bei  Haupt-  und  Zwischenzin- 
jsen  jährlich,  so  ergibt  sich  die  Antwort  aus  der  Gleichung  No.  3) 
$.66.,  wenn  man  K  statt  S  und  R  statt  K  setzt.    Es  ist  dann: 


k^r{i^^»p^%~) 


und  hieraus: 
1)  R  = 


llOOfl  ''"^-'' 

1  +  W.^p.     ^j^ 
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b.  Geschieht  die  Rabattirung  der  Hanpt-  und  Zwischenziose 
halbjährlich,  so  erhält  man  auf  die  gleiche  Weise  aus  No.  4)  §.66. 
für  den  fraglichen  Werth  folgende  Gleichung: 


2)  Ä  = 


■+«*,.y^ 


c.  Geschieht  die  Rabattirung  der  Hauptzinse  jährlich»  die 
der  Zwischenzinse  aber  halbjährlich»  so  ergibt  sich  fiir  den  ge- 
suchten Werth  folgende  Bestimmung  aus  No.  6)  §.  66. : 

K 

3)  R= ^ 


14.00«  L09l!."=i' 

Auch  hier  kann  man  von  den  in  No.  1)  und  No.  2)  gefundenen 
Gleichungen  auf  die  Formeln  übergehen,  nelche  die  Grundlage 
der  Rabattrechnung  bilden»  übergeben»  wenn  man  die  Haupt-  und 
Zvrischenzinse  gleich  und  p^=^q  setzt.    Man   erhält: 

5)  Ä=  *  '^ 


1  +  OM-      0,0;,, 
Die  Gleichung  No.  3)  lässt  diesen  Uebergang  nicht  zu. 

Die  Werthbestimmung  der  besondern  Fälle  bietet  keine  Schwie- 
rigkeit» erfordert  aber  etwas  mehr  Arbeit»  als  die  gewohnliche 
Rabattirung. 

Ein  Kapital  von  1000  ist  am  Ende  des  lOten  Jahres  unver- 
zinslich fällig.  Wie  gross  ist  sein  gegenwärtiger  Werth»  wenn 
bei  5  Procent  Haupt-  und  3  Procent  Zwtschenzinsen  rabattirt  wird? 

a.  Geschieht  die  Rabattirung  der  Haupt-  und  Zwischenzinse 
jährlich»  so  ist  aus  No.  1): 

fi,  „ 1000 1000     _.„.^a. 

0)  " --  ^  _  _^  UPa'"- 1  - 1,573193» -°^''^'^' 

Ig  1000=3.0000000 
Ig  1,5731939 =0,1967822 

N.  2,8032178=635,6498. 
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b.  Geschiebt  dieselbe  balbjäbrKch,  so  ist  aus  No.  2): 

,,        P  1000 ?000^  ««ß «,«» 

'  1  .Ann«  1,015*0- 1-1.5780917-'***»''''"* 

li+ 0.028.     Qojg 

ig  1000  =  3^0000000 
lgl,S780917=0,1981323 

N.  2,8018677=633,6768. 

c.  Geschieht  die  RabattiroDg  der  Hanptzinse  jährlich,   der 
Zwischeazinse  halbjährlich,  so  ist  aus  No.  3); 

»        o  1000  1000         .^^^ 

^  .    »«.    1,018*>- 1  =  1,5737882=^'^°^' 

1+0,U5.  i^j54_J- 

Igl000=3,0000000 
Ig  1,8737882=0,1969462 

N.  2.8030838=635,4097. 

Bei   gleichen  Hanpt-  und  Zwischenzinsen   zu  5  Procent  ist  bei 
jährlicher  and  halbjährlicher  Rabattimng  der  gegenwärtige  Werth 

9)  Ä  =  ^  =  613,9133, 

10)  Ä  =  jJ^=610,2709. 


(.  68. 

WerthbestimmuDg    der    KapitaiieD    bei    wiederholter 
Anlage  und  verschiedenen  Haupt«  und  Zwischeozlnsen. 

Die  bisher  aufgefundenen  Gleichungen  führen  zur  Beantwor- 
tung folgender  Frage: 

Die  Summe  K  wird  wiederholt  In  n  Jahren,  je  am 
Ende  der  Jahre-  angelegt.  Wie  gross  ist  der  Werth 
sämmtlicher  Anlagen  im  Augenblicke  der  letzten,  wenn 
p  Haupt-  und  q  Zwischenzinse  gerechnet  werden? 

a.  Geschieht  die  Verzinsung  und  Anlage  jährlich,  so  hat 
man  die  Gleichung  No.  3)  §.  66.  auf  jede  dieser  Anlagen  anzuwen- 
den. Die  letzte  Anlage  trägt  keinen  Zins.  Ihr  Werth  ist  daher 
K,    Die  zweitletzte  Anlage  trftgt  einj&hrigen  Zins.   Ihr  Werth  ist 
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^(}+^JOp.^^l^\    Die  drittletzte  Anlage  trägt  zweijährige 

Zinse.    Ihr  Werth  ist  daher  k(i  +0,0^.''^^^)  «.  8.  f.     Die 
erste  Aolage  trägt  (n^l)  Jahre  lang  Zios»    daher  ist  ihr  Werth 

im   Aagenblicke   der    letzten   Anlage  K(1  +Ofip*  '  ^Tq Y 

Diese  fflhrt  zu  folgender  Darstellnng: 

I)  s=.K(l  +  Ofip}-^i^^) 

Lust  man  die  Klammern  auf  und  ordnet  die  Glieder ,  so  entsteht: 
K+K,O,0p.    QQ^    -   QQ^    . 

jf  ■  g  non  '>Py"'    *^Q'QP 


Hierin  erscheint  K  nmal.    Die  beiden  letzten  Reilien  haben  nur 
(ft  — 1)  Glieder.    Zählt  man,  um  die  Reihen  vollständig  zn  machen, 

^'ff^  zu  und  ab,  wodurch  der  Werth  von  No.  2)   unverändert 
bleibt,  so  geht  No.  2)  über  in : 

Der  gesuchte  Werth  bestimmt  sich  also  durch  folgende  Gleichung: 

3)  ^-^KT-'T+'g-Sfir)'  . 
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b.  Geschiebt  die  Anlage  und  Verzinsung  halbjäbriich ,  so 
fuhren  die  zu  a.  gemachten  Schlüsse  gleichfalls  znm  Ziele.  0er 
Zeitraum  erstreckt  sich  aber  auf  2n  Halbjahre ,  und  man  bat  in 
den  Torstehenden  Gleichungen  2n  statt  n,  pi  statt  p  und  qi  statt 
q  zu  schreiben.  Es  ergibt  sich  daher  fflr  die  Werthbestlmmuug 
sämrotlicber  Anlagen  unter  dieser  Voraussetzung: 

c.  Geschieht  die  Anlage  der  Summen  und  Haupfzinse  jfihr- 
lich,  die  Verzincning  halbjährlich,  so  hat  man  die  Gleichung  No.  6) 
§.  66.  wiederholt  anzuirenden  und  darin  allmälig  die  Werthe 
0,  1,  2,....n— 1  statt  n  zu  setzen.  Geschieht  diess  und  lOst  man 
die  sich  ergebenden  Ausdrücke  auf,  so  erhält  man  folgende  Zu- 
sammenstellung : 


S) 


«-r+i:.O.Op.j  Q^  ,_,  -^.,  ^,^  ,_j. 

JC+Ä.u,up.  j  (j^  „_,— Ä.  j  Q^  a_  j , 

wenn  im  letzten  Gliede  der  VervoUstäadiguDg  wegen  JT.  |  n  J tl,  i 

zu-  und  abgezahlt  wird.  Durch  Snmmirung  ergibt  sieb  ans  No.  6) 
folgende  Gleichung  für  den  gesuchton  Werth: 

Die  Gleichungen  No.  3)  und  No.  4)  lassen  sich  auf  die  schon  he- 
kannten  zurückführen ^  wenn  man  Haupt-  und  Zwischenzinse  (9=^) 
gleichsetzt.     Bei  No.  6)  ist  diese  Reduction  nicht  durchführbar. 

Die  Anwendung  der  aufgefundenen  Gleichungen  bietet  gleich- 
falls keine  Schwierigkeit,  wie  sich  aus  Folgendem  zeigt: 
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Eid  Kapital  von  2000  wird  in  den  10  folgenden  Jabreil.  wie- 
derholt zu  iproeeotigen  Haupt*  und  2proceDtigen  Zwiachensinsen 
angelegte  Zu  weicher  Summe  sind  diese  Anhigen  im  Augenblicke 
der  letzten  angewachsen? 

a.  Geschieht  die  Anlage  und  Verzinsung  jährlich,  so  ent- 
steht aus.No.  3),  wenn  ir=2000,  n=10,  p  =  4,  ^  =  2  gesetzt 
wird: 

.=a»o(,o-??i+|.!^^) 

=  2000(-I0+2.10,94972I0)  =2000.11,8994420=  23798,8840. 

b.  Wird  die  Hälfte  der  Summe  (1000)  halbjährlich  angelegt 
und  geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich,  so  ist  der  Werth  aus 
No.  4),  wenn  pi  =:2,   ^,  =1,    jr=  1000  gesetzt  wird: 

8)  5=1000  (20-20. 2  + 2.  ^J^pl) 

=  1000(— 20 -|-2.22»0190()40)  =  1000.24,0380080  =  24038>Q08. 

c.  Geschieht  die  Anlage  jährlich,  die  Verzinsung  der  Zwi- 
schenzinse  halbjährlich,  so  ergibt  sich  der  gesuchte  Werth  aus 
No.  6),   wenn   £"=2000,  p=4,   71  =  1    gesetzt  wird: 

-2000^0      ^  +  JL  0.2201900\ 

=  2000(-  9,9004975  +  21,8004544) 

= aOOO.  1 1,8999509  =  23799,9138. 

Sind  verschiedene  Kapitalwerthe  Ki,  K^,  K^ K»  am  Ende 

der  folgenden  n  Jahre  ftllig  und  goll  ihr  Werth  ffir  den  Zeitpunkt 
der  letzten  Anlage  bestimmt  werden,  so  ergibt  sich  derselbe, 
wenn  dieselben  Schlüsse,  wie  bisher,  gemacht  werden  durch  fol- 
gende Darstellung: 

und  es  muss  der  Werth  eines  jeden  Gliedes  ßir  sich  bestimmt 
und  alle  in  eine  Summe  vereinigt  werden. 
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Auf  gleiche  Weise  ergibt  eich  die  Werthbeetimaioog»  wenn 
die  Anli^e  und  Venioeung  halbjährlich  5  oder  weon  die  Anlege 
und  Zahlung  der  Hauptzioee  jährlich  und  Verzinesog  der  Zwi- 
schenzlnee  halbjährlich  geschieht. 

§.  09. 

Gegenwärtiger    Werth    künftig    fälliger    Summen    bei 
verschiedenen   Haupt-  und  Zwischenzinsen. 

Der  Gang  der  Untersuchung  ßihrt  auf  die  Beantwortung  fol- 
gender Frage: 

Am  Ende  der  n  folgenden  Jahre  ist  die  Summe  K 
fällig.  Welches  ist  der  gegenwärtige  Werth  dieser 
Summen,  wenn  p  Haupt-  und  q  Zwischenzinse  gerech- 
net werden? 

Erste  Auflösung. 

a.  Sind  die  Summen  am  Ende  der  Jahre  flillig  und  geschiebt 
die  Verzinsung  jährlich ,  so  hat  man  die  Formel  No.  1)  §•  67.  wie- 
derholt anzuwenden  und  allmälig  1,  2,  3 n  statt  n  zu  setzen. 

Hiernach  ist  der  gegenwärtige  Werth : 

1) 

b.  Geschieht  die  Anlage  und  Verzinsung  halbjährlich ,  so 
kommt  die  Gleichung  No.  2)  $.  67.  zur  Anwendung,  und  man  hat 
allmälig  1, 2,  3 2n  statt 2ft  zuschreiben.  Der  fragliche  Werth  Ist: 

2) 
„  K  . K_ .  K 


■+».«v.'-^ •^•■^•■-^X"'  ■^"»^•^X=*' 

c.  Geschieht  die  Anlage  und  Zahlung  der  Banptsinae  jähr- 
lich, die  Verzinsung  der  Zwischenzinse  halbjährlich,  so  kommt 
No.  3)  §.  67.  znr  Anwendung  und  man  erhält  f3r  den  gesuchten 

Werth : 

3) 

K  K  K    
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Sind  verMsbiedene  SumnieD  gegeben ,  so  bleiben  die  vorsteh- 
enden Gleichangen  in  Kräfte  und  man  hat  der  Reihe  nach  K^,  J^ 
K^t.,..Kn  in  den  entsprechenden  Gliedern  einzusetzen. 

Zffeite    Auflösung. 

Diese  beruht  auf  der  Anwendung  des  in  §.  10.  aufgestellten 
Lehrsatzes  in  Verbindung  mit  den  in  §.  68.  aufgefundenen  Glei- 
chungen No.  3),  4)  und  6).  Diese  Gleichungen  führen  den  Werth 
sämmtlicher  Anlagen  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  zurück.  Bringt 
man  nun  den  so  erhaltenen  Werth  nach  den  in  §.67.  angestell- 
ten SStzen  anf  den  Anfang  des  ersten  Jahres  zurück  und  setzt 
statt  K  den  für  iS  angezeigtön  Werth  ein ,  so  ist  die  Anfgabe 
geldst  Bezeichnet  man  nun  den  gegenwärtigen  Werth  dorch  R, 
so  hat  man 

a.  wenn  die  Summen  jährlich  ßllig  sind  bei  j&hrllcher  Ver- 
zinsung aus  No.  3)  §.  68.  und  No.  1)  §.  67. : 


^V'-J  +  g'     0,0y    ; 


^)  *= Ifign^i 


b.    wenn  die  Summen   halbjährlich  füllig  sind  bei  halbjähr- 
licher Verzinsung  aus  No.  4)  §.  68.  und  No.  2)  §.  67. : 


l+O^Opi- 


0%i 


c.  wenn  die  Summen  and  Hauptzinse  jährlich  föllig  sind  bei 
halbjährlicher  Verzinsung  der  Zwischenxlnse  aus  No.  6)  §.  68.  und 
No.  3)  §.  67. : 

Bei  Vergleichung  der  in  No.  l)— 6)  entwickelten  Gleichungen 
macht  sich  die  Bemerkung  geltend,  dass  die  correspondirenden 
No.  1)  und  4),  No.  2)  und  5),  No.  3)  und  6)  auf  gleiche  Werthe  fah- 
ren müssen  9  wenn  sie  zusammen  bestehen  und  gleichzeitig  Gül- 
tigkeit haben  sollen.  Aus  der  Form  und  dem  Inhalte  derselben 
dürfte  sich  aber  dieser  Nachweis  schwer  fUhren  lassen.    Es  tritt 
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daher  ein  gerechtes  Bedenken  gegen  das  Zasamraeobestehen  die- 
ser Gleichongen  auf. 


§.  70. 

Anwendungen. 

Um  die  eben  gemachte  Bemerkung  zu  verdeutlichen«  soll 
der  nachstehende  Fall  betrachtet  werden. 

Am  Ende  eines  jeden  der  folgenden  10  Jahre  ist 
die  Summe  10000  unverzinslich  fällig.  Wie  gross  ist 
der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher  Zahlungen,  wenn 
4  Procent  Haupt-  und  2  Procent  Zwischenzlnse  ge- 
rechnet werden? 

Erste  Auflosung.  Man  kann  die  Frage  nach  der  Glei* 
chung  No.  1)  §.  69.  beantworten,  indem  man  jede  föllige  «Sooime 
nach  der  Zeitdauer  rabattirt  und  zu  dem  Ende  dort  J^  =10000, 
p  =  4,   9  =  2  und   n  =  10  setzt.    Hiernach  entsteht: 

10000  10000 10000 

l+0,04-|j^g^     1+0,04 -p^-     1+0,04     Qj,^ 

10000 

Setzt  man  nun  die  .  angezeigten  Werthe  für  die  verschiedenen 
Potenzen  von  1,02  aus  den  Tafeln  ein  und  multiplicirt,  wie  ange- 
zeigt ist,  so  erhält  man: 

10000     10000       10000  10000  10000 

*^    *~  1,04  +  1,0808  +  1,122416  +  1,1648643  +  1,2081616 

10000      .       10000  10000      .      10000     ,      10000 

+  1,2523248  +  1,2973713  +  1,3433188  ^  1,3901851  +  1,4379888" 

Man  wird  am  besten  thun,  diese  etwas  mühevolle  Rechnung 
durch  Logarithmen  auszuführen.  Der  Werth  des  ersten  Gliedes 
«rgibt  sich  aus  den  Tafeln.    Hiernach  erhält  man: 

10000 
lgf^=3,9662547  =  Ig9252.406, 
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10000 
"^U224l6  =3.949851  =  lg  8909,496, 

10000 
*^  Ü648S43=*'^^^^^^^  =  te^8^'ö92 , 

10000 
'^i;2Ö8r6l6=^'^^^^^^  =  Ig8277,038, 

10000 
«g  7^2523248=^'®^^®^^  =  Ig7985,130, 

10000 
»g  12(^^3 = 3,8869357  =  Ig  7707,893 , 

10000 
'^1  3433188  =3,8718210=:lg7444,250, 

10000 
Ig  fj^^i  =3,8569274  =  Ig7]93,286, 

10000 
Ig  1  4^9888  =  3,8422445  =  Ig6954,156. 

Die  Zahlen  der  dritten  Reibe  sind  die  zugebiirigen  Wertbe.  Zählt 
man  sie  zusammen,  so  erhält  man  den  gegenwärtigen  Werth 
sämmtllcher  Zahlungen : 

2)  Ä=:  81923,732. 

Zweite  Auflösung.  Man  kann  aber  auch  die  Aufgabe  nach 
der  Gleichong  No.  4)§.  69.  losen,  wenn  der  Werth  sänimtlicher 
Zahlungen  auf  den  Zeitpunkt  der,  letzten  zurückgebracht  und  dann 
der  so  gefundene  Gesammtwerth  auf  die  Gegenwart  bei  4  Procent 
Haupt-  und  2  Proceot  Zwischenzinsen  reducirt  wird.  Durch  £in- 
fohrang  der  entsprechenden  Wertbe  in  die  genannte  Formel 
entsteht : 

3) 


JUUUU  \\M        2        2       0.02     )  _  10000(- 10 +  21,8994420) 


1  .  nni  ^0^'"-i  ""  1,4379888 

1+0,04.     ^^ 

118994,420 
=  1,4379888 -'*'**''"^' 

Igll8994,4  =6,0751613 
Ig  1,4379888=0,1577585 

N.  4,9174068=82681,02. 
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Man  erhält  in  No.2)  und  No.3)  zwei  Werthe,  als  AuflSsnng 
för  eine  and  dieselbe  Aufgabe»  deren  Unterschied  nicht  unbe- 
trächtlich 757^29  ist  und  in  den  Gleichungen  des  §.  69.,  wie  oben 
bemerkt  wurde»  gegründet  ist.  Zwei  verschiedene  Antworten  auf 
die  gleiche  Frage  Iconnen  nicht  zusammen  besteben.  Welches 
ist  der  richtige  Werth»  oder  sind  etwa  beide  unrichtig? 

Versucht  man  nun  nach  der  früher  öfters  angewendeten  Weise 
sich  dadurch  Aufklärung  in  der  Sache  zu  verschaffen,  dass  man 
die  in  No.  2)  und  No.  3)  gefundenen  Summen  zu  Grande  legt»  die 
fölligen  Zinse  Schritt  für  Schritt  zuzählt  und  die  jeweils  schul- 
digen Summen  der  Reihe  nach  abzieht»  so  misslingt  dieser  Ver* 
such.  Durch  eine  ziemlich  verwickelte  Rechnung  kann  man  zwar 
in  dem  unter  No.  2)  gefundenen  Resultate  zum  Ziele  gelangen» 
wenn  man  jede  der  dort  erhaltenen  Summen  für  sich  getrennt 
behandelt,  die  Haupt-  und  Zwischenzinse  fiir  sich»  getrennt  von 
der  betreffenden  Kapitalsumme»  verfolgt  und  dadurch  einzeln  die 
jeweils  fälligen  Suromen  von  1000  erzeugt.  Diese  Methode  Ist 
aber  so  künstlich  und  zusammengesetzt»  dass  sie  sich»  abgesehen 
von  der  beschwerlichen  Arbeit»  nicht  zur  Prfifung  empfiehlt. 
Sie  leidet  offenbar  an  der  erforderlichen  Klarheit  und  Einfachheit 
und  ist  nicht  auf  das  in  No.  3)  gefundene  Resultat  anwendbar» 
das  sich  nicht  in  solche  Einzelsummen  zerlegen  lässt.  Aasser^ 
dem  würde  man  hiedurch  nicht  viel  gewinnen  und  höchstens  zu 
dem  Schlüsse  gelangen,  dass  die  in  No.  2)  angewendete  Methode 
vor  der  andern  zolassbar  wäre»  wenn  man  kein  anderes  Mittel 
zur  Entscheidung  dieser  Frage  hätte. 


§.  71. 

Kritik  dieser  Methode. 

Dieses  Mittel  gewinnt  man  dadurch»  dass  man  von  einem 
Falle  ausgeht»  worin  die  Resultate»  worauf  die  Anwendung  die- 
ser Methode  führen  rouss»  zum  Voraus  bekannt  sind.  Wir  wäh- 
len hiezn  folgenden: 

1)  A  schuldet  an  B  ein  Kapital  von  2500»  das  am 
Ende  des  lOten  Jahres  unverzinslich  fällig  ist  und  das 
er  bis  zur  Auszahlung  zu  4  Procent  Zinsen  benutzen 
kann.  Schuldner  und  Gläubiger  kommen  Oberein,  dass 
sogleich  gezahlt  und  dass  bei  der  Vertheiinng  4pro- 
centige  Haupt-  und  2procentlge  Zwischenzinse  ge- 
rechnet werden.  Welche  Summe  hat  jeder  anzuspre- 
chen? 


Digitized  by 


Google 


der  pQimtchen  Aritkmettk.  379 

Zur  Beantivortung  dieser  Frage  sind  vorerst  die  Werihe  fest- 
zustellen, welche  jedem  der  beiden  Interessenten  im  Lanfe  der 
Zeit  zatalleo  und  sie  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  auf  die 
Gegenwart  zurückzubringen.  Die  4procentigen  Zinse  des  Kapitals 
betragen  2500x0,04=100.  Der  Schuldner  hat  also  am  £nde 
eines  jeden  der  folgenden  10  Jahre  100  anzusprechen.  Dem  Gl5u- 
biger  fällt  am  Ende  des  lOten  Jahres  die  Summe  2500  haar  zu. 

Nun  ist  klar,  dass  die  Summen,  welche  dem  Schuldner  und 
Gläubiger  aus  der  verfögbaren  Summe  von  2500  zuzuweisen  sind, 
zusammen  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  die  vorhandene 
Smnrae  betragen  können,  denn  die  vorliegende  Aufgabe  verlangt, 
dass  die  Im  Laufe  der  Zeit  den  beiden  Personen  zufallenden 
Summen  in  gleichzeitige  umgesetzt  werden,  um  darauf  hin 
das  vorhandene  Kapital,  ihren  Ansprüchen  und  Forderungen  nach 
Recht  und  Billigkeit  entsprechend  als  Aequivalent  zu  vertheilen. 

Bringt  man  nun  den  Werth  der  Forderung  des  Schuldners 
auf  die  Gegenwart  bei  4  Proceot  Haupt-  und  2  Procent  Zwischen- 
zinsen  zurück,  so  erhalt  man  nach  No.  1)  und  No.  2>§.  70. : 

2) 
100  .  100 100 

l+0,04.-j,-jg-       1+0,04.    ^^  1+0,04.-^ 


,02 


SS  819.23732. 


Bringt  man  den  Werth  der  Forderung  des  GlSubigers  auf  die- 
selbe Weise  auf  die  Gegenwart  zurfick,   so  erhält  man: 

,,         g_  2500 Ä00_  _ 

'         ^""i.AA.  1,02»- 1-1,4379888- "*•""' 
1+0,04.— ^Qg— 

ig2S00=  3,3979400 
Ig  1,437988=  01577555 

N.  3,2401845=1738,539. 

Hiernach  fordert  Schuldner  nnd  Glinbiger  gleichzeitig 

4)  S=Äi  +  «,=819,2373  + 1738^39=2557,776, 

also  xnsammen  eine  grossere  Summe,  als  die  vorhandene,  and 
mehr,  als  vertbeilt  werden  kann.  Diess  ist  ein  Widerspruch  in 
der  Sache. 

Würde  man  die  Tertiieilung  nach  der  zweiten  Methode  No.  4) 
§.09.  durchfahren,  so  hStte  der  Schuldner  zu  fordern: 
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100(10     4»0  .  4   l,02i«-l> 


V"        2    ^2        0.02     )_ 


5)  R,  =  — ^ 10210    7-^=826,8102 

nach  No.  3)§.  70.,  der  Gläubiger   wie  oben  No.  3).     Die   Forde- 
rungen beider  würden  daher  betragen : 

6)  Ä  =  Äi  +  ßj  =  826,8102  +  1738,539  =  2560,449. 

Diess  Resultat  führt  auf  die  gleiche  Ungereimtheit  wie  vorhin. 

Da  nun  die  in  §§•  66. — 69.  entwickelten  Gleichungen  fomeH 
richtig  sind,  denn  die  bei  ihrer  Begründuog  gemachten  Scblusse 
ruhen  ganz  auf  denselben  Grundsätzen,  wie  die  früheren  Metho- 
den, welche  zu  richtigen  Resultaten  führten,  so  kann  der  Grand 
der  Unrichtigkeit  nur  in  der  Anlage  des  Caiculs,  hier  die  ADHah* 
nien  der  verschiedenen  Zinsffisse  liegen.  Uiedurch  wird  man  zu 
folgendem  Schlüsse  geführt. 

7)  Sollen  Kapitalwerthe,  die  zu  verschiedenen  Zei- 
ten fällig  sind,  unter  einander  verglichen,  oder  ihrem 
Werthe  nach  in  gleichzeitige  verwandelt  werden,  so 
ist  hiebe!  die  Rechnung  mit  verschiedenen  Haupt-  und 
Zwischenzinsen  nicht  zulässig.  Wird  sie  dennoch  an- 
gewendet, so  führt  sie  auf  unrichtige  Resultate. 

Will  man  also  richtige  und  verifissliche  Resultate  bei  Ter- 
gleichung  der  Kapitalwerthe  erhalten,  so  darf  die  Rechnung  nur 
mit  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen  geführt  werden. 

Bestimmt  man,  um  diess  zu  zeigen,  die  gegenseitigen  For- 
derungen des  Schuldners  und  Gläubigers  bei  gleichen  Haupt-  und 
Zwischenzinsen  (4),  so  ist  die  des  Schuldners: 


8)  Ä1  =  100.— yj 


1— 1,04-w 


04 


:  811.08957, 


die  des  Gläubigers: 

9)  Ä.  =  pj^o=1688.9I04. 

Sie  fordern  zusammen : 

10)  S  =  «1  +  i?9  =  811,0895  -f  1688,9104  :^  2500. 

Bestimmt  man  die  Forderungen  beider  durch  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen,  also  bei  4  Procent  Haupt-  und  0  Procent  Zwi- 
schenzinsen,  so  ist  die  des  Schuldners: 
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^  — 1,04  + 1,08  ■•■  1,12  +  •  •  ÜÖ 

=  96,1538 +  80,6452 
92,5925  78,1250 
89,2857  75,7576 
86,2069  73,5294 
83,3333  71.4285 
447,5723  379,4857 

11)  Ä,  =447,5723+379,4857  =  827,0580; 
die  des  tilSnbigers  ist: 

12)  12^  =  ^=1785,7142; 

die  Kordeningen  beider  betragen  sasammen: 

13)  S^Ri  +  R^=  827,0580+1785,7142  =  2612,772.... 

Vergleicht  man  die  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Re- 
soltate,  80  ergibt  sich,  dass  die  Rechnung  mit  gleichen  Haupt- 
und  Zwischenzinsen  auf  ein  richtiges,  die  übrigen  Methoden  auf 
unrichtige  Resultate  fuhren,  dass  die  Rechnung  mit  einfachen 
Zinsen  sich  am  weitesten  von  dem  richtigen  Resultate  entfernt, 
dagegen  die  mit  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischenzinf>en ,  die- 
sen Fehler  verbessernd,  sich  dem  richtigen  Resultate  nähert,  und 
zwar  um  so  mehr,  je  weniger  die  Haupt-  und  Zwischenzinse  von 
einander  abweichen,  dennoch  abe^  unrichtig  bleibt.  Die  Rich- 
tigkeit der  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  Lehrsätze  erhalten  hie- 
durch  eine  weitere  Bestätigung. 


8.72. 

Allgemeiner  Beweis  Aber  die  Unrichtigkeit  der  Rech- 
nung  mit  verschiedenen   Haupt-  dnd   Zwischenzinsen. 

Um  diesen  Beweis  im  Allgemeinen  zu  führen,  gehen  wir  von 
den  im  ersten  und  dritten  Kapitel  aufgestellten  Grundsätzen  aus. 
Dort  wurde  gezeigt,  dass  wenn  ein  Kapital  K  bei  dem  Zinsfuss 
p  in  n  Jahren  zurückgezahlt  (getilgt  und  verzinst)  werden  soll, 
diess  so  zu  geschehen  habe,  dass  in  den  einzelnen  Jahren  fol- 
gende Summen  gezahlt  werden  müssen: 

Tk<il  XXXVII.  96 
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worin  Xf|,  L^,  L^,....Ln  die  in  den  einzelnen  Jahren  za  zahlen- 
den Summen  und  Ai,  A^i  A^f,.,,An  die  Tilgungssummen  bedeu- 
ten, 80  dass 

ti)  K=A,  +  A^  +  A^  +  ..^.An 

ist.  Bei  dieser  Anordnung  werden  zwei  Dinge  einander  gegen 
über  gestellt:  der  gegenwärtige  Betrag  der  Schuld  K  und  die  hn 
Laufe  der  Zeit  allm&lig  zu.  zahlenden  Summen  L|y  L^,  .... /^. 
Beide  Dinge  sind  ihrem  Werthe  oder  Inhalte  nach,  nicht  aber 
in  der  Grösse  der  Summen  einander  gleich. 

Jede  Methode,  welche  so  geeigenschaftet  ist,  dass  sie  die 
allmfilig  fällig  werdenden  Summen  auf  den  ihnen  gleichkoinmeB- 
den  Wertfa  K  zurückbringt,  wird,  wie  diess  in  der  Natur  der 
Sache  liegt,  ein  richtiges  Resultat  bedingen  und  deswegen  au 
lässig  sein.  Diese  Bemerkung  wird  nun  ,auch  zur  Prufunf^  für 
die  in  Frage  stehende  Rechnungsmethode  dienen.  Genügt  sie 
dieser  Bedingung,  so  ist  sie  als  richtig  anzuerkennen;  genügt  sie 
nicht,  80  muss  sie  als  unrichtig  zurückgewiesen  werden. 

In  §9.3.,  6.  und  42*  wurde  auf  drei  Ferschiedenen  Wegen  der 
Beweis  geliefert,  dass  die  Gleichung 


3)  ^=ä+i^«+i;|"3+    -^ 


der  genannten  Bedingung  genügt,  und  den  richtigea  Kapital werth 
angibt,  wenn  die  einzelnen  Glieder  in  dem  Zinsfuss  rabattirt  wer> 
den,  worin  das  Kapital  verzinst  wird. 

Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  verschiedenen  Haupt-  (p) 
und  Zwischenzinsen  (q)  auf  die  fölligen  Suromen  in  No.  I)  an,  so 
hat  man  dieselben  der  Reihe  nach  zu  rabatdren  und  zu  d^em  Ende 
1,2,  3,.... n  statt  n  und  Li,  L^,  L^,....!^  statt  R  in  No.  1)  $.67. 
SU  setzen.    Hiedurch  entsteht: 
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Soll  n«n  die«e  Gleichung  genfigen,  so  muss  der  IVerth  aller 
Glieder  aaf  der  rechten  Seite  dem  gegebenen  Wertbe  K  gleidi- 
luMiunen«  ' 

Um  diese  xa  entscheiden 9-  hat  man  die  correspondirenden 
Glieder  10  No.  4)  und  No.  3)  der  Reihe  nach  unter  einander  zu 
vergleichen.    Setxt  man  su  dem  Ende  der  Körze  wegen  p  statt 

1^,   so  dass  l^Op' =  (1  *f  p)**  nnd  q  statt  j^,   so   dass  I.O^'' 

=  (1+9)''  ^^^9  und  bezeichnet  die  Binomial •  Coefficienten  der  Reibe 
nach  mit  ri»  r^t  r^$'»'-Tr,  so  bat  man  Folgendes: 

6)  (1  +py=:  1  +  r,p  +  r.p»  +  i^p»  +  •...  Vrp', 

^^ +rip  +  r>ip.p+r9p.p^+....rrp>p^'-^ 
(1  +  ^)'^  =  1  +  riq  +  r.9«  +  r,}»  +  ....  ng^ 

— -y^=n  +r^^  +  r^9^  +  r^g^'¥rrg^K 
folglich : 

1+P- ^lr-—  =  i+riP  +  r^p.q+r^p.qHr4P'q^  +  ....rrp.q^^^ 

Vergleicht  man  nun  den  Werth  der  Reihe  No.  5)  mit  dem  von 
No.  6),  so  zeigt  sich  leicht,  dass  derjenige  der  erstem  grosser, 
als  der  der  zweiten  ist»  wenn  p^q  und  r  grösser  als  1  ist«  denn 
Dor  die  beiden  ersten  Glieder  in  No.  5)  und  No.  6)  sind  einander 
gleich.    Hieraus  folgt»   dass 

oder  in  der  ursprfinglichen  Form 

7)  I>V>l+0,0;i.^^^~ 

ist  Rlr  p>9  und  r  >  1.  Ist  p  =  gp  so  werden  beide  Reihen 
einander  gleich»  wte  diess  schon  auf  andere  Weise  in  §.06.  und 
§»  67.  gezeigt  wurde.     Aus  No.  7)  folgt  umgekehrt,   dass 

"  '     '^"^^:^^^ 

tat,   ftir  r>I  und  p^q. 

Hieraus  zeigt  sich»  dass  der  Werth  der  Reihe  No.  4)  nicht 
auf  denselben  Werth  wie  die  Reihe  No.  3),  sondern  auf  einen 
f^rOssern  ffibren  rouss»  weil  alle  Glieder  in  No.  4)  mit  Ausnahme 
des  ersten  grosser  sind  als  die  in  No.  3)»  und  dass  also  die  Rech* 
nnng  mit  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischenzinsen  anf  unrich- 

26* 
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tige  Werthe  Itihrt.  Das  €letcbe  gilt,  wenn  die  Rabatdrang  halb- 
jftbriich  geschiebt. 

Hiernach  ist  der  in  No.  7) }.  71.  aufgestellte  Satz  ailgemein 
bewiesen. 

Die  Anwendung  anf  besondere  Fälle  bestätigt  die  Richtigkeit 
dieses  Satzes.  So  ist  z.  B.  der  gegenwärtige  Werth  der  Somine 
10000,  die  am  Ende  eines  jeden  der  folgenden  10  Jahre  fölltg 
ist,  bei  4  Procent: 

1  — 104-w 

9)  Ä  =  10000.^—^^ —  =  81108,958, 

während  sich  derselbe  bei  4procentigen  Haupt-  und  2procentigen 
Zwischenzinsen  nach  No.  2)  §.  70.  (erste  Methode)  zu 

10)  R  ==  81923,732, 
und  nach  No.  3)  §.  70.  (zweite  Methode)  zu 

11)  .  Ä  =  82681,02, 

und  bei  einfachen  Zinsen  (4  Proc.  Haupt-  und  0  Proc.  Zwischen- 
zinsen) nach  No.  11)  §.  71.  zu 

12)  Ä  =  82705,80 

berechnet.  Offenbar  kann  nur  eines  dieser  vier  Resultate  das 
richtige  sein.  No.  9)  gibt  den  richtigen  Werth  an.  Die  übrigen 
sind  unrichtig. 

Mit  dem  Gesagten  ist  allerdings  die  Benutzung  der  hier  ge- 
zeigten Methode  für  subjective  Zwecke  nicht  ausgeschlossen. 
Ihre  Resultate  mugen  in  manchen  Fällen  sogar  erwünschte  An« 
haltpunkte  bei  Vergleichungeo,  als  Annäherung  an  die  richtigen 
Werthe,  bieten.  Objectiv  betrachtet  ist  sie  im  Calcul  unzuUUi- 
sig,  und  einer  wissenschaftlichen  Begründung  der  politischen 
Arithmetik  liegt  nach  meiner  Ansicht  die  Pflicht  ob ,  hierauf  auf- 
merksam zu  machen  und  sie  als  unrichtig  zu  bezeichnen,  nicht 
aber  dem  Leser  die  Wahl  zwischen  einer  richtigen  und  unrichti- 
gen Methode  zu  überlassen,  ohne  diess  angedeutet  zu  haben. 
Wählt  er  ungeachtet  dieser  Hinweisung  dennoch  die  unrichtige 
Methode,    so  mag  er  es  auf  seine  Gefahr  thun. 

Termin-  oder  BWtireeliniaiiff. 

§.  73. 

Rcduction    ibehrerer   Zahlungssummen    auf  einen 
bestimmten   Zeitpunkt. 
Die  sogenannte  Temin-  oder  Zeitrechnnng  findet  in  den  ver- 
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schiedeneo  Lehrbfiohern  eine  besondere  Stelle.  Sie  eoU^  auch 
hier  kurz  ern-ähnt  werden.  Ich  habe  8ie  zvrar  schon  in  meiner 
Anleitung  }.  15.  und  §.  40.  angeführt  und  auf  die  richtige  Berech- 
nuugeneise  hingedeutet,  die  Sache  selbst  aber  nicht  näher  erör- 
tert, da  Ich  es  fiir  genügend  hielt,  die  Elemente  eines  richtigen 
Caicuis  im  Allgemeinen  gezeigt  zu  haben.  Es  wird  abrigeus 
sachgemäss  sein,  hier  das  Wesentliche  der  Sache  hervorzuheben, 
am  den  hierher  gehörigen  Fragen  die  richtige  Stelle  anzuweisen, 
da  auch  hier  die  Ansichten  schwanken  und  aus  einander  gehen. 

Sind  nämlich  mehrere  Suromen  (gleiche  oder  ungleiche)  un- 
verzinslich im  Laufe  der  Zeit  ßillig  und  soll  ihre  Gesammtsurome 
auf  einmal  gezahlt  und  der  hiefur  erforderliche  Zeitpunkt  bestimmt 
werden,  so  nennt  man  die  hiefär  dienende  Methode  Termin-, 
auch  Zeit- Rechnung. 

Die  meisten  Lehrbucher,  welche  diese  Frage  behandeln, 
wenden  zu  ihrer  Beantwortung  die  Rechnung  mit  einfachen  Zin- 
sen an.  Nur  wenige  benutzen  zu  ihrer  Lösung  die  Zinszins- 
rechnnng,  ohne  jedoch  den  nöthigen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
der  einen  oder  der  andern  zu  geben  und  die  Frage  zu  entscheiden. 

Die  billigen  Summen  können  entweder  unter  sich  verschie- 
den oder  einander  gleich  sein.  Diess  ändert  im  Entwicklungs- 
gange nichts.  Da  die  letztere  eine  einfachere  Behandlung  zu- 
läset,  so  werde  ich  mich  hierauf  beschränken.  Der  Schluss  in's 
Allgemeine  ergibt  sich  dann  leicht.  Wir  heben  hauptsächlich 
folgende  zwei  hierher  gehörige  Probleme  hervor. 

1)  Am  Ende  der  folgenden  n  Jahre  ist  jeweils  die 
Summe  JT  unverzinslich  fällig.  Statt  aller  Zahlungen 
soll  nur  eine  gemacht  werden.  Wie  gross  Ist  der  be- 
zügliche Wertb,  wenn  die  Gesaromtzahlung  sogleich 
oder  am  Ende  des  ersten,  zweiten,  u.  s.  w.,  oder  des 
letzten  Jahrs  gemacht  und  p  Procent  Zins  gerech- 
net werden 

a.  bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen? 

b.  bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 

Auflösung  zu  a.  Nennt  man  den  Zeitpunkt,  zu  welchem 
die  Gesammtzahlung  gemacht  werden  soll,  x^  so  hat  man  den 
Werth  sämmtlicber  Summen  auf  diesen  Zeltpunkt  surückzubrin- 
geo.  Die  Summen,  welche  bis  zu  diesem  Zeitpunkte,  fällig  sind, 
ballen  folgenden  Werth : 
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die  SummeD,  welche  nach  diesem  Zeitpaokte  ftllig  eind,  MgeBden: 

die  Gesaraint- Zahlung  bestimmt  sich  daher  durch  folgende  Glei* 
chuDg: 

IN   C-.  jr  ^^QP^"'  -  r  l-J,Qp-*+'      -.  l,qp*-l,0/^"4^^ 

-jT  10«.  Izii^^jr      ^^QP"-' 
-.Ä-.l,!^..      ^jj^      =^Ö,0p.l,()p-"5- 

Auflösung  zu  b.  Behandelt  man  die  fälligen  Summen  «rie 
unter  a.  mit  einfachen  Zinsen»  so  erhfilt  man  zur  Bestimmung  des 
Gesamro twerthes  Folgendes : 

*='(>^TB^)+'('+T^)+-'(>  +  4)+' 

K  K  K  K 

"'■j;^+r52;;+i;o^+—i.o(n-a:)p* 

.^;    ^-^V   +      200      )^\^^\mv^''\SS{n^xyp 

Wir  w&hlen  sur  Verdeutlichung  des  Gesagten  folgenden  Falk 
der  einen  etwas  grossem  Zeitraum  umfasst,  damit  die  abwei* 
cbenden  Resultate  stärker  hervortreten,  was  bei  kleinern  Zeit- 
räumen nicht  der  Fall  ist. 

6)  Am  Ende  der  folgenden  15  Jahre  sind  je  1000  «n- 
versinslich  fällig.  Statt  aller  Zahlungen  soll  nur  eine 
gemacht  werden.  Wie  gross  ist  der  betreffende  Wertb» 
wenn  die  Gesamratzahlung  sogleich  oder  am  Ende  des 
ersten,  zweiten,  u.  s.  w.,  oder  letzten  Jahres  geleistet 
und  5  Procent  Zins  gerechnet  werden 

a.    bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsep? 

h.    bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 

Setzt  Man  nun  in  No.  4)  und  5)  jr=zl000,  p=xö,  ncslö,  and  filr 
X  allmälig  die  Wertfae  0,  1,  2,....  15,  fiUirt  dann  üe  erforderli- 
chen Werthe  aus  den  Tafeln  §.  14.  ein  und  die  angeseigten  CS«- 
Schäfte  aus,  was  ohne  Schwierigkeit  geschehen  kann,  bo  erUUt 
man  folgende  Zusammenstellung,  worin  die  Resultate  der  Rech- 
nung angegeben  sind : 
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Zeit. 

Geiammtleigtnng   nach 

Gtesammtleistung   nach 

(Ende  des 
Jahre«.) 

der  Bwbnung  mit  Zin- 
Moöiuea.   ' 

d«r  Bechnong  mit  «in- 
iacben  Zinwg. 

Gegenwart. 

10379,6680 

10980,8352 

1 

10896.6409 

11409,4066 

2 

11443,5730 

11871,1713 

3 

12015,7516 

12365.1107 

4 

1261»,8392 

12890,1107 

5 

13247.3661 

13414,9494 

6 

13908,7345 

14028,2828 

7 

14605,2212 

14638,6276 

8 

15335,4823 

15274.3419 

9 

16102,2564 

15933.6011 

10 

16907,3692 

16614,3704 

11 

17752,7376 

17314,3704 

12 

18640,3745 

18031,0370 

13 

19572.3932 

18701,4718 

14 

20561,0129 

19602.3810 

15 

21678,5636 

20250 

Man  sieht  aus  dieser  ZusammensteliHng  die  bedeutenden 
Abweichungen,  worauf  die  Werthbestinimungen  fubren.  Man  kann 
nun  die  Gesammtsumme  irgend  eines  Jahres  herausheben  und 
sie,  wie  früher  geschah,  Schritt  für  Schritt  verfolgen  und  wird 
die  bisher  aufgestellten  Sätze  bestätigt  finden»  wornach  die  durch 
einfache  Zinsrechnung  ermittelten  Werthbestinimungen  unrichtig 
und  die  durch  Zinszinsrechnung  ermittelten  richtig  sind. 

}.  74. 

Bestimmung  der  Zablungszeit  (Termin)  einer  Gesammt- 
summe statt  der  einzeln  fälligen  Zahiungssummen. 

Hier  handelt  es  sich  um  Beantwortung  folgender  Frage: 

Am  Ende  der  folgenden  n  Jahre  ist  jeweils  am  Ende 
der  Jahre  die  Summe  K  unverzinslich  fällig.  Die  Ge- 
sammtsumme S=inK  soll  auf  einmal  gezahlt  werden. 
WanamuBs  die  Zahlung  geschehen,  wenn  p  Prbcent 
gerechnet  werden 

».    bei  der  Rechnung  mit  Zinae^ziBseo? 

b.    bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 
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Erste    AuflusuDg. 

Zu  a.  Man  nenne  die  Zahl  der  Jahre,  nach  deren  Ablauf 
die  Gesaromtsumnie  gezahlt  werden  muss»  x,  und  bringe  dann 
den  Werth  aller  Zahlungen  auf  die  Gegenwart  zurück.  Dadurch 
entsteht : 

.  K  K  K    _      l-l^Qp-" 

Eben  so  bringe  man  den  Werth  der  nach  x  Jahren  ftlligen  Ge- 
sammtsumme  auf  die  Gegenwart  zurück.     Es  entsteht : 

Beide. Werthe  müssen  einander  gleich  sein.    Man  erhält  daher: 

und  hieraus  nach  den  erforderlichen  Umänderungen: 

^^  ^--     lgl,Op    -  Ig  1,0p 

wenn  statt  S  und  R  die  Werthe  aus  No.  ])  und  2)  eingeführt 
werden.  Diese  Auflösung  findet  sich  in  meiner  Anleitung  §•  40. 
in  anderer  Form  vorgetragen. 

Zu  b;  Wendet  man  dieselben  Schlüsse  auf  die  Rechnung 
mit  einfachen  Zinsen  an,  so  hat  man: 

S  5.100    _  ni:.  100 

^^  ^»-1.0;rp-100  +  :rp-100+:rp* 

Beide  Werthe  müssen  einander  gleich  sein,  und  es  ist: 

100.5         wir.  100 
^^  ^-100  +  irp^lOO  +  :rp' 

und  hieraus: 

100.  S       100 
'         ,  Rp        P 

Ist  nun,  wie  in  dem  Falle  No,  6)  §.73.  die  Summe  1000  jeweils 
am  Ende  der  16  folgenden  Jahre  unverzinslich  fftllig,  und  fragt 
man :  Wann  muss  die  Gesammtsumme,  von  jetzt  an  gerechnet, 
gezahlt  werden,  wenn  6  Procent  Zins  gerechnet  werden?  so 
erhält  man  zur  Bestimmung  dieses  Zeitpunkts  durch  EinRlbrang 
der  entsprechenden  Werthe 
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a)  bei  der  Recbnnng  mit  Zinseszinseii  au«  No.  4) : 

_  lg  IS -»g  »0.3796680  _  1,1760913-1.0161831 
^f         ^-  Ig  1,05  -  0.0-211893 

0,1899082 
-0,021 1893 -^'**^*'^' 

Ig  0,1599082  =  0,2038707- 1 
Ig0,0-il  1893  =  0,3261 167—2 

N.  0,8777540       =7.546647; 

b)  bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  wenn  man  in 
No.  8)  die  entsprecbenden  Wertbe  mit  Rficksicht  auf  No.  7)  §.  73. 
A  =  10980.8352  einsetzt : 

in.      _  15000.100       100        300000       ,«_-«,„»» 
m)    *- 5. 10980,8352—  5   "  10980,8352  -  -«"-  '•^-«*«, 

Ig300000= 6,4771213 
Ig  10980.83 =4.0406354 

N.  1,436)859=27,32032. 

Zweite  AuflSsnng. 

Za  a.  Man  bringe  den  Werth  sfimmtlicher  Summen  auf  den 
Zeitpunkt  der  letzten  Zahlung  zurflck.     Hiernach  erhält  man: 

11)  s,=f.i,o^-»+jr.i,oj»"-«+jr.i,(^«^«+....jr.i,Op+i: 

-*•     0.()p    • 

Nun  beziehe  man  die  Zeit,  in  welcher  die  Gesammtsumme  ge- 
zahlt werden  rouss,  auf  denselben  Zeitpunkt,  nenne  die  Zeit, 
welche  zwischen  beiden  Zeitpunkten  liegt,  2,  und  Rihre  sodann 
den  Werth  der  Gesaromtzahlung  auch  auf  den  Zeitpunkt  der 
letzten  Zahlung  zurflck.    Es  entsteht: 

12)  S,  =  S.  l,fl]p«  =  nJr.  1,0!p». 

Ans  No.  11)  und  12)  entsteht,  da  beide  Wertbe  gleich  sein  müssen, 

S.  l,()px=  S,  =  r..^^^^= niT.  I,Op«, 
and  hieraus: 
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Zu  b.    Wendet  man   dieselben  Sebliiase  auf  die  Recbnung 
mit  eiofachen  Zio^en  an,  «so  erhält  map: 

M) 

<»+"-fe'-^iS>)="<'+"-i^iSi)="'('+^)  • 

uad  hieraus: 

»-1 


16) 


2 


Dies«  ist  di«  Methode,  welche  gewuhniicb  zur  AuflüsuDg  die- 
ser Aufgabe  gegeben  wird  und  auch  in  meiner  Anleitung  §.  15. 
in  etwas  allgemeioerer  Form  mitgetheilt  ist 

Werden  nun  die  entsprechenden  Zahlenwerthe  eingeiuhrt,  so 
ergibt  sieb  im  vorliegenden  Falle  aus  No.  13): 


16) 


1,05"— 1 
_'g  '  0.05      ~"'g*^     lg21.57886a6-lslS 
*-  Ig  1.05  -  Igl/M» 

_  1,3340225-1.176091^  _  0,1579312 
—  0,021 1893        ~  —  0,021 1893  '^  ^•**'"*>' 


Ig0,1579312  «0.1984079-1 
lgO,02U893  -0.3261167  -  2 

N.  0.8723512     =  7,433345. 
Aus  No.  15)  wird : 

17,  .=!»fi=7. 

Dritte  AaflOanog. 

Zu  a.  Map  nebme  an,  dasa  die  Gesammtsuniine  in  x  Jahren 
▼00  jetzt  an  gerechnet  zu  zahlen  sei  und  bringe  dann  den  Werffa 
•Immtiicher  Zahlungen,  welche  vor  und  nach  diesem  Zeitpunkte 
ftlilg  sind  •  auf  diesen  Zeitpunkt  zurück.    Hiernach  ist : 

18)  ^  =  i:.i,Op*-*  +  K.  1,0p»-*  + ....  jr.i,Op  +  K 

jr       JT       jr  K 

+  i,Qp  "*"  iTp  +  XÄP  "*■  ••  1,0p-' 

Diess  ffihrt  zu  der  Gleicbauf : 

19)  ^="*-'^— oli^'*'^"     'O.Qp  • 
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Hterauü  erhSit  man  nach  den  nOthigen  Umformungen : 

20)  x  = j^,;^ 

DieM  ist  dieselbe  Gielehaog,  welche  id  No.  4)  gefuedeo  wor^«. 

Zu  b.  Man  kann  nun»  wie  unter  a. ,  so  auch  Ar  die  Rech- 
nung mit  einfachen  Zinsen  eine  Gleichung  zur  Auffindung  dieses 
Zeitpunkts  entwickeln.  Ihre  Aufstellung,  noch  mehr  aber  ihre 
Auflösung,  ist  aber  mit  solchen  Weitläufigkeiten  verbunden,  dass 
es  sich  der  Muhe  nicht  lohnt,  zumal  In  Aussicht  steht,  dass  sie 
auf  ein  von  deu  bisher  gefundeaea  verschiedenes  Resultat  fah- 
ren wird. 

Eine  vierte  Auflösung  zu  a.  ergibt  sich,  wenn  man  wie 
bei  der  dritten  verfährt  und  den  Zeitpunkt  der  Gesammtleisimg 
auf  den  d^r  letzten  Zahlung  besieht  Man  erhält  dann  folgende 
Gleichung : 

21)  nK-K.      o(^      +  K.     o.(^     -^- *''^     *  ^».    ' 
and  hieraus: 

22) 


y-%^- 


•Ig« 


lgl,Qp 
Diese  Ist  die  in  No.  13)  gefundene  Bestimmung. 

Vergleicht  man  nun  die  gefundenen  Resultate,  so  stimmen 
die  durch  Zinszinsrechnung  gefundenen  unter  sich  genau  fihereln. 
Der  Werth  von  x  bezieht  den  Zeitpunkt  der  Gesammtzahlung 
auf  die  Gegenwart ;  der  von  z  auf  denjenigen  der  letzten  Zahlung. 
Beide  Werthe  ergänzen  sich  gegenseitig  und  es  ist 

x=ii^t»15-7,4533tö^7,646a65, 

wie  denn  n  =  x  +  z  sein  muss.  Die  unbedeutende  Differenz  In 
der  letzten  Ziffer  rührt  von  der  Rechnung  mit  Logarithmen  her, 
wobei  die  letzte  Ziffer  nicht  immer  zuverlässig  ist.  Es  lässt  sieh 
nämlich  aus  Ne«4)  und  No.  13)  leicht  naehweisen»  dass  n=a;-fz 
sein  muss,   denn  es  ist: 

ten^tg— g;^^     Ig-^^^ Ign 

*•  +  '"       igi,op       ;       igX^P 

,  l,Op«-l     ,    l,Qp^^l      .1,0^^-1     ,.l>Qp"~l,.  ,^ 

= igp^ ^—^ — i^ij5r        ' 
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also: 
23)  ,+,__j^^  _____„. 

Diese  Hasinonie  findet  bei  deo  durch  die  Rechnung  mit  ein- 
fachen Zinaen  gefundenen  Resultaten,  wie  man  sieht,  nirht  statt. 
Sie  widersprechen  sich  und  den  eben  geroachten  Bemerkungen, 
denn  nach  No.  10)  soll  die  Gesammtzahlung  in  7,320. ••.  von  jetzt 
an  gerechnet,  und  nach  No.l?)  soll  si«  7  Jahre  vor  der  letzten 
Zahlung 9  also  in  8  Jahren  von  jetzt  an  gerechnet,  geschehen. 
Sie  fiShren  offenbar  auf  unrichtige  Resultate. 

Aus  dem  Gesagten  geht  nnziv'eifelhaft  hervor,  dass  bei  der 
sogenannten  Termin -.oder  Zeiti'echnung  die  Rechnung  mit  ein- 
fachen Zinsen,  wie  überall,  auf  unrichtige  Resultate  führt  und 
daher  unzulässig  ist,  obgleich  sie  in  verschiedenen  Lebrbdchern 
als  unbeanstandet  vorgetragen  wird. 

Man  kann  die  Richtigkeit  der  in  No.  4)  und  No.  13)  gefunde- 
nen Resultate  durch  den  Thatbesfand  nachweisen,  wenn  man 
Schritt  für  Schritt  die  Zahlungsleistungen  verfolgt,  die  Gesammt- 
summe  an  dem  festgestellten  Zeitpunkte  verabfolgt  und  dann  die 
Rechnung  bis  zur  letzten  Zahlung  fortführt.  Diess  lässt  sich  in 
Kürze  auf  folgende  Weise  zeigen. 

Hat  Jemand  in  den  folgenden  15  Jahren  je  1000  zu  zahlen 
und  zahlt  er  die  Gesammtsumme  von  15000  erst  in  7^466.,.. 
Jahren  auf  eiomal,  so  Ist  seine  Schuld  am  Ende  des  7ten  Jahres 
bei  5  Procent  auf 

S  =  1000. —^  =8142,0085 

angewachsen,  weil  er  in  der  Zwischenzeit  keine  Zahlung  leistete. 
Nimmt  man  der  kürzern  Rechnung  wegen  den  Zeitpunkt  der  Ge- 
sammtzahlung  zu  7,546  Jahren  an,  so  betragen  die  Zinse  dieser 
Schuld  in  0^46  Jahr  8142,085.0,546.0,05  =  222,2768.  Daher  er- 
wächst seine  Schuld  bis  zu  dem  bestimmten  Zeitpunkt  auf 

5|  =  8142,0065  +  222,2768  »  8364,2853. 

Zahlt  er  nun  die  Gesammtsumme,  so  bleibt  ein  Ueberschuss  von 

R  =  15000  —  8364,2853  =  6635,7147. 

Dieser  wächst  fälr  den  Ue^errest  des  Jahres  von  0,454  um  den 
Zinsbetrag  von  6635,7147.0,454.0,05=^150,6307.  Das  disponible 
Kapital  am  Ende  des  8ten  Jahres  ist  daher : 

iS.  =:  6635,7147  -f  150,6307  =  6786,3414. 
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Werden  bievon  die  am  Ende  des  8ten  Jahres  flilligen  1000  ab« 
gesogen,  so  bleibt  die  Summe  5786,3414  Gbrig,  welche  genügt, 
nm  die  am  Ende  der  folgenden  7  Jahre  fiilligen  Summen  von 
1000  so  decken,  denn  man  hat  biezu  ein  Kapital  von 

«  =  1000.^^=^^^  =  5786,3734 

nothig,  welches  ganz  nahe  mit  dem  eben  angegebenen  Werthe 
zusammenlallt.  Die  kleine  Differenz  rfihrt  von  der  Reclinung  mit 
abgekörzten  Zahlen  her. 

§.  75. 
Schhtssbenierknngen. 

In  allen  bisher  behandelten  Fällen  wurde  vorausgesetzt,  dass 
bei  Heimzahlung  der  Kapitalien  der  vorgeschriebene  Tilgungs- 
plan richtig  eingehalten,  die  falligen  Zinse  punktlich  auf  die  be- 
stimmte Zeit  gezahlt  uncT  wieder  nutzbringend  angelegt  werden 
oder  werden  können.  Nur  unter  dieser  Bedingung  können  die 
gefundenen  Resultate  in  Geltung  erhalten  werden.  Bei  geordne- 
ten Verhältnissen  wird  diess  anch  zutreffen,  wie  bei  Tilgung  der 
Anleiben  in  Staaten  mit  geordneten  Finanzen.  Hier  sind  die 
Bedingungen  des  Caiculs  vollständig  vorhanden. 

In  andern  Verhältnissen,  und  namentlich  bei  Privaten,  wird 
diese  Voraussetzung  nicht  immer,  und  diess  ist  vielleicht  der  ge- 
wuhnliche  Fall,  zutreffen,  und  es  werden  sich  manche  Schwie- 
rigkelten einer  pünktlichen  Erfüllung  der  Verpflichtungen  und  der 
Muglichkeit  alsbaldiger  Zinsanlage  entgegenstellen,  wie  die  Saum* 
Seligkeit  der  Schuldner,  der  Mangel  eines  Geldmarkts,  die  Cn<* 
gunst  der  Verhältnisse,  zu  kleine  Summen  u.  dergl. 

Es  wäre  nun  ganz  ungeeignet,  die  Schwierigkeiten  und  Hin- 
dernisse, welche  sich  der  genauen  Durchführung  der  aufgefunde- 
nen Resultate  entgegen  stellen  ond  sie  in  einzelnen  Fällen  oft 
zur  Unmöglichkeit  machen,  läugnen  oder  ignoriren  zu  wollen. 
So  wird  nach  den  entwickelten  Lehrsätzen  die  Summe  10,  ein- 
mal angelegt  und  jährlich  zu  5  Procent  verzinst,  in  20  Jahren  zu 
der  Hohe 

S=  10.1,05«»  =  26,5329 

erwachsen;  eben  so  wird  die  Summe  1,  wiederholt  jährlich  an- 
gelegt nnd  zu  5  Procent  verzinst,  in  50  Jahren  sammt  Zinseszins 
zu  einem  Kapitale  von 
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6f wachsen«  oder  eitie  iiu  5  PrtMent  rerslnslrcbe  8ebold  von  I€0 
ih  36^37  Jahren  vollstündig  getilgt  sein,  wenn  jftkriicb  6  Pr»- 
oeot  Zina  statt  5  Procent  gezahlt  werden.  Wenn  aber  dies» 
Fälle  im  Einaehien  j)raktiBcb  durehgefiihrt  vrerden  aollen,  ao  wird 
ea  dem  besten  Willen  und  der  grosaten  ThStigkeft  kaum  gelin- 
gen, die  sich  entgegenstellenden  Schwierigkeiten  und  Hinderniaae 
glOcklicb  ZQ  überwinden.  Nur  eine  bieför  eingerichtete  Annuitä- 
ten-Anstalt wird  im  letzten  Falle  da  Hülfe  bringend  eintreten 
kennen,  wo  die  einzelne  Kraft  nicht  hinreicht. 

Wollte  man  aber  umgekehrt  aus  dem  Umstand,  dasa  die 
Sfitze  der  politischen  Arithmetik  in  einzelnen  Fällen  des  prakti- 
schen Lebens  nicht  ihre  volle  Geltung  finden  kCunen,  die  Folge- 
rung fQr  gerechtfertigt  halten  ^  dass  ihre  Sätze  überhaupt  nicht 
anwendbar  und  zulässig  seien,  so  dürfte  diess  noch  viel  unge- 
eigneter erscheinen.  Die  politische  Arithmetik  hat  diese  Un Voll- 
kommenheit mit  allen  Zweigen  der  Mathematik  gemein,  uelche 
sich  mit  der  Anwendung  auf  flas  praktische  Leben  beschäftigen, 
da  sie  einen  Theil  derselben  bildet.  Die  angewandte  Mathematik 
stellt  die  Gesetze  über  den  freien  Fall  der  Korper,  über  die  Bahn 
geworfener  Körper,  über  den  Ausfluss  der  Flüssigkeiten  u.  s.  w. 
fest.  So  bald  sie  aber  im  einzelnen  Falle  zur  Anwendung  kom- 
men sollen,  zeigt  sich  in  noch  viel  grosserem  Maasse  als  hier 
die  Undurchführbarkeit.  Niemand  wird  sieb  aber  beigehen  lassen» 
aus  diesem  Grunde  die  Richtigkeit  der  von  ihr  aufgestellten  Lehr- 
sätze in  Zweifel  zu  ziehen  oder  fSr  unzulässig  zu  erklären,  dei^n 
diese  Beschränkung  rührt  nicht  von  der  Theorie,  sondern  von  der 
Einwirkung  äusserer  Ursachen  her,  welche  keinenfalls  der  Theorie 
zur  Last  fallen  können.  Im  Gegentheil  wird  Jedermann  bemüht 
sein,  durch  Nachhülfe,  Verbesserungen  und  Abwendung  der  stö- 
renden Ursachen  die  Praxis  der  Theorie  anzupassen  und  zu  nähern, 
wozu  die  Geachichte  dieser  Wissenschaft  eine  Menge  von  Bele- 
gen liefert. 

In  ganz  gleicher  Weise  stehen  die  Lehrsätze  der  politischen 
Arithmetik  dem  praktischen  Leben  gegenüber.  In  mancher  Be- 
ziehung befinden  sie  sich  sogar  in  günstigerer  Stellung,  wie  bei 
der  Tilgung  der  Staats -Anleiben,  b^i  solchen  Anstalten,  die  mit 
grossen  Geldsummen  arbeiten,  Hinterlegungs-  und  Versicherunge- 
kassen, Annuitäten  u.  s.w.  Hier  finden  ihre  Sätze  volle  und  un- 
verkürite  Geltung  und  Anwendung. 

Anstatt  aber,  wie  In  den  übrigen  Zweigen  der  Mathematilr, 
dabin  zu  streben,  den  von  ihnen  aufgestellten  Sätzen  nachzukom- 
men und  die  Praxis  der  Theorie  zQ  nähern,  ist  man  auf  den  un- 
erwarteten Ausweg  gekommen,  ihre  Sätze,  weil  im  einzelnen  Falle 
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w«gen  Itiflserer  HioderBis^e  oft  undtirohfflbriary  flir  tmsttMsfrig  su 
erU&rtn.  DIeM  \Ai  oaiuentlicb  voo  vielen  Rechtslehrertl  gescbeheiii 
welche  did  Lehre  Von  der  Zineiins  *•  Hechnuog  bei  Berechnung  d«ft 
lutertieitriaiiie  verwerfen  und  sich  nicht  mit  dieeer  Negation  bdgntf^ 
gen,  aoiidern  die  Lehre  Von  der  einfachen  Zinsrechnung  (die  eo' 
genannte  Hoff  mann 'sehe  Methode)  an  Ihre  Stelle  setzen^  d«ren 
Unrichtigkeit  iii  aller  Strenge  nachgewiesen  wurde*  Gans  unge« 
rechtfertigt  erscheint  dieses  Vorgehen«  Denn  an  die  Stelle  einer 
richtigen  Methode  kann  offenbar  nicht  eine  Im  Priocip  darchans 
unrichtige  gesetzt  werden,  weil  sie  bei  der  Anwendung  einige 
mögliche  Collisionen  umgebt. 

Ein  Punkt  ist  hier  noch  hervorzuheben»  der  sich  auf  die  Be-  « 
nutzung  der  Kapital werthe  bezieht  und  der,  wie  es  scheint,  nicht 
immer  richtig  gcwördtgt  wurde. 

Die  Benutzung  eines  Kapitals  wird  durch  den  Begriff  Zins 
beaeichnet.  Er  ist  relativ  und  wird  gewuhnlich  durch  diö  Ver** 
bältnisse  oder  Uebereinkommen  festj^estellt.  Werden  nun  Kapi- 
talwertbe>  die  zu  verschiedenen  Zeiten  föllig  sind,  nach  einem 
bestimmten  Zinsfusse  auf  einen  und  denselben  Zeitpunkt  zurück« 
gebracht,  so  wird  hiedurch  immer  nur  eine  Ausgleichung  für  vor' 
handene  F^orderungen  und  Ansprüche,  welche  sich  gegenüber 
fitehen  (Schuldner  und  Gläubiger),  ermittelt.  Die  Werthberecb- 
nung  dies^er  Forderungen  moss  auf  richtiger  Grundlage  und  muss 
jedem  Anspruch  in  vollem  Maasse  gerecht  werden.  Diese  Grund* 
läge  ist>  wie  gezeigt  wurde,  einzig  und  allein  die  Rechnung  mit 
Zinseszinsen,  und  zwar  mit  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen. 
iSie  muss  unverrfickt  festgehalten  werden.  Jede  andere  (uhrt  zu 
unrichtigen  Resultaten,  also  auf  Beschädigung  der  einen  oder 
andern  Seite.  Die  Möglichkeit,  wie  Jemand  die  auf  diesem  Wege 
Ihm  zugewiesene  Kapitalsumme  benutzen  kann,  kommt  vorerst 
gar  nicht  in  Betrachtung  und  kann  nicht  in  Betrachtung  kommen, 
denn  es  hängt  von  seiner  Geschicklichkeit,  Thätigkeit,  Gewis- 
senhaftigkeit, Sparsamkeit,  Zeitverhältnissen  und  verschiedenen 
äusseren  Umständen  ab,  wie  er  die  ihm  zugewiesene  Summe 
benutzen  wird  und  kann.  Dem  Caicul  sind  alle  diese  Dinge  un- 
zugänglich und  unanfasshar.  Kann  Jemand  eine  in  einem  Zins- 
fuss  ihm  zugewiesene  Summe  durch  seine  Geschicklichkeit 
oder  wegen  äusserer  günstiger  Verhältnisse  in  einem  bohern  Zins- 
fuas  benutzen,  so  ist  diess  sein  Vortheil/  der  aber  In  den  Caicul 
nkht  Cbertragen  werden  kann.  Eben  so  wenig  kann  hiebe!  der 
Umstand  in  Betrachtung  kommen,  wenn  Jemand  eine  ihm  In 
einem  bestimmten  Ziosfuss  zugewiesene  Summe  durch  Ungeschick* 
Ucbkeit,  Nachlässigkeit  oder  Trägheit  theihreicie  oder  ganz  ver* 
llert  oder  In  einem  niedrigem  ZinsAies  benutst.     Die  Basis  der 
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Ausgleichung  kann  hierauf  keine  Rucksicht  nehmen.  Sie  mnee 
objectiv  und  Toltwerthig  sein  und  auf  richtiger  Rechnung  beruhen. 
Diesen  Punkt  haben  namentlich  alle  diejenigen  Rechtslebrer  ausser 
Acht  gelassen,  welche  behaupten,  dass  bei  der  Werthberechnung 
der  Forderung  einzelner  Personen  die  Möglichkeit  der  Benutzung 
nach  der  Zuweisung  berficksichtigt  werden  soll,  und  haben  hieraas 
ein  Moment  für  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  hergeholt, 
was  nach  meiner  Ansicht  durchaus  unstatthaft  und  bei  einer  rich- 
tigen Kapitalberechnung  unzulässig  ist. 

Hierzu  liefern  die  in  §.71.  und  §.72.  behandelten  Fülle  einen 
eben  so  einfachen  als  überzeugenden  Beleg. 

Hat  Jemand  eine  Summe  von  250  nach  10  Jahren  an  seinen 
Gläubiger  auszuzahlen ,  die  unterdessen  zu  4procentigen  Zinsen  be- 
nutzt werden  kann,  und  soll  sie  sogleich  unter  dieser  Voran»* 
Setzung  unter  beide  vertheilt  werden)  so  sind  nach  der  Zinszins- 
Rechnung  dem  Nutzniesser  81,10896  und  dem  Eigenthflmer  I68,89lfM, 
zusammen  260,  zuzuweisen.  Kann  nun  der  Eigen thOmer  die  er- 
haltene Summe  nicht  sofort  den  Voraussetzungen  entsprechend 
nutzbringend  anlegen,  so  wird  es  der  Nutzniesser  noch  weniger 
können.  Beide  sind  dann  in  gleicher  Lage  und  keiner  ist  bevor- 
zugt. Wollte  man  nun,  um  diess  zu  vermeiden,  nach  der  ein- 
fachen Zinsrechnung  dem  Gläubiger  178,67142  (No.  12)  §.  71.)  und 
dem  Nutzniesser  den  Rest  mit  71,42868  zuweisen,  so  käme  letz- 
terer offenbar  in  Schaden.'  Wä'rde  man  aber  dem  Nutzniesser 
82,7068  und  dem  Eigenthömer  den  Rest  167,2942  zuweisen,  so 
käme  dieser  jedoch  unbedeutender  in  Schaden.  WOrde  die  Ver- 
theilung  nach  4  Procent  Haupt-  und  2  Procent  Zwischenzinsen 
ermittelt,  so  träte  derselbe  Fall  ein.  Nur  eine  Rechnungsweise 
beschädigt  weder  den  Nutzniesser,  noch  den  Eigen thfimer  und 
ist  die  objectiv  richtige. 

Dabei  ist  jedoch  nach  meiner  Ansicht  eine  billige  Berflck- 
sichtigung  der  Verhältnisse  des  praktischen  Lebens  nicht  .ausge- 
schlossen. Sie  darf  aber  glicht  auf  einer  offenbar  falschen  Grund- 
lage beruhen. 

§.  76. 

Fortsetzung. 

Dass  eine  strenge  Durchführung  des  Caiculs  bei  der  Anwen- 
dung auf  besondere  Fälle,  bei  allem  Streben,  demselben  gerecht 
zu  werden,  oft  nicht  möglich  ist,  Icann  nicht  in  Abrede  gestellt 
werden.  Man  hat  sich  dann  zu  begnügen,  möglichst  annähernde 
Wertbe  an  die  Stelle  der  vorgeschriebenen  zu  setzen.  Diese 
soll  an  folgendem  Falle  gezeigt  werden. 
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1)  Ein  Staat  hat  eine  Schuld  von  2000000  za  5  Pro- 
cent in  10  Jahren  so  zu  tilgen,  dass  jährlich  200000  am 
Kapital  nebst  den  Zinsen  abgetragen  werden.  Die 
Schuld  soll  in  eine  gleichwerthige  4procentige  umge- 
wandelt und  die  erforderliche  Anzahl  von  Schuld- 
scheinen zu  100  ausgegeben  werden.  Wie  vleleSchuld- 
scheine  sind  auszustellen?  Wie  geht  die  Kfickzah- 
lung  vor  sich?  - 

Auflosung.  Die  Summen,  welche  zur  Ueimzahlnng  der 
Schuld  hei  jährlicher  Verzinsung  in  den  folgenden  10  Jahren 
nSthig  werden,  ergeben  sich  aus  No.  1)  §.32.,  wenn  ^  =  200000, 
Jr  =  2000000  ur\d  p  =  5  gesetzt  wird,  und  sind  der  Reihe  nach 
;MX)000,  290000,  280000,  270000,  ....220000,  210000.  Diese  Werthe 
hat  man  entweder  einzeln  in  4procentige  umzusetzen  oder  nach 
§.47.  No.2)  zu  verfahren.  Wird  dort  .4  =  200000,  Jf=  2000000, 
^  =  5,    y  =  4,   71  =  10   gesetzt,    so   entsteht: 

r        ryi^[^^j^\ot^^     200000.5    l-~l,04-io     200000.10.5 
A:,  =  C200000+  100000 j ). ^^ —  +  -ttj^öP^ 

=  50000.8,1108958  +  2500000.0,6755642 
=  405544,7889 . . . .  +  1688910,422 
=  2094455,21. 

Der  Staat  hat  hiernach  eine  nominelle  Schuld  von  2094455,21 
statt  2000000  zu  übernehmen  und  20945  vierprocentige  Schuld- 
scheine zu  je  100  auszustellen,  wenn  55,42  zu  einem  vollen  Schuld- 
schein gerechnet  wird,    sie  zu  verzinsen  und  tilgen. 

Da  die  Schuld  nach  dem  oben  aufgestellten  Tilgungsplan 
zurückgezahlt  werden  muss,  so  solUen  der  Reibe  nach  in  den 
folgenden  10  Jahren  die  oben  angegebenen  Summen  300000,  290000, 
280000, —  210000  gezahlt  werden.  Die  strenge  Einhaltung  die- 
ser Werthe  wird  nicht  durchführbar  sein.  Der  Tilgungsplan  erlei- 
det daher  folgende  Modification : 

Istes  Jahr.   Stand  der  Schuld 2094500 

4proc.  Zins  hinzu 83780 

2178280 
Zins  mit  83780  und  2162  Schuldscheinen  ab  .       299980 

2tes       „      Stand  der  Schuld "T57fS!J& 

Zins  hinzu 75132 

T953432 
Hievoo  Zins  und  2149  Schuldscheine  ab  .    .       290032 

1663400 

'Ihcil  XXXVll.  27 
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Stes  Jahr.    Stand  der  Schuld 1663400 

Zins  hinzu 66636 

1729936 
HievoD  Zins  und  2135  Schuldscheine  ab  .   .       280036 

4te8     „       Stand  der  Schuld 14499UÜ 

Zins  hinzu ,         S7996 

1507896 
Hievon  Zins  und  2120  Schuldscheine  ab  .    .       269996 

5te«      „       Stand  der  Schuld r2379<X> 

Zins  hmzu 49516 

1287416 
Hievon  Zins  und  2105  Schuldscheine  ab  .    .        260016 

6tes      „       Stand  der  Schuld '  .    .      \W!M 

Zins  hinzu 41096 

1068496 
Hievon  Zins  und  2089  Schuldscheine  al>  .    .        249996 

7tes      „        Stand  der  Schuld 8I85ÜCI 

Zins  hinzu 3274Q 

851240 
Hievon  Zins  und  2073  Schuldscheine  ab  .    .       240O4Q 

8te8     „        Stand  der  Schuld 611200 

Zins  hinzu 24448 

635648 
Hievon  Zins  und  2056  Schuldscheine  ab  .    .       230048 

9tes     „        Stand  der  Schuld 405600 

Zins  hinzu 16224 

421824 
Hievon  Zins  und  2038  Schuldscheine  ab  .   .       220024 

lOtes    „       Stand   der  Schuld ^1800 

Zins  hinzu 8072 

209872 
Hievon  Zins  und  2018  Schuldscheine  ab  .    .       209872 

OUOOOO 

Man  sieht,  dass  die  Schuld  als  eine  4procentige  mit  der  letz- 
ten Zahlung  getilgt  ist.  Die  zurückgezahlten  Schuldscheine  be- 
tragen zusammen  20945  und  stellen  daher  eine  vierprocentige  nomi- 
nelle Schuld  von  2094500  in  runder  Summe  vor.  Der  ursprOngliche 
Tilgungsplan  konnte  nicht  in  aller  Strenge  durchgeführt  werden, 
denn  statt  der  oben  festgestellten  Summen  wurden  folgende:  299980» 
290032,  280036,  269996,....  220024,  209872  ausbezahlt,  welche  bald 
etwas  hoher,  bald  etwas  niederer  als  die  genannten  sind.  Das 
oben  Gesagte  findet  hiermit  seine  Bestätigung. 
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xiriii. 

Beitrag  zur  Auflosung  kubischer  Gleichungen  mittels 
kyklischer  und  hyperbolischer  Functionen. 

Von 
Herrn  Dr.  FFilh.  MaUka^ 

Professor  der  Mathematik  an  der  Uochschtile  zu  Prag. 


Herr  Oberiebrer  J.  F.  W.  Cüronau  in  Danzig,  welcher  dem 
nalbemaliaehea  PubUkam  bereits  durch  eieige  kritische  Abband* 
luDgeB  über  algebraUcbe  Fragepunkte  sieb  Tortbeilbait  bekannt 
gemacht  bat,  veröffentlichte  in  einer  Abhandlang,  betitelt:  ,» Auf- 
lösung der  kubischen  Gleichungen  durch  trigonome* 
trtsche  Functionen  des  Kreises  und  der  Hyperbel, 
nebst  Tafeln  für  die  letzteren''*),  eine  recht  umständlich 
und  folgerecht  durchgeführte,  dann  von  vielen  Beispielen  erläu- 
terte und  sonach  sehr  verdienstliche»  Darstellung  der  Berechnung 
sämmtlicher  drei  Wurzelwerthe  drittgradiger  Gleichungen  aller 
mögücfaen  Formen,  mit  Hälfe  der  Kreis-  und  Hyperbelfunctionen. 
Bei  Durchlesung  des  mir  verehrten  Exemplars  dieser  hücbst 
beachtangswfirdigen  Abhandlung  vorfiel  ich  auf  ein  Paar  andere 
Uebergänge  von  der  zu  Grudde  gelegten,  alle  drei  Wurzelwerthe 
der  kubischen  Gleichung  in  sich  fassenden,  cardanischen  Formel 
zu  den  kyklometrischen  und  hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus, 
sa  wie  auch  auf  dreldeutige»  sämmtiicfae  drei  Wurzelwerthe  Ite- 
fernde,  Rechnungsausdrücke  in  derlei  Functionen.  Die  öffentliche 
Beisteuer  dieses  geringen  Scherfleins  zur  Auflösung  der  Glei- 
chungeo  dritten  Grades  wolle  nicht  mitssflUKg  aufgenommen  werden. 


*)  Se|iaratabdrnc1c  aus  den  ,, Neuesten  Schriften  der  oatar* 
forsohead«n  Getelltebaft  in-DaBBig^S  ß,  Bandes  2.  und  S.Heft. 
4.     Daaxig  IS61. 

27* 
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I.  ^ 

Zurnckleitung  der  allgemein sten  Form  Ton  Gleichangen  dritten 
Grades  auf  eine  leichter  lösbare  Hilfsform. 

Die   allgemeinste  oder   Follatändige  Form  der  algebraischen 
Gleichungen  dritten  Grades  ist: 

(1)  ^y»  +  Äy«+Q^+l>  =  0, 

in  welcher  noth wendig  die  dritte  Potenz  der  Unbekannten  y  vor- 
kommen  muss,  also  Ä  nicht  Null  sein  kann.  Auch  lässt  sich 
voraussetzen  9  dass  das  völlig  bekannte  Glied  D  nicht  Null  sei» 
weil  sonst  die  Gleichung  in  die  zwei 

y=0,    Ay^^By^C^Q 

zerfallen  nnd  letztere  nur  mehr  vom  zweiten  Grade  sein  wfirde. 
Sonach  kann  fOglich  blos  eines  der  zwei  Mittelglieder  mit  der 
zweiten  oder  ersten  Potenz  der  Unbekannten  fehlen,  also  B^^O 
oder  C=0  sein.  Da  wo  die  «weite  Potens  fehlt,  erhält  die 
Gleichung  die  Gestalt: 

(2)  .ly»  +  Cy  +  Z>  =  0, 

dagegen,  wenn  die  erste  Potenz  mangelt,  nimmt  die  Gleichung 
zwar  die  Gestalt 

Ay^^By^^Dz^O 

an,  kann  jedoch  dadurch,  dass  man  durch  die  von  Null  verschie- 
dene y'  theiit,  verwandelt  werden  in  die 


(3)  Z>Q'  +  B.J  +  i<  =  0, 


1 
wonach  sie,  ilBr  die  Unbekannte  *»  mit  der  Gleichung  (2)  gleich* 

gestaltet  Ist 

Schon  hieraus  Yi^Bse  sich  muthmassen,  die  Gleichungeform 
(2)  könne  eine  für  die  Erleichterung  der  Losung  der  Aufgaiie 
geeignete  Hilfsform  sein;  entschiedener  tritt  dies  jedoch  aus  fol- 
gender Betrachtung  hervor. 

Die  Unbekannte  y  kann,  wie  jede  andere  Zahl«  im  allgemei- 
nen zweit  heil  ig   dargestellt  werden;  nur  frXgt  es  sich  dabei. 
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wann  ihre  beMen  Thelle,  die  wir  hier  u  and  v  nenneo  wollen, 
sich  bequem  bestimmen  lassen«    Da  wir  so 

(4)  y^u^v 
setien,  so  haben  wir 

y»  hs  ti>4.oB  4  3ttr(ti  +  ü)  =  1«»  +  ©»  +  3Mü,y , 

y«  =  (tt  +  c)y 

und  verwandeln  hledurch  die  Gleichung  (1)  in 

[3ilw+Ä(i« +ü)  +  C\y  +  A{u^  +  e«)  +  Z>  =  0. 

Da  konnten  wir  nun  u,  o  uns  so  bemessen  denken,  dass  der 
Factor  def  y,  also  auch  das  Uebrige  verschwinde,  mithin  die 
Bestimmungsgleichu  ogen 

3JltO  +  0(tC-f9)-|-C=:O, 

il(w»  +  c»)  +  Z>  =  0 

bestehen.     Allein  ein   leichter   Ueberblick    würde   uns  belehren« 
dass   va»  ihnen,  so  lange  B  nicht  Null  ist,  nur  mittels  einer 
Gleichung  dritten  Grades,   der  wir  ja  eben  ausweichen  wollen,' 
das  Product  «p  als  zunächst  auszuwerthende  Unbekannte  sich  be- 
stinmeo  lasse. 

Hingegen  für  iffsO  oder  ftir  die  Gleichungsform  (2)  werden 
diese  beiden  Bestimniungsgleichungen : 

3iluo-^C=0, 

^(tt»  +  «»)+/>=0, 

oder  in  Folge  einer  leichten  und  erlaubten  Umänderung: 

A        A  ^C 

(5)  ] 
'  (An)^i'{Av)9_     A^D 

2  """^    2    * 

woraus  man  sofort  ersieht,  dass  mittels  einer  Gleichung  zweiten 
Grades  vorerst  die  dritten  Potenzen  von  Au,  Av  und  aus  ihnen 
dann  u,  v  selbst  unschwer  bestimmt  werden  kdnnen. 

Um  nun,  wie  wir  hieraus  als  nothwendig  erkennen,  die  Glei- 
chung (1)  in  eine  andere,  die  zweite  Potenz  der  Unbekannten 
nicht  enthaltende,  umzuwandeln;  ertheilen  wir  ihr  durch  Multipli- 
caflon  mit  der  von  Null  verschiedenen  A'*  die  Gestalt: 
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an  der  wir  sogleich  erkennen^  dass  ihre  zwei  ersten  GKeder  den 
Anfang  von  (Ay  i"^)^  bilden,  folglich  dass 

(Ay)*+  B(As)*  =  (Ay  +  |)»-3(D*%-(f 

ist;  demnach  erhalten  wir  aas  ihr: 

iAy+j)'+  (AC-iB*)Ay  +  ^/>-  (f )*  =  0 

und  sehen  nns  hiedurch  veranlasst  zu  setzen 

(6)  Ay  +  '^^x    oder    y  ==(a:— -g):i4, 
folglich  diese  Gleichung  zu  verwandeln  in 

(7)  a:»  +  (JC— lB«)ar  +  J«Z)+2(^y— .IC,j  =  0. 

Um  nun  diese  Unbekannte  x  zweitheilig  daratelleo,  sohia 

(8)  x  =  u  +  e 

setzen  und  ihre  Theile  u,  v  einfach  berechnen  zu  kOnnen,  babes 
wir  nach  Obigem  die  in  den  Gleichungen  (i)  stehenden  Zahlen 

y,     A,    B,     C,    D 

zu  ersetzen  beziehungsweise  durch 

X,  l,  0,  ^C-iß«,  AW  +  ^CfV'-AC.j 

und  erhalten  so  anstatt  der  Bestimmungsgleichungen  (5)  der  m  r 
die  folgenden: 

tir  =  — K^C-iÄ«), 

•!^±i'=-«^«+<|y_.c.f,. 

Hier  sehen  wir  uns  aufgefordert,  zur  Abkärsung  zu  setzen: 
AC-iB*=z~3f.    A*D  +  2(jy  -AC.j=-2g, 

damit  wir  fflr  u,  v  die  mSglicb  einfachsten  Bestiromungsgleicbnngeo 

(9)  «•=/, 
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± 
2 


(10)  •-^•=, 

erhalten. 


Berechnen  wir  demnach  aus  den  Coefficienten  der  Gleichung 
(l)  die  Hiifszahleu  f  und  g  nach  den  AusdrGcken: 

(11)  f=\j)   '^>    ^  =  -2--3-U/ 2"' 

80  erhatten  wir  als  zuvorderst  aufzulosende  Hilfsgleichnng 

(12)  o:»— 3/ar— 2^  =  0    oder    ar»  =  3/a:+2^. 

Far  die  beiden  Theile  Uy  v  der  x  liefern  die  Gleichungen  (9)  und 
(10)  zunächst: 

(-ir-j  -(««')•= (-2-;  =^"-^ 

und  sohin 

(13)  u*=^  +  ^^^=7*,    r»  =  ^-VF=T», 

weiche  Ausdrucke  ich  lese:  ti,  ü  sind  die  dritten  Wurzein  der 
dem  Gleichheitszeichen  nachfolgenden  Summen.  Setzt  man  sonach 
aus  den  Werthen  der  u  und  t>  nach  Gleichung  (8)  den  Wurzel- 
werth  X  der  Gleichung  (12)  zusammen,  so  findet  man  die  eigentlich 
in  Frage  gestellte  Unbekannte  y  aus  der  Gleichung  (6). 

Aus  dieser  ganzen   Betrachtung  erhellet   nun,    dass  es  sicli 
hier   eigentlich    doch    blos    um    die    vollständige  Auflosung   der 
Hilfsgleichung 
(12)  a;»  =  3/ä:  +  2^ 

handelt,  und  dass  deren  Wurzelwertb  x  durch  den  Ausdruck 

(8)  a:  =  ti4-e 

allgemein  dargestellt  wird,  welcher  unter  der  Voraussetzung,  dass 
man  tc,  v  den  Ausdrücken 

gemäss  berechne,  die  Formel  des  Cardanus  genannt  zu  wer- 
den  pflegt. 

Hier  nun  beabsichtige  ich,  mit  der  Einschränkung,  dass  die 
Coefficienten  /*,  g  der  Gleichung  (12)  nicht  imaginär  (complex), 
sondern  jedenfalls  reell  seien,  diesen  allgemeinen  Ausdruck  (8) 
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mit  Benutzung  theiU  der  Kreis fuiictionen ,  theils  der  hyperboli- 
schen Functionen  dermassen  umzugestalten,  dass  derselbe  alle 
drei  Wurzelwerthe  x  der  Gleichung  (12)  in  sich  begreife.  Dabei 
müssen  wir  vor  Allem  unterscheiden,  ob  di^  in  (l!$)  stehende 
zweite  Wurzel  reell  oder  imaginär  sei  oder,  um  uns  in  alt- 
herkömmlicher Weise  auszusprechen,  ob  bei  der  au fzu losenden 
kubischen  Gleichung  {12)  der  reducible  oder  der  irreducible 
Fall  vorkomme,  die  Gleichung  also  nur  einen  oder  drei  reelle 
Wurzelwerthe  besitze;  von  welch  beiden  Fällen  wir  den  letzteres 
zunächst  behandeln  wollen. 


II. 

Erste  Verwandlungsweise  der  Formel  Cardan's. 

A.    Irreducibler  Fall, 
wo  die    V^*— /*•  imaginär  also  f*^9^  mithin  /*  positiv  ist. 

In  diesem  Fall  setzen  wir  des  (negativen)  Radicands  (positi- 
ves) Gegentheil 

(14)  p'^g^^h^. 

wobei  wir  die  reelle  Zahl  h  fiSr  positiv  ansehen  wollen.  Dano 
wird,  wofern  wir  V^— 1=»  stellen. 

Nun  dürfen  wir  bekanntlich  jedwede  zwei  reelle  Zahlen  {g^  h)  be- 
ziehungsweis  dem  Cosinus  und  Sinus  einer  Zahl  (9),  welche  deo 
Zahlwerth  entweder  eines  Winkels  oder  eines  ihm  entsprechenden 
Kreisbogens  oder  auch  eines  ihm  angehörigen  Kreissectors  vor- 
stellt, proportionirt  und  gleichstimmig  setzen;  folglich,  wenn  wir 
das  positive  Verhältniss  jeder  von  jenen  zwei  Zahlen  za  ihrer 
Proportionellen  mit  r  bezeichnen,  dürfen  wir  aufstellen: 

9     _  _h_  _    . 


cos  9)       4\r^fp' 


dann  ist  dies  auch 


V  cos  9*  -f  sin  9*  =  1 
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Wir    berechneo   dembacb    vorerst    die    positive   Verbältnlsssahl 
r  aus 

und  dano  die  Masszahl  <p  aas 


cos  OD  =:^     and    8inq)  =  - 


im  Bereiche  9  =  0....»;  dann  ist  umgekehrt: 

^  =  rco89,    A=:r8in9 
nnd  sonach 

^  4:  tA  =  r(cos  9  db  *'  sin  9}). 
Es  ist  aber  bekanntlich  für  jede  reelle  Zahl  <p 

cos  9  J:  t  sin  9  =  e±^ 
und  wenn  man,  för  das  obere  Qualitfttszeicben 

«etat,   anter  n  eine  positive   oder  negative  Ansahl  (ganze  Zahl) 
verstehend,  ivobei 

cos  »«  =  ( —  1)* ,    sin  ««  =  0 

ist,  so  erhalt  man 

(—  1)»  =  «öwr    und    1  =  (—  1)*«'*» ; 

mithin  darf  man  aach  verallgemeinernd  schreiben: 

eoBq>±is\nq>  =  e^*9 .  (—  l)»e^»  =  (—  1)««±'sp+*»» 
und  es  wird 

^'j  =^±*  =  (— l)-rcdb*9'+<««, 
folglich 


V 


j=(-l)Me       •     . 


Hierin  kann  die  Anzahl  n  blos  3  natürlich  nach  einander  fol- 
gende ganze  Zahlen  vorstellen ;  denn  lässt  man  sie  um  ein  Mehr* 
Faches  von  drei  wachsen,  also  in  n  -f  %n  (ibergehen,  so  wird  der 
Factor  des  r^ 
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=  (-l)-e       3      ; 
behält  also  seine  vorige  Grdsse.    Soll  hiebel  n  möglichst  klein 

angenomineD  werden,  damit  der  Winkel  -h-  den  rechten  Winkel 

n 

n  nicht  fiberschreite,  so  kann  man  nur 

«  =  -1,0,  +1 

annehmen;  was  hier  dnrchgehends  geschehen  soll. 

In  dem  uns  vorliegenden  Falle  ist 

A«  =  /«-^«, 
also 

r^  =  g^  +  h^^f\    rzzzvr.    r*  =  /»; 

daher  hat  man  9  zu  berechnen  aus 

(16)  cosg)=^:/i  =  ;j^,     9=0.. .•« 

und  es  ist  ' 

\^(-l)-ne      3     . 

Gegenwärtig  kommt  noch  zu  erwägen,  dass  der  Gleichung  (9) 
gemäss,  das  Product  tco  =  /*  ausfallen  muss;  folglich,  wenn  man 
ftlr  tf  die  Anzahl  n,  dagegen  für  t>  die  n'  gelten  lässt,  muss  noth* 
wendig 

ttc:/'=l=(-l)«+"'.e     3  ', 

folglich  die  Summe  n  +  n'  eine  durch  3  theilbare  Anzahl  sein. 
Da  sie  willkürlich  Ist,  so  bleibt  es  das  Einfachste  sie  gleich. 
Null  anzunehmen,  also 

n+n'=0 
und  sohin 

n'  =— n 

zu  machen.    Demgemäss  is»t  nunmehr: 

U  =  (-W»^       3      , 
„=(-l)»/l€         3       . 


V 
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1104.  naph  der  Gleichaog  (8),  weno  mao  ooch  bedenkt,  das8  be- 
kanotlicfa 

ist,  erhält  man  endlich  den  gesachten  vollständigen  dreiwertfaigen 
Ausdnick  der  fraglichen  Uebekannten: 

(16) 

ar  =  (-l)-2V/'.co»^^  =  (- 1)«2 V^co»  y  cos|-8in?^.lD|) 

(«  =  0,  +1,  -1), 
oder  vereinzelt,  wenn  man  n  durch  180**  eraetst, 

(17) 

X  =  2VAco8|;  -2V/.coe(|  +  60o^ ;  — 2V/'.co8 ^|— 60«Y 

Hier  sind  demnach  alle   drei  Wurzel  vir  erthe   der  Gleichung  (12) 
reell  und  die  sfimmtlichen  V/*  bat  man  positiv  asu  nehmen. 

Sonderfälle. 
1)  Ist  insbesondere  f^z=zg^,  also  die  gegebene  Gleichung 
x^^Zfx±^P, 

so  ist  g=i±:fVf9  A=0,  r=±^,  daher  cosqE>=:2=±l,  sin9  =  0 

und  9  =  0  ffir  positive  g,  dagegen  9  =  tc  fSr  negative  g.    Sonach 
gehört  zur  Gleichung  ' 

ar«  =  3/a:  +  2V/'» 
9>=:0  und  der  Wurzel werth 

X=:(— 1)«2V/.C08|« 

=  2VA-VA^V/^; 
dagegen  zur  Gleichung 

x^^Zfx  —  'lvP 
9)  =  9S  und  der  Wurzelwerth 

a?  =  (-l)»2VAcos^^« 
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Jede  dieser  zwei  Gleichungen  besitzt  also  zwei  gtelebe  Wot- 
zelwerthe. 

2)  Ist   insbesondere  ^  =  0,  also   die  aafsal(toende  Giel- 
choog 

ft 
so  ist  r=A  =  V/*';  cos9=0,  sin9  =  l;  ^="5,  mithin 

X  =  (— 1)*2  V/'cos^^+i  „ 

wie  auch  sonst  leicht  zu  finden  war. 

B.    Redncibler  Fall, 

wo  die  V^— /^  reell»  also  f^<,g*  und  sonacb  /positiv  oder 
negativ  ist. 

In  diesem  Falle  setzen  wir  den  positiven  Radicand  selbst 

(18)  g^-n=^h\ 

wobei  wir  zugleich  die  reelle  Zahl  A  flQr  positiv  ansehen  wollen. 
Dann  wird 

f>»  =  5f  —  A. 

Wir  versuchen  nun»  solche  zwei  reelle  Zahlen,  g  und  A,  be- 
ziebungsweis  dem  hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus  einer  Zahl, 
9,  der  Masszahl  eines  hyperbolischen  Sectors,  proportional  an* 
zunehmen,  und  den  Quotienten  jeder  von  jenen  zwei  Zahlen  durch 
ihre  Proportionale  mit  r  zu  bezeichnen«  folglich  zu  setzen : 

A 


^o&fp      Sin  qt 
dann  ist  dies  noch 

V^Cos9>«-Sin9«=l  ^ 

Wir  ersehen  demnach  hieraus,  dass 

a)  hier  ^*>A*  sein  müsse,  daher  von  jenen  beiden  Zahlen 
g^  h  diejenige  dem  hyperbolischen  Cosinus  proportional  gesetzt 
werden  mflsse,  welche  unter  ihnen  den  grosseren  Zahlwertb 
besitzt; 
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ß)  daM,  weil  Cosqfl-^Smip^szl  «bo  «ie  NoU  ist,  folglich 
Cos 91^  und  Sing»*  nie  gleich  sein  können,  diese  Proportionalstel- 
luDg' ganz  anstatthaft  bleibt,  wenn  g^=zh*  ist;  unid 

Y)  dass,  weil  Cos  9  nur  positiver  Werthe  ß&big  ist^  jedesmal, 
r  mit  g  gleicbstimmig  gewählt  werden  muss  und  sonach  mit  ihnen 
auch  Sing?  und  q)  gleichstiDiniig  auslajlt»  da  h  für  positiv  festge- 
stellt worden  ist. 

Sonach  beriechnet  man  hier  znvdrderst  die  mit  g  gleichstim- 
mige  Hiifszahl  r  aus 

dann  die  ebenfalls  mit  g  einstimmige  Masszahl  q>  aus  einer  der 
swei  Gleichungen 

Cos9  =  -,     Sing^ss-; 

wonach  man  umgekehrt  erhält: 

^  =  rCos9,    A  =  r^in()p, 
daher  ' 

gizhzzz  r<Cos  g)  J:Sin  q>). 

Es  ist  jedoch  den  bekannten  Erklärungen  gemäss  : 

Cos9»=r 2' — »      Singp  = ^ — ; 

daher 

Cos  9  dt  Sin  q>  =  e±9  =  e±.9 .  (—  l^e*^^  =  (—  l)«ei:f'-M«», 
Deragemäss  erhält  man 


jI(=a^iA  =  (-l)Te±H-<-^, 


folglich : 


wo  wieder  wie  oben  die  n«  nur  irgend  welche  drei  nach  einander 
folgende  Glieder  der  naturlichen  Zahlenreihe,  am  einfachsten 
—  1,  0,  -f  1  vorstellt 

In  dem  uns  vorliegenden  Falle  ist 
folglich  damit  auch  ^>A*  ausfalle,  muss  • 
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1.    /'ponitiv  und  oberhalb  Neil  sein.    Dann  haben  wir 

folf  Heb  berecboeo  wir  die  Zahl  <p  aaa 

(1»)  C069»  =  ;^,  =  +  , 

iDdem  wir  sie,  weil  A  stete  po<»itiv  .i^enooimeD  werden  eoll, 
jedesmal  mit  der  g  und  der  V/*'  gleichstimmig  machoD;  und 
dann  ist' 

Auch  hier  muss  das  Prodact  uv^=^f  sich  ergeben,  mithin  müssen 
abermals  wie  oben  die  den  u  und  v  entsprechenden  Ansahien  n 
gleich  gross  aber  entgegengesetzt  sein;  und  man  hat 

ti=(-l)Yle    »    , 

c=:(-l)Y*c        »    ; 
folglich  den  fraglichen  WurzeJwerth 
(20)  ;^  =  (_r)n2v/'.Co85^'5. 

Lost  man  diesen  Cosinus  cum  besseren  Verständnisse  nach  den 
leicht  erweisbaren  Formen: 

Cos  (q>  +  ilf)=:  Cos  (p  Cos  1p  -f  iSin  9  Sin^, 
Cos  im  =  cos  (0 ,    Sin  im  =  t  sin  w 
auf;  so  erfolgt: 

a:  =  (^  1)«2 V/*.  (cos  X  ^'^^  |  +  *  •'"  T  ®'°  1^ 

21)      ^     =2V^Cos|i    -V/.CCosl  +  tVa.Slnl); 

-^V^(Cos|— »V3.:Sin|). 

In  allen  diesen  Ausdrücken  muss  die  Vf  mit  der  g  einstimmig 
gewählt  werden.    • 
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2.  Ist  dagegen  /  negativ,  und  ebenfalls  von  der  Null  ver- 
schieden, so  ist: 

folglicb  haben   wir  die  (absolut)  grossere  Zahl  h  dem  byperboli- 
schen  Cosinus  proportionirt  zu  setzen,  nemlich 

Cosg)      Sing)        ' 
daher  auch 

VCosq>2— Sin9«  =  l  ^ 

Hier  Ist  h  positiv  festgestellt,  Cosg>  an  sich  jederzeit  positiv, 
mithin  muss  auch  r  immer  positiv  geivdhit  werden  und  Sln<p,  also 
auch  9,  dasselbe  Torzeichen  w\e  g  erhalten.  Sonach  berechnen 
wir  erstlich  die  positive  Hilfszahl  r  aus 

dann  die  mit  g  einstimmige  Hilfszahl  fp  aus  einer  der  beiden  Glei- 
chungen 

Cos9=-,      Sing)  =  *^ 


und  hieriiach  ist 

umgekehrt: 

A  =  r€os9), 

9- 

=  rSir 

KP, 

folglich: 

, 

^±A  = 

5±KCos«pdbSinq>)  = 

=  ±(- 

~l)«rei:H-««» 

und 

^  1 

i-V^«4.A=-l 

ur— 

\\^r^» 

±H^« 

WO  n  gleichfalls  nur  die  drei  Werthe  —1,0,  \\  annimmt. 
Im  vorliegenden  Falle  ist  zwar  wie  früher 

allein 
daher 

folglich  kommmt  die  mit  g  einstimmige  Zahl  9»  zu  bereehnen  aus 
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(22)  Sin  9=^^ 

und  es  wird 


Damit  auch  hier  uv=:f  werde,  muss  wie  früher,  wenn  aar  u 
die  n  geburt,  aar  o  die  —  n  gehCren,  mithin  findet  man : 

Es  dfirfte  an  dieser  Stelle  nicht  fifoerflfissig  sein  au  bemer- 
ken, dass  man  in  allen  bisher  bebandelten  Fällen  auch  bles  u 
auszudrücken  und  dann  v  der  Gleichung  (9)  gemäss  als 

u      ' 
zu  bestimmen  brauchte. 

Schreibt  man  nun  diese  AusdrOcke  des  u  und  o  in  die  Glei- 
chung (8)  und  berücksichtigt  noch,  dass  ^ — 6~^=:2Sinoi  ist, 
so  findet  man  den  verlangten  Wurzelwerth 

(23;  ^  =  (_i)«2V— A.Sin5?J^. 

LGst  man  zum  besseren  Verständniss  und  zur  wirklichen    Aus- 
rechnung der  X  den  Sinus  nach  der  leicht  erweisbaren  Formel 

Sin(9>-f  ^)  =  Sin^Cos'4;-f  Cos^Sin^ 
auf,  so  erfolgt: 

/  a^=r  (- 1)«2 V^(cos~? Sin  3  +  tsiny  Cos |) 
(24)      <     =2V^.Sin|^;    - V*^(Sin |  +  iV3 . Cos |) ; 

-  V^(Sin|-tV3.Cos  |). 

In  all  diesen  Ausdrücken  von  x  ist   die  V^— ^  positiv  einsu- 
stellen. 

Als  Sonderfall   ist  hier  der  zu  betrachten,  wo  ^=sO  iet 
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(fersteht  sich  Rir  negative  f).    /Da   ist  die  anfznlusende  Glei- 
ebong 

Qod  nach  Gleichong  (22)  Sin<p=:0,  also  9^  =  0,   und  sohin   all- 
gemein 

or  =  (-l)-2  V^37.Sin'-^  ==  (- l)«»2V'^.sin ^, 
daher  zerföllt: 

iras  mit  den  Ergebnissen    der  kürzeren  gewöhnlichen  Auflusnng 
zusammenftllt. 

3.  Ist  endlich  /gleich  Null  und  ^^>0,  so  erfolgt  A*=^*; 
mitbin  können  nach  dem  oben  (in  ß)  Erwiesenen  g  und  h  durch- 
aas nicht  dem  (hyperliolischen)  Cosinus  und  Sinns  eines  Hyperhel- 
sectors  proportionirt  gesetzt  werden ;  daher  gilt  hierfür  auch  keine 
der  auf  dieser  Grundlage  abgeleiteten  Gleichungen  (22),  (23)  und 
(24);  sondern  man  muss  die  diesfällige  For^  der  aufzulösenden 
Gleichung  selbst,  nämlich 

in  Betracht  ziehen.    Nur  um  der  Vollständigkeit  halber  mag  noch 
erwähnt  werden,  dass  man  sie  zuerst  so  schreiben  kant^: 

a:»=s2^.(— 1)V*»^ 

und  hiernach  sofort  erhält: 

3  «!^ 

a-  =  (-l)"V2^.e  » 

=  (-l)-V2^cosy+tsin?3'') 

3  3  v3  3  V3 

=  V27;    ~v2y(U»"^);    -V2y(4«-iY)- 


Zweite  Umwandlungsweise  der  Car danischen  Formel. 

In  einer  andern,  nach  meinem  Dafürhalten  besseren,  Weise 
lässt  sich  die  der  Gleichung  (12)  entsprechende  Cardanische  For- 
mel (8)  mit  (13)  wie  folgt  umwandeln. 

Theil  XXKYII.  28 
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Der  in  den  Ausdrflcken  (13)  der  «',  t'  vorkommende  Radi- 
cand   g^ — /^    ist    entweder    positiv    oder    negativ,  je    nachdem 

ff^^f*  oder  g^'^P  ist;  also   gleicht  er  der  (positiven)  zweiten 

Potenz  einer  reellen»  nnd  (was  unserem  Belieben  anheim  gestellt 
bleibt)  auch  noch  positiven,  Zahl  h  multiplicirt  mit  einer  Potenz 
der  Zahl  —  1  nach  einem  geraden  oder  ungeraden  Exponenten  m, 
nämlich 

(20)  ^«-/»  =  (-l)«A« 

Hieraus  folgt  nun:    . 

y^^T»  =  ( V'=1)«Ä  =s  f«Ä , 

wobei  jedoch  m  auf  die  Anzahlen  0  und  1  eingeschränkt 
werden  kann  und  hier  auch  soll;  dadurch  wird 

Soll  nun  die  dritte  Wurzel  dieser  fiinoroe  vollständig  (drei- 
werthig)  dargestellt  werden,  so  multipliciren  wir  die  Binome  mit 

lr=(— l)-e'«^ 
und  ziehen  sofort  die  dritte  Wurzel  aus  den  Producten,  f^pnach  wir 


V 


j=(-l)«V^±tmA.e 


erhalten,  wofern  wir  unter  dem  Zeichen  \g^i^h  Irgend  eine, 
wo  thunlich  die  reelle  Wurzel  dieses  Binoms  verstehen. 

Anch  hier  kann  aus  gleichen  Grfinden  wie  frfiher  n  nur  drei 
natürlich  auf  einander  folgende  Anzahlen,  am  einfachsten  — 1, 
0,  -f  1,  vorstellen.  Tritt  ferner  beim  Cebertritt  von  ti  auf  v  an 
die  Stelle  von  n  die  n',  so  muss,  weil  uv^^f  ist,  werden: 


i^^-^n 


«©:/•=  l=>^«-(-«l)i"A«.(-l)»+»>     8       .f 


i'!^n 


=  (—l)«+ii'e     3 

mithin  kann  auch  da  die  Summe  n-i-n'  eine  beliebige  durch  3 
theilbare  Zahl,  am  einfachsten  die  Null  sein,  wonach  n'=:— r 
erfolgt  und 
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wird. 

Da  nun  die  gegebenen  Zahlen  g  und  h  reelle  Zahlen  sind^ 
80  können  ivir  allgemein 

(26)  yfg±i^h=zp,±i^q 

»teilen»  indem  wir  auch  die  beiden  fraglichen  Zahlen  p  utd  q 
als  reell  bedingen.    Denn  hieraas  folgt»  weil  i^=^ — 1,  i<=3-— t  l«t, 

^  +  i"»A  =  p8  +  t"»3/j«^ +(— l)«3py«  + »'»(— 1)'"9', 

^r  —  {"A  =^»—  i«»3pV  +  (-  1)"»3;>9*— «*(—  l)«^*; 

daher,  wenn  man  erst  addirt»  dann  snbtrahirt  und  beide  Mal  half- 
tet,  erhält  man  für  p  und  q  die  zwei  Bestimmungsgleichungen: 

(«)  /^'  +  (-l)'"3;;9r«  =  y, 

(ft  3p«9  +  (-l)«V'  =  A. 

Von  diesen  Gleichungen  multipiiciren  wir  die  erste  mit  — 7,  die 
zweite  mit  -f  3p  und  bekommen  zur  Summe 

8p'5f  =  3A/>— 5^9, 
mithin 


Zhp         •      80H9 


Da  sehen  wir  uns  aufgefordert  zur  Abkürzung: 

zu  setzen  und  t  als  Hilfsunbekannte  £u   betrachten;  wonach  wir 
erhalten : 

(^  8p3=(2p)«  =  3e-i7, 

Stellen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  achtfache  Gleichung  (a)  ein, 
so  lässt  diese  sich  durch  3  theilen  und  wird  sofort: 

oder 

28* 
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(0  <»— 3^l«  +  (— l)-3A«*-(-I)-^A«=  0. 

Da  diese  Bestimmongsgleicbung  der  HilfsunbekaonteD  I  Tom 
dritten  Grade  ist  und  "lauter  reelle  CoeflQcieDteo  besitzt,  so 
liefert  sie  für  t  sieber  Einen  reellen  Wertb.  Zu  diesem  nun 
geben  die  Gleichungen  (jS)  und  (e)  je  einen  reellen  Werth  der 
in  Frage  stehenden  Zahlen  p  und  q\  somit  bleibt  es  gestattet, 
nach  dem  Ausdrucke  (26)  die  dritte  Wurzel  aus  jenem  Binom 
ähnlich  binomisch  darzustellen. 

Durch  Verwendung  dieses  Ausdruckes  (26)  rerwandeln  sich 
nunmehr  die  letzten  Ausdrficke  der  u  und  v  in 

u  =  (;>  +  »«^)(— l)«e'T 

ü  =  (p — t*  q){ —  l)*c     3 
und  sohin  ist  Ihre  Summe  als  der  verlangte  Wurzelwerth 

(27)  ar=:(-l)«2(pcosgJr  +  »'»+iy6iDg«),. 

Dieser  allgemeine  Wurzelausdruck  unserer  Gleichung  gibt  lu 
erkennen«  dass  ffir  fit  =  1  alle  drei  Wurzelwerthe  reell,  dage- 
gen fär  fit  =  0  nur  Ein  Wurzelwerth  reell,  die  beiden  anderen 
dagegen  conjugirt  complex  ausfallen;  welche  zwei  Fälle  wir  als 
den  irreduciblen  und  reduciblen  unterscheiden«  bei  denen 
es  sich  jetzt  nur  noch  um  die  angemessenere  Ausdrucksweise 
der  Hilfszahlen  p  und  q  bandelt. 

A.    Irreducibler  Fall. 

Hier  Ist  mzzzl,  g^^pz=z-h^  also  f^^g'^  und  sobin  ist  die 
positive  Zahl  h  =  V/»— j7*  und 

y  g  +  ih=p  +  ig. 
Wir  setzen  deshalb 


cos  <p      sin  q> 
und  dies  Ist  noch  femer; 


\rcoBip*+ singt* 
cos^-ftsln^         ^9    * 
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mithin  haben  wir 


uod 


p+i^=c  vA/*  =  VAco«|  +  t8io|)i 


worao8  wir  sofort  finden: 

/»=  V/-C08S-» 

7=  V^einj. 

Nehmen  ¥^ir  demnach«  da  /hier  positiv  sein  moss»  auch  die 
Vf  positiv 9  so  berechnen  wir  sorörderst  ^  =  0....«  nach  der 
Gleichung 

(28)  cos9  =  :^s 

und  znfolge  des  Ausdruckes  (27)  den  Wurseiwerth: 

/  ft  g>  91  m  ^ 

i  j;=:(— l)«2v/(cos^ffcoSg— sin^^eio^) 

(29)  { 

(      =(-l)«2V/cos5^i^. 

B.    Reducibler  Fall. 

Da  ist  ms 0»  ^— /^  =  A«  also  f^<g^,  mithin  ist  die  posi- 
tive Zahl  A=  V^*— /^  und 

» 

dabei  ist  jedoch  su  unterscheiden ,  oh  /positiv  oder  negativ  ist 
L     Wenn  /  positiv  ist,  so  ist  g^^h^,  folgiich  setzen  wir 


Cos9>      Sin^ 
und  dies  ist  weiter 

V2H5 — ..^f. 


'  VCosg)«— Sin9«" 
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sonach  haben  wir 

und 

;>i:9==  VA«*^  =x  V/.(Co8|±Sin|), 
woraus  wir  sogleich  finden: 

^  =  VASin|. 

Nehmen  wir»  da  hier  h  and  Cos 9  positiir  sind,  die  \/f  mit 
g  gleicbstimmigy  so  muss  mit  ihnen .  auch  Sin  9  und  also  auch  9 
einstimmig  sich  ergeben  und  zwar  berechnen  wir  zunächst  q>  nach 
der  Gleichung: 

(30)  C0S(p  =  ;^ 

und  danach  zufolge  des  Ausdruckes  (27)  den  WurzeLwerth: 

(31 )  x  =  (— 1)«2  V/lcos  y  Cos  I  + 1  sin  ySin  |). 
Auch  lässt  sich  hieffir  schreiben: 

a:  =  (— l)»2v'ACos*-y  Cos|  +  Siq^Sin|), 

oder    zusammengezogen    (wenngleich   för  eine    direcle   Ausrech- 
nung ungeeignet): 

(32)  a:  =  (-l)«2V/'.Co8^^^^. 

2.    Wenn  /*  negativ  ist,  so  ist  g^^K^,  daher  setzen  wir: 

9±h        _  g±h 
"  S\n<p±Cos(p^  ±e±^* 
und  sonach  ist 

g±h:=:±e±9.%r~fi, 
also 
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;ii9  =  ±V^.e*3=V^.(Sin|±Co»|). 
woraus  wir  sogleich  fioden: 

MitbiD  ist  der  in  Frage  gestellte  Wurzelwerth 

(33)      :r  =  (-l)«2V*^.(co8^Sin|  +  tsin^Cos|), 
oder,  wenn  man  ihn  erst  so  umschreibt: 

,  =  (-l)-2^r=7.(Co.^Sln|+Sln*^Co.|), 
auch  zusammengezogen: 

(34)  a;:=^-m^r~f.sin^^^. 

Hiebei  muss,  weil  h  und  Cos^  positiv  sind,  auch  V  — /  posltir 
gewählt  werden,  und  Sia9>,  also  auch  q)  muss  mit  g  gleichstim- 
mig sein;  zugleich  berechnet  man  diese  erforderliche  Uilfszahl 
9  aus 

(35)  Slnv  =  :^=§=. 
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Ueber  Eble's  Stundenzeiger,  ein  Instrument  zur 
Zeitbestimmung. 

Von 

dem  Heransseber. 


Die  BestimiDUDg  der  Zeit  ist  wegen  der  Beriefatigung  der 
Uhren  ffir  die  BedQrfDisse  des  gemeinen  Lebens  von  so  grosser 
Wichtigkeit,  dass  man  sieh  nicht  wundern  darf^  dass  schon  viel- 
fache Methoden  und  Instrumente  angegeben  worden  sind,  welebe 
dazu  bestimmt  sind ,  dieses  Geschäft  auf  möglichst  leichte  und 
einfache  Weise  zu  verrichten,  wobei  es  sich  natürlich  von  selbst 
versteht,  dass  hiebei  von  den  Methoden,  deren  sich  der  eigent- 
liche Astronom  bedient,  und  von  den  vielen  Hulfsmitteln,  die  dem- 
selben zu  Gebote  stehen,  nicht  die  Kede  sein  kann  und  soll.  In 
neuester  Zeit  hat  Herr  M.  Eble,  Lehrer  der  Mathematik  und 
Physik  an  der  Realanstalt  in  Ellwangen  in  Würtemberg,  unter 
dem  Namen  „Horoskop'*  oder  „Stundenzeiger*'  ein  Instru- 
ment zur  Zeitbestimmung  angegeben,  welches  mir  besondere 
Beachtung  zu  verdienen  scheint,  und  auch  namentlich  den  Schu- 
len zu  empfehlen  sein  mochte,  da  sich  nach  meiner  Meinung  von 
demselben  bel*m  Unterrichte  in  mehrfacher  Beziehung  ein  in- 
structiver  Gebrauch  machen  iSsst,  wobei  ich  zugleich  bemerke,  das« 
der  Director  der  Sternwarte  in  Wien,  Herr  v.  Littrow,  der  dor- 
tigen Akademie  der  Wissenschaften  einen  sehr  vortheilhaften  Be* 
rieht  über  diese  sinnreiche  Vorrichtung  erstattet  hat*).   Es  scheint 


*)  M.t.  Sitziingsberichle  der  kai».  Akademie  der  Wis- 
•  cntchaf ten.  Band  XLII.  IVr.  22.  Sitzung  ▼oiii  11.  October 
1860.  S.203. 
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mir  daher  zweckroSssig,  in  dem  Archiv  eine  etwas  ausfiihrlichere 
Nach  Weisung  über  die  Erfindung  des  Herrn  Eble  zu  ertheilen, 
und  dieselbe  dadurch  namentlich  auch  den  Schulen  zum  Gebrauche 
bei*ro  Unterrichte  zu  empfehlen. 

Das  Instrument  hat  und  erffiilt  auch,  nach  meiner  Üeberzeu- 
gung,  den  doppelten  Zweck:  erstens  eine  leichte  und  schnelle 
Beobachtung  der  Sonne  bei  jedem  Azimuth  oder  jedem  Stunden- 
winkel zu  ermöglichen;  und  zweitens  jede  Rechnung  entbehrlich 
zu  machen  und  auf  die  blosse  Ablesung  einer  Scale  zurQckzufOh- 
ren,  welchem  letzteren  Erfordernisse  naturlich  nur  dadurch  genügt 
werden  konnte,  dass  an  die  Stelle  der  Auflosung  des  bei  der 
Zeitbestimmung  zur  Betrachtung  kommenden  sphärischen  Dreiecks 
durch  Rechnung  eine  graphische  Construction  gesetzt  wurde. 

Um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden ,  theile  ich  im  Anhange 
zu  diesem  Aufsatze  die  Beschreibung  deft  Instrumentes  nebst 
Zeichnung»  und  die  Anweisung  zu  dessen  Gebrauche  mit,  welche 
Herr  Eble  selbst  in  seiner  Schrift: 

Das  Horoskop  oder  der  Stundenzeiger,  erfunden 
von  Mich.  Eble  (medaille  d'honneur  par  l'Institut  des 
Arts-unis  de  Londres  etc.)*     Ellwangen,  1860.    4^. 

gegeben  hat,  und  bitte  die  Leser  dieses  Aufsatzes,  sich  damit 
vor  allen  Dingen  genau  bekannt  zu  machen,  bevor  sie  zu  der 
Theorie  des  Instrumentes  übergehen,  die  ich  im  Folgenden  ent- 
wickeln werde.  Am  Besten  ist  es  natürlich,  das  Instrument  selbst 
vor  sich  zu  haben,  welches  zu  sehr  niedrigem  Preise^)  durch 
Herrn  Eble  oder  die  Buchhandlung  des  Herrn  Rudolph  Eng-' 
1er  in  Ellwangen  bezogen  werden  kann. 

Wenn  die  Polhohe  durch  o,  die  Declination,  die  Höhe  ui^d 
der  Stunden  Winkel  der  Sonne  respective  durch  d,  A,  o  bezeich- 
net werden;  so  hat  man  bekanntlich  die  Gleichung: 

sinA=:sindsino  -f-cosdcosacoso, 

oder,  wenn  an  die  Stelle  der  Polhuhe  o  die  Aequatorshöhe  q> 
gesetzt  wird,  die  Gleichung : 


*)  Etwa  2--3  Thaler  (4  Fl.  ö.  W).  Herr  Eble  hat  vielleicht  die 
Gate,  einmal  die  genauen  Preise  seiner  Instnimenle  von  verschiedenen 
Qualitäten  znm  Abdruck  in  dem  Arf:hiv  einzusenden.  Das  mir  gutigst 
sagesandte  Instrument  ist  nur  von  Holz  gearbeitet;  wahrscheinlich  giebt 
es  mit  noch  mehr  Genauigkeit  und  Sauberkeit  angefertigte  Eiemplare. 
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sin  A  =  8in  ACO89)  -f  cosdcosasio  9« 

anf  welcher,  wie  sich  von  selbst  versteht,  das  ganze  lostrament 
bemht.  Herr  Eble  wendet  jedoch  dieselbe  nicht  in  dieser  ihrer 
ursprOnglichen  Form  an,  sondern  giebt  ihr  die  Gestalt: 

sin(y-f  <)^sin(y-d)      8in(y -f  d) -f  8in(y--d) 
sin  A  =  X -f- s eos  <f  * 

auf  welche  er  iseine  sSmintlichen  weiteren  Betrachtsagen  grfiodet. 
Ich  muss  aber  gestehen,  dass  mir  diese  Transformation  der  obi- 
gen Gleichung  für  deo  yoriiegenden  Zweck  ganz  unndthig  va  seio 
«od  in  die  Betrachtung  eine  unnütze  Verwickelung  zu  bringen 
acheInt,  weshalb  ich  von  derselben  im  Folgenden  ganz  absehen 
und  mich  bloss  an  die  obige  Gleichung  in  ihrer  orsprQaglichen 
Form,  also  unmittelbar  an  die  Gleichung 

sin  A  =  sin  dcos  q>  -f  cosdcos  tf  sin  9 

anschliessen  werde. 

Wenn  H  die  Mittagshöhe  der  Sonne  bezeichnet,  so  ist  be- 
kanntlich allgemein  ipz=:H—ö,  und  für  jede  Hube  k  ausaerhalb 
des  Meridians,  wo  also  h^H  ist,  ist  folglich  ip'^h — d,  demnach 


q>  ^  h — d 

fär  jede  Höhe  A,  wobei  wir  jedoch  bemerken,  dass  es  für  unse- 
ren hiesigen  Zweck  hinreichend  ist,  die  Hube  h  ala  positiv  anzu- 
nehmen, wie  von  jetzt  an  der  Einfachheit  wegen  geschehen  soll. 

Wenn  d  negativ  ist,  so  ist  hiernach  immer: 

Wenn  d  positiv  und  Ar^d,  also  A — d  positiv  ist,  so  ist  nach 
dem  Vorhergehenden: 

9)  ^  A  —  d» 

Wenn  d  positiv  und  A<d,  also  d-^A  positiv  ist,  so  kann 

q>iri — A    oder    q>^i — A 

sein;  im  zweiten  Falle  wäre  aber,  da  23<'.30'  in  einer  runden 
Zahl  der  grosste  Werth  von  d  ist,  jedenfalls 
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9  7  230.30' 


also: 


90«-<p^66o.30'     oder     5^66o.30'. 


Da  die  Polbohe  vod  Petersburg  oder  Stockholm  uoeh  nicht  60^ 
beträgt»  so  wollen  wir  diesen  zweiten  Fall«  welcher  einige  beson- 
dere Betrachtungen«  auch  namentlich  rücksichtlich  der  denselben 
darstellenden  Figur«  erfordern  würde«  der  Kürze  wegen  im  Fol- 
genden nicht  weiter  in*s  Auge  fassen«  indem  dessen  ausfuhrlichere 
Betrachtung  füglich  dem  Leser  überlassen  bleiben  kann;  auch 
wollen  wir  die  im  Obigen  vorkommenden  Gleichheitszeichen  der 
Kürze  wegen  nicht  weitet  berücksichtigen«  und  daher  von  jetzt 
an  nur  die  drei  folgenden  Fälle  in's  Auge  fassen: 

l)....d  negativ«  g>>Ä  +  (— d): 

2)....d  positiv«  A>d«  g)>Ä  — d; 

3)....d  positiv,  A<d«  9>d — H. 

In  Taf  ni.  Fig.  I.«  Fig.  2.«  Fig.  3.«  wo  die  Ebene  des  Papiers 
die  Ebene  des  Hohen-  oder  Vertikal  -  Kreises  der  Sonne  ist«  sei 
um  O  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  r,  den  man  auch 
der  Einheit  gleich  setzen  kann«  ein  Kreis  beschrieben«  und  durch 
O  seien  die  Horizontale  OH  und  die  Vertikale  OZ  gezogen;  die 
Linie  OS  sei  nach  der  Sonne  gerichtet«  und  OA  stehe  in  O  auf 
derselben  senkrecht;  so  i^t 

HS^ZA^^. 

Von  Z  aus  trage  man  auf  dem  beschriebenen  Kreise  den  abso- 
luten Wertb  ZB  der  Declination  d  auf«  links  oder  rechts  von  Z, 
jenachdem  die  Declination  negativ  oder  positiv  ist.  Endlich  trage 
man  von  B  aus  auf  dem  gegebenen  Kreise  links  und  rechts  von 
B  die  Aequatorshöhe  BC^^BO  =^q>  auf«  und  ziehe  die  Sehne 
CC«  welche  auf  OB  oder  dessen  Verlängerung  über  O  hinaus 
in  E  senkrecht  steht.  Endlich  denke  man  sich  durch  A  eine 
Vertikallinie  gezogen«  -^  das  Loth  an  dem  Instrumente  des  Herrn 
Eble  —  und  bezeichne  dessen  Durchschnittspunkt  mit  der  Sehne 
CC  durch  F.  Bezeichnet  man  die  Durchscbnlttspunkte  des  Loths 
in  A  mit  der  Horizontalen  OH  und  der  Linie  OB  respective  durch 
G  und  AT;  so  sind  die  Dreiecke  KOG  und  KEF  offenbar  einan- 
der ähnlich«  und  man  hat  daher  die  folgende  Proportion: 

KG:OG  =  EK:EF, 
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also; 

EF  ^  TTT»  •  ■^"'  • 

Entsprechen  nun  zanSchst  die  oberen  und  unteren  Zeiebea 
einer  negativen  und  einer  positiven  Declination,  so  ist  offenbar: 

JKC=  OC.tang(90o±d)=TOC.cota, 
also: 

Gjf=Ttangd, 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

£;F=T^^.tangÄ; 
ferner  ist: 

Ojr=OG..ec(90o±d)  =  T^,  =  T'^/ 

und  0£=r cos  9), 

Im  Falle  einer  negativen  Declination  ist  nun  nach  Fig.  1.: 

Ajr=Oj:+ 0£=-^r(j|jJ-cos9), 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

Im  Falle  einer  positiven  Declination  ist  dagegen,  wenn  das 
obere  Zeichen  dem  Falle  Fig.  2.,  das  untere  Zeichen  dem  Falle 
Fig.  3.  entspricht: 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

£F=±r^||^— cos9))tanga. 

Nimmt  man  also  in  den  Fällen  Fig.  1.  und  Fig.  2.  das  obere, 
in  dem  Falle  Fig. 3.  das  un^tere  Zeichen^  so  ist: 


£;F=±r(jlJ^  — cosy)taog« 


oder: 
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^„      -    sin  A  — sind  cos  ^ 

-^  C08  0 

folglich,  frenn  man  die  Entfernung  des  Punktes  F  von  dem  Punkte 
E,.  indem  man  dieselbe  in  den  Fällen  Fig.  1.  und  Fig.  2.  als  po- 
sitiv, in  dem  Falle  Fig.  3.  als  negativ  betrachtet,  und  mit  Rfick- 
sicht  hierauf  im  Allgemeinen  durch  a  bezeichnet,  in  völliger 
Allgemeinheit: 

sin  A  —  sin  d  cos  q> 
cos  i 
Aus  der  Gleichung 

sin  A=  sin  A  cos  tp  -f  cos  ^  cos  tf  sin  <p 

folgt  aber: 

sinA — sind  cos  CO 

cos  asin  w  = ^ » 

^  coso 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

x  =  rcos<T8in9), 

woraus  man  sieht,  dass  die  Entfernung  x  für  jeden  be- 
stimmten Halbmesser  r,  den  man  beliebig  wählen,  auch 
der  Einheit  gleich  setzen  kann,  bloss  von  dem  Stun- 
denwinkel tf  und  der  Aequatorshuhe  q>  oder  der  Pol- 
höhe Q,garnichtvonderHuheundvonder  Declination, 
abhängt,  welches  der  Hauptpunkt  ist,  auf  den  es  bei  dem  In- 
strumente des  Herrn  Eble  ankommt,  auf  welchem  dasselbe  le- 
diglich beruhet,  und  der  von  dem  Erfinder  selbst  nicht  mit  solcher 
Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  hervorgehoben  worden  Ist,  wie  es 
wfloschenswerth  gewesen  wäre. 

Neben  der  allgemeinen  Empfehlung  des  lostroments  war  die 
recht  deutliche  und  bestimmte  Hervorhebung  dieses  Hauptpunktes 
der  nächste  Zweck,  den  ich  bei  der  Abfassung  dieses  Aufsatses 
hatte.  Auch  ist  hiedurch  in  der  That  die  Theorie  des  Instruments 
vollständig  gegeben;  denn  man  übersieht  leicht,  dass  sich  mittelst 
der  Gleichung 

dr  =  rcos<ysin9> 

(Qr  jede  bestimmte  Polhuhe  und  die  verschiedenen  Stundenwin- 
kel eine  geradlinige  Scale  der  x  verfertigen'  und  auf  dem  Instru- 
mente gehurig  anbringen  lässt  (wobei  man  zu  beachten  hat,  dass 
O£=rcos9  ist),  aus  welcher  sich,  wenn  gewisse  x  durch 
den  Lothfaden  des  Instruments  auf  dieser  Scale  abgeschnitten 
werden,  natürlich  auch  umgekehrt  die  entsprechenden  Stunden- 
Winkel  oder  die  durch  dieselben  bestimmten   Zdten  entnehmen 
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oder  vielmehr  auf  derselbcB  unmittelbar  ablesen  lassen.  Auch 
lassen  sich  leicht  mehrere  solcher  Scalen  für  verschiedene  Pol- 
hüben,  zu  einer  Art  von  Netz  mit  einander  vereinigen,  wie  auf 
dem  Instrumente  des  Herrn  Eble  wirklich  geschehen  ist.  Ausser 
dieser  Scale  ist  alles  Uebrige  auf  dem  Instrumente  Nebenwerk 
und  leicht  ohne  alle  weitere  Erläuterung  durch  sich  selbst  ver- 
ständlich, wenn  man  nur  die  im  Anhange  beigefügte  Beschreibung 
und  Gebrauchs -Anweisung  aufmerksam  gelesen  hat.  Die  oben 
angeführte  Schrift  des  Herrn  Eble  enthält  noch  eine  Tafel  der 
Declinationen    oder    Polar- Distanzen    der   Sonne    für    die    Jahre 

1860  1863 

(\f^4\  ^'^    nsß?^ '  deren  man  bei  der  Aufstellung  des  Instruments 

bedarf,  und  ausserdem  eine  Tafel  der  mittleren  Zeitgleichung  zur 
Reduction  der  wahren  Zeit,  welche  letztere  natürlich  nur  durch 
das  Instrument  erbalten  werden  kann,  auf  mittlere  Zeit.  Vollstän- 
diger und  genauer  finden  die  Liebhaber  der  Astronomie  diese 
Dingein  dem  trefflichen  Kalender  für  alle  Stände.  Heraus- 
gegeben von  Karl  v.  Littrow,  den  wir  denselben  als  eine  sehr 
brauchbare  kleine  Ephemeride  hier  wiederholt  in  Erinnerung  brin- 
gen und  recht  sehr  empfehlen. 

Wir  wünschen  sehr,  durch  das  Obige  und  Nachfolgende  zur 
weiteren  Bekanntwerdung  und  Empfehlung  des  jedenfalls  sehr 
sinnreichen  und  zu  dem  Gebranch  in  der  Praxis  für  einen  Jeden, 
der  seine  Uhr  schnell  und  leicht  zu  berichtigen  wünscht«  sehr 
geeigneten  Instruments  des  Herrn  Eble  Einiges  beizutragen,  in- 
dem wir  dasselbe  auch  namentlich  den  höheren  Unterrichtsan- 
stalten zur  Beachtung  empfehlen.  Wegen  der  Geschiebte  der  Er- 
findung des  Instruments,  dessen  Grundidee  eigentlich  Lambert 
gehurt,  aber  von  Herrn  Eble  in  sehr  verdienstlicher  Weise  we- 
sentlich vervollkommnet  und  für  den  praktischen  Gebrauch  erst 
wirklich  fruchtbar  gemacht  w&rden  ist,  verweisen  wir  auf  Li  ttrow's 
oben  angeführten  in  mehrfacher  Beziehung  lehrreichen  Aufsatz, 
welcher  zugleich  auch  auf  das  von  Herrn  Zescevich  in  der 
„Rivista  marittima  del  Lloyd  ilustriaco.  1854.  Növem- 
bre*'  (m.  s.  auch  Heinrich  v.  Littrow's  Seemannschaft- 
S.294.  und  Moigno:  Cosmos.  1660.  Sept  7.  pag.  288.)  be- 
kannt gemachte  Verfahren  zur  graphischen  Auflösung  sphärischer 
Dreiecke  gelegentlich  Rücksicht  nimmt. 


Anmerkung. 
Absichtlich  habe  Ich  mich  bei  dem  rorliegenden  Gegenstmde 
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im  Vorhergehenden  ganz  einfacher  und  elementarer  geometrischer 
Betrachtungen  bedient.  Allgemeiner  und  besser  kann  man  aber 
zu  dem  Satze,  auf  den  es  hier  eigentlich  ankommt,  mittelst  der 
Formeln  der  analytischen  Geometrie  gelangen,  wie  ich  jetzt  noch 
zeigen  will. 

Die  Ebene  des  Vertikalkreises  der  Sonne  sei  die  Ebene  ei* 
nes  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  a:if,  dessen  Anfangs- 
punkt äas  Auge  des  Beobachters  oder  der  Mittelpunkt  der  Spb£re 
ist;  die  Axe  der  a:  sei  horizontal,  die  Axe  der  y  werde  also  Ter« 
tikal  angenommen.  Durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
werde  eine  Gerade'*)  gelegt»  deren  Gleichung 

1)  .    .   .   .  ^=::rtang (90^ 4*^)9    ^Iso    y='^xcotö 

sei,  und  in  dieser  Geraden  nehme  man  einen  Punkt  (uv)**)  an, 
dessen  Coordinaten  «,  v  durch  die  Formeln 

itt  =  rcos9).cos(90^-f-^=: — rsin  Acosoo, 
v=rcos9).sin(90^ -f  A)  =     rcosdcos^^ 

bestimmt  werden,  wo  rco8q>  die  Entfernung  dieses  Punktes  von 
dem  Anfange  der  Coordinaten  ist.  Durch  diesen  Punkt  lege  man 
eine  auf  der  Geraden  1)  senkrecht  stehende  Gerade,  deren  Glei- 
chung also  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 

3)  .    .    .    .  y'—rcoB6coBq>z=itLngi(x  +  rBmöco8q>) 

ist.    Nun  ziehe  man  die  durch  die  Gleichung 

4) a:  =  rcos(90^  +  Ä)= — rsinA 

bestimmte  Vertikale*^*),  und  bezeichne  deren  Durchschnittspunkt 
mit  der  Geraden  2)*!')  durch  (u^  V|);  so  hat  man  nach  4)  und 
3)  zur  Bestimmung  von  «i,  Vi  die  Gleichungen: 

«1= — rsinA, 

9i  —  r cos  6  cos  9  =  tang  d(tf|  -f-  r  sin  ^  cos  g>) ; 

also,  wie  man  leicht  findet: 

6)   .   .   .  tC|=— rsioA,    t?i=r( ^— tang^sinAj 


*)  OB  in  der  Figur. 
••)  E  in  der  Figur. 
•♦♦)  AG  in  der  Figur, 
t)  F  in  der  Figur. 
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oder : 


6)  .    .   .    .  «1=— rsinA,    C|  =  r; 


cosy — sin  AsinA 


cos 


T 


Betrachten  wir  nun  die  von  dem  Punkte  (tiv)  aus  gerechnete 
Entfernung  des  Punktes  (tiiVi)  von  dem  Punkte  («v)  als  positiv 
oder  als  negativ,  jenachdem  (mit  Rücksicht  auf  die  Figur)  der 
Punkt  («ifi)  rechts  oder  links  von  der  durch  (tiv)  gehenden  Ver- 
tikale liegt,  und  bezeichnen  mit  Rficksicht  hierauf  diese  Entfernung 
durch  JK;  so  ist  offenbar  in  dem  ersten  der  beiden  In  Rede  ste* 
henden  Fälle: 

tti=M  +  2rcos(180o  +  «), 

t,  =r  +  Jf»io(i80«  +  d); 

im  zweiten  Falle  dagegen: 

Mj  =tf -f  ( — 2L)cosd, 

©1  z=zv  +( — A')sind; 

also  offenbar  in  beiden  FSlIen,  und  daher  völlig  allgemein: 

Ui  =tc— Jicosd, 

Pj=p — Jfsind;' 
folglich: 

JL  —  n     —  — ; — 5"  9 

cos  0         sm  0 

also  nach  2)  und  6): 

^  y, sinA — sind  cos  y 

' *"  cosd 

und  daher,  weil,  wie  aus  der  bekannten  Gleichung 

sin  A  =  sin  dcos  q>  -f-  cos  dcos  tf  sin  y 

sogleich  folgt, 

sinA— sin  jcoscp 

cos  CB\n  ®  = 3 

^  coso 

Ist: 
8) jr=rcos<ysiny, 

welches  der  ca  beweisende  Satz  war. 
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A  n  h  a  n  s* 

(Gh&nz  nach  Herrn  Eble.) 

I. 

Beschreibnng  des  Horoskops. 

Das  Horoskop  hat  drei  Haupttheile,  in  die  es  sich  zerlegen 
lässt,  wobei  man  Taf.  III.  zo  vergleichen  bat. 

Der  erste  Theil,  von  der  Form  des  Bacbstabens  T,  ist 
aas  zwei  Schienen  A  und  B  gebildet,  welche  rechtwinklig  zusam- 
mengefägt  sind. 

Diesen  zusammengesetzten  Theil  will  ich  AB  nennen. 

Der  zweite  Theil,  von  der  Form  eines  Ii,  ist  aus  den 
Schienen  C  und  />  gebildet. 

Er  heisse  CD. 

Der  dritte  Theil  ist  das  Gestell  EF^  bestehend  aus  dem 
Pfosten  E  und  der  Fussscheibe  F. 

(Diese  Scheibe  muchte  der  Besitzer  eines  Exemplars  unter- 
halb  mit  Blei  versehen,  um  den  festen  Stand  zu  sichern.) 

Auf  der  Schiene  A  föllt  zuerst  die  aus  krummen  Linien  ge- 
bildete Stundenskale  in  die  Augen,  an  deren  unterem  Rande  die 
Vor*  und  Nachmittagsstunden  von  10  zu  10  Minuten  oder  auch 
von  20  zu  20  Minuten  angeschrieben  sind. 

Nabe  am  oberen  Rande  der  Schiene  A  ist  die  Skale  der  Pol- 
abstände der  Sonne  angezeichnet.  Rechts  und  links  der  Stunden- 
skale ist  eine  kleine  Skale,  die  der  Polhöhen.  Zu  äusserst  links 
ist  der  Titel:  Horoskop. 

In  der  mit  A  festverbundenen  Schiene  B  steckt  bei  g  ein 
Zapfen  fest  eingeleimt;  mittelst  dieses  Zapfens  lässt  sich  Aß  im 
Zapfenloch  p  des  Pfostens  E  drehen  und  mittelst  einer  Schraube 
ISsst  sich  AB  in  erforderlicher  Stellung  (die,  wie  wir  bald  sehen 
werden,  vom  Datum  oder  vom  Polabstand  der  Sonne  abhängt) 
unbeweglich  fest  erhalten. 

Die  Schiene  C  trägt  bei  k  und  /  zwei  Messingplättchen ;  das 
erstere  k  hat  zwei  Lochlein  zum  Einlassen  der  Sonnenstrahlen; 

TktU   XXXVn.  29^ 
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auf  dem  Plättcheo  /  aber   ist  aaf  weissem  Grand  ein  schwtrur 
Strich  in  der  Mitte. 

Die  Schiene  D  ist  an  einem  Ende  auf  die  Schiene  C  befestigt 
und  hat  am  anderen  Ende  ein  kleines  Messingplättchen  m»  welches 
an  einem  Faden  das  Loth  o  trfigt. 

(Uas  Knupfchen  des  Auf  hängefadens  ist  bei  m  nach  TOToe  z«- 
gekehrt,  also  hängt  der  Faden  hinterhalb  des  Plättchens  m  her- 
unter.) 

Bei  n  ist  ein  Loch  eingebohrt,  worin  das  Loth  o  bei  der  Ver- 
packung seinen  Platz  bekommt. 

Das  ganze  Stück  CD  ist  mittelst  einer  bei  t  angebrachteB 
versenkten  eisernen  Schraube  in  dem  Loch  h  des  Stücket  AB 
drehbar  und  mittelst  einer  Mutterschraube  sanft  stellbar,  so  nia- 
lieh,  dass  man  zwar  mit  dem  Finger  das  Stück  CD  um  deo 
Zapfen  i  drehen  kann,  dass  aber,  sobald  die  Bewegung  mit  den 
Finger  aufhört,  das  Stück  CD  in  der  erhaltenen  Stellang  Terbarrt 


II. 

Bestimmung  der  Zeit  durch  den  Horoskop. 

Um  Air  einen  Augenblick,  in  welchem  die  Sonne  scheist,  die 
Zeit  zu  bestimmen,  verfthrt  man  so: 

Für  den  Aufenthaltsort  z.  B.  Berlin,  Mainz,  Stuttgart, ....  hat 
man  ein  fulr  allemal  nach  einer  Landkarte  die  PolhObe  gesockt 
(an  den  Seitenrändern ,  rechts  und  links  der  Landkarte)  und  ni 
der  Stundenskale  des  Horoskops  die  erforderliche  Linie  gezogen, 
wie  dies  beispielsweise  für  Mainz  (unterm  50.  Polhuhegrad)  sehet 
geschehen  ist 

(Zu  diesem  Zweck  wird  der  Besitzer  eines  Ezenplars  dei 
Horoskops  an  den  beiden  Enden  rechts  und  links  der  PoHidhei- 
skale  (welche  nach  Fünftelsgraden  abgetheilt  ist,  woran  man  aher 
leicht  Zehntelsgrade  unterscheiden  kann)  den  erforderlichen  Punkt 
diesseits  und  jenseits  aufsuchen,  und  diese  zwei  Punkte  dorck 
eine  Linie  verbinden,  welche  zu  der  mittleren  Mainzer  Linie  pa- 
rallel ist.  Diese  Verbindungslinie  zieht  man  mit  einer  scbarfes 
Nadel  an  einem  Lineal  hin,  die  Nadel  ritzt  jn  den  Firniss  od^ 
diesen  Ritz  überföbrt  man  leicht  mit  einer  rothen  Tinte  oder  far- 
bigem Pulver.) 

Auf  einer  Ebene,  die  nicht  viel  von  der  Horisontalricbtinig 
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a^w^ieht,  sIeUe  man  das  Horoskop  so  vor  bhi^  anf«  da99  die 
Sonoe  Imkfl,  nahezu  in  der  Veriängerung  d«r  Skalen ^ Ebene  A 
liegt  (wobei  also  der  ven  dieser  Sehiene  A  geworGsne  Schatten 
als  Linie  erscbeint). 

Aus  der  dieser  Anweisung  vorangestellten  Polalistands- 
tebelle  (Taf.  I)*)  sucht  man  nun  für  das  dieematf^  Datnoi  (mit 
Beachtung  des  Jahres,  des  Monats  und  des  Mooatstages)  den 
Polabstandsgrad  auf.  Den  gleichen  Peiabstandspmikt  s«cbt  man 
nun  am  oberen  Rande  der  ^-Schiene  und  bringt  diesen  Punkt  ver- 
tikal fiber  den  Drehpunkt  h  der  ^-Schiene,  was  durch  Drehen 
des  ^/?- Stücks  um  den  Zapfen  g  geschieht. 

(Um  diese  vertikale  Stellnog  des  Polabetandspunkts  über  dem 
Drehpunkt  zu  erkenne«,  fcilnnte  ein  Messingklemmchen  mit  eioem 
Lothfaden  an  den  Polabs tandspunkt  gesteckt  und  darnach  AB 
um  g  gedreht  werden,  bis  nahezu  die  riebttge  Stellung  erlangt 
wäre ;  aber  —  am  einfachsten  wird  man  zu  Beobachtung  dieser 
Stellung  das  an  der  />- Schiene  bei  m  häni^ende  Loth  braueben. 
Die  feinste  Stellung  gibt  man  zuletzt  mit  den  Schrauben  qq  am 
Gestellfuss.) 

Nachdem  nun  das  Stück  A^  in  Betreff  des  Polabstandsgrads 
die  richtige  Stellung  hat  und  in  diesem  durch  die  Schraube  am 
Zapfen  bei  g  recht  fest  erhalten  wird,  dreht  man  das  Stück  CD 
um  den  Zapfen  A  so,  dass  die  Sonne  ih\e  Strahlen  durch  die 
zwei  Luchlein  des  Diopters  k  nach  dem  Messingplättchen  /  sen- 
den kann,  und  beobachtet  hiebei  die  Stellung,  wo  eben  das  Dop- 
pelsonnenbild in  Form  zweier  über  einander  stehender  Scheib- 
chen o  von  der  schwarzen  Mittellinie  durchschnitten  wird. 

In  diesem  Augenblick  zeigt  der  Lothfaden  auf  der  Stunden- 
skale da,  wo  der  Faden  die  dem  Beobachtungsort  zugehörige 
Polhuhenlinie  durchschneidet,  die  dermalige  Stunde  und  Minute 
wahrer  Sonnenzeit. 

(Ob  Vor-  oder  Nachmittagsstunden  abgelesen  werden  müssen, 
ergibt  sieb,  im  Zweifelsfalle,  daraus,  dass  Vormittags  die  Sonnen- 
h5he  wächst,  Nachmittags  abnimmt) 

Die  ganzen  Stunden,  von  Vormittags  4  bis  9  Uhr  oder  Nach 


*)  Weder  diese  Tafel  I.,  noch  die  nachher  erwähnte  Tafel  II.,  sind 
hier  mitgetheilt  und  in  der  Schrift  des  Herrn  Eble  nachzusehen.  Na- 
tnriich  "finden  sie  sich  auch  in  jedem  gnten  astronomischen  Kalender, 
wie  namentlich  in  dem  von  Llttrow.  G. 
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mittags  von  3  Uhr  bis  8  Uhr  sind  von  2  zu  2  MiDuteD  abgethetit, 
vFobei  von  10  zu  10  Minuten  etwas  stärkere  Theilsstricbe  gezo- 
gen sind;  die  Stunde  von  Vormittags  9  bis  11  Uhr  oder  Nach- 
mittags von  1  bis  3  Uhr  sind  von  4  zu  4  Minuten  abgetheilt,  und 
zugleich  sind  von  20  zu  20  Minuten  die  Theiistricbe  kräftiger. 

Eine  Stunde  vor  oder  nach  der  Mittagszeit  ist  die  Beobach- 
tung behufs  der  Zeitbestimmung  mittelst  eines  Hohen -Instruments 
ungeeignet,  daher  keine  Abtheilung  angebracht  wurde. 

Die  durch  die  Beobachtung  der  Sonne  erhaltene  wahre  Sonnen- 
zeit ist  aber  nicht  diejenige,  welche  unsere  gewöhnlichen  Thurm- 
und  Taschen  •  Uhren  zeigen  müssen.  Man  muss  diese  Uhren 
vielmehr  nach  der  mittleren  Sonnenzelt  richten.  Die  mittlere  Son- 
nenzeit weicht  aber  um  eine  Anzahl  Minuten  ab,  die  man  zu  ge- 
wissen Zeiten  des  Jahres  zur  wahren  Sonnenzeit  hinzufügen,  za 
anderen  Zeiten  davon  abziehen  muss. 

(Nur  viermal  im  Jahr  stimmt  die  wahre  Sonnenzeit  mit  der 
mittleren  Zeit  überein,  am  15.  April,  15.  Juni,  1.  September  und 
24.  December.) 

Die  Angabe  der  zu  addirenden  oder  subtrahirenden  Minuten 
nennt  man  die  Zeitgleichung  und  es  ist  eine  solche  9Belt|:lel- 
ehiuii^stabelle  (Taf.  II.}  dieser  Gebrauchsanweisung  angef&gt. 
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Ueber  einige   allgemeine    Formeln   zar  Aaswerthong 
bestimmter  Integrale. 

Von 

Herrn  Eugen  Lommel, 
V  Profenor  in  Schwyz. 


Föhrt  man  in  das  bestimmte  Doppelintegral 

fffiP  +  qa:+ry).dydx, 

in  welchem  f  eine  ganz  beliebige  Funktion^  p,  q  und  r  beliebige 
Constanten  bedeuten,  während  unter  dem  Uoppelintegral  selbst 
die  Summe  aus  den  unendlich  Mal  unendlich  vielen  Gliedern 
verstanden  wird,  welche  aus  dem  Produkt 

f{p-\rg3C^Ty),dydx 

dadurch  hervorgehen,  dass  man  dem  x  und  dem  y  unabhängig 
von  einander  alle  beziehlich  uro  die  unendlich  kleinen,  positiv 
gedachten  dx  und  dy  von  einander  verschiedenen  Werthe  bei. 
legt,  welche  zugleich  einer  (oder  mehreren)  gegebenen  Bedingun- 
gen j^enfigen,  —  statt  der  Veränderlichen  x  und  y  vermittelst  der 
Gleichungen 

ixyfq^  +  r«  =  qx' —ry' , 

die  neuen  Veränderlichen  x'  und  y  ein,  indem  man  sich  hiezu 
der  bekannten  Formel 


Digitized  by 


Google 


434  Lommel:    üeöer  einige  aligemeine  Formeln 

bedient  (vrenn  oämlich  x=zq>{x',y')  und  y  =  if(x*»y')  die  Glei- 
chungen vorstellen,  mit  deren  Hilfe  man  die  neuen  Veränderlichen 
einfährt),  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

A)      ff/XP  +  7«  +  Ty).dydx  -fjnp  +  x^yTlfT^) .  dy'dx'. 

Nun  lässt  sich  aber  auch  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
die  Integration  nach  y'  ohne  weiteres  durchfahren;  hat  man  als* 
dann  aus  den  obenerwähnten  und  mit  Hilfe  der  Gleichungen  a) 
ebenfalls  transformirten  Bedingungen  die  Grenzen  von  y^  als  Funk- 
tionen  von  x'  bestimmt  und  eingesetzt,  so  bleibt  rechts  noch  ein 
einfaches  Integral  nach  x'  librig  (oder  auch  mehrere),  dessen 
constante  Grenzen  aus  den  nämlichen  Bedingungen  abzuleiten 
sind.  Durch  die  Formel  A)  ist  demnach  da^t  vorgelegte  bestimmte 
Doppelintegral  auf  ein  bestimmtes  einfaches  Integral  zurückge- 
führt. 

Auf  diese  Weise  erhält  man,  wenn  man  In  dem  gegebenen 
Doppelintegral  den  Variablen  x  und  y  die  Bedingung 

vorschreibt,  die  Gleichung: 

1) 

fff^  +  gx+ry).dydx  =  2r^^VT^^^.f(p+x^^^l^ 

wo  nur  zur  Rechten  wieder  x  an  die  Stelle  von  x'  gesetzt  wor- 
den Ut.  Vertauscht  man  in  dieser  Formel  r  mit  r.  V^— 1  oder 
rt^),  CO  ergibt  sich: 


*)  Man  könnte  die  ZniMMgkeit  der  Siib^titotioD  einer  Ijnagioäreii 
an  die  Stelle  von  r  in  Zweifel  ziehen,  weil  die  Transfurinaiiuo,  welcher 
die  Forniel  I)  ihr  Dasein  verdankt,  zonächct  nur  für  reelle  Werthe  voa 
g  und  r  gütig  ist.  Man  gelangt  aber  ohne  Schwierigkeit  zu  der  lieber- 
Zeugung,  das«  die  Formel  1),  >vcnn  sie  für  beliebige  reelle  Werthe 
von  Q  und  r  richtig  ist  (und  das  ist  ja  unbottreitbar),  nothwendig  auch 
dann  noch  gelten  muss,  wenn  g  und  r  ganz  allgemein,  als  blosse  Trä- 
ger des  Opcrationszeichens,  aiifgefasst  werden,  also  namentlich  auch, 
wenn  sie  imaginär  werden. 
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H) 

Diese  Gleichong  geht  aber,  wenn  man  r  =  9  setzt»  sogleich  über  , 
in  die  folgende: 

lU)  fff(p-\-qi^-\-iy))'dydx=nf{p), 

wo  in  dem  Doppeiintegral  zur  Linken  die  Veränderlichen  x  und 

y  an  die  Bedingung  ^r^-f  y^'Tl  gebunden  sind. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  läset  sich  auch  leicht  synthe- 
tisch beweisen.  Entwickelt  man  nämlich  zur  Linken  die  Funktion 
f  mit  Hilfe  des  Maclau rin  sehen  Satzes  nach  Potenzen  von  q, 
so  erhält  man  9t,f{p)  als  erstes  Glied  der  Entwickelnng,  während 

7*"  einerseits  mit  dem  DifferentialcoefGcienten  3r^9  andererseits 
mit  dem  Doppelintegral 


r/ 


(x-^iyY^.dydx 

multiplicirt  erscheint;  integrirt  man  hier  zuerst  nach  y^  so  er- 
gibt sich: 

J^^)  -f^'u^  +<*)"+»-  (^  -  iyr+']  .da:, 

wenn  man  nnr  unter  y  jetzt  die  Wurzel  V^l— «*  versteht.  Ent- 
wickelt man  nun  die  beiden  (m-f  l)ten  Potenzen  mittelst  des  bi- 
nomischen Lehrsatzes,  so  findet  man 

=  S[ifl(m+l)a.a:'»+i-a  .lyo]  -  5[(-_  l)a. ^a .  (jn  +  l)ö.ar'»+*-«.y«j 

=  2S[i««+^(m  +  l)2a+i.:r«-««.y««+i] 

=  2i. «[(-!)«.  (m  +  l)2a+i.^"-*«  .»•«+^, 

wo  unter  (m  +  l)a  der  Binomialcoefficient  -i verstanden 

wird,  und  die  Sammenzeichen  iS  andeuten,  dass  die  Summe  aller 
Glieder  genommen  werden  soll,  welche  aus  dem  eckig  einge- 
klammerten allgemeinen  Gliede  dadurch  hervorgehen,  dass  man 
daselbst  statt  a  nach  and  nach  0  und  alle  positiven  ganzen  Zah« 
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len  einsetzt.  Das  obige  Integral  erscheint  also  jetzt  in  folgen- 
der Form: 

^^:j:j.5[(-l)a.(iii  +  l)2a+i.  /       a:«-««.(l-a?«)  *    .dx\ 

Nun  fällt  unmittelbar  in  die  Augen»  dass  diese  Summe  ver- 
schwindet, so  oft  m  ungerade  ist^  weil  dann  jedes  einzelne  in 
derselben  vorkommende  Integral  für  sich  der  Null  gleich  wird. 
Sie  verschwindet  aber  auch  für  jedes  gerade  iii  =  2n;  man  hat 
nämlich  alsdann: 

'    =y     Ä*-«-*.v(l— ^*)«+*.da-=«(n— a+4,  a  +  l+i) 
o 

ln-a|aja+l|a 
•       = — öiTFifä — '^' 

Die  obige  Summe  geht  dadurch  über  in: 

(2n  +  ]).2«+iia-'^K^^  -^    «'    1«+'  •      (2a +1)!"    J' 
Nun  ist/  aber : 

(2«  +  l)«tt+i|-l  =  (2m  +  l)a+il-2 .  (2«)al-» , 

(2a  + 1)!  =  l««+i|^  =  l«+il«  .2«!«, 

(2n  +  l)a+»l-«.l«-a|ft  =  (2n  +  l)«+ii-«.  (2n  — 2a  — I)«-^l-« 

=  (2ii  +  l)«+i|-a=l«+il2, 

2a|a     —  ja|i    —     a! .  ^"  ' 

man  erhält  demnach,  unter  Berücksichtigung  vorstehender  Rela- 
tionen, statt  jener  Summe  jetzt  diese: 

(2n  +  l).2»+iT^ '  '^f  ^""  '^*  •  ""^ ' 

welche  bekanntlich  der  Null  gleich  ist.  Da  nun  alle  Coefficien- 
ten  der  Potenzen  von  q  in  der  oben  vorgenommenen  Reihenent- 
wicklung verschwinden,  so  Ist  hiemit  nachgewiesen,  dass  die  Glei- 
chung III)  eine  identische  ist  in  allen  jenen  Fällen,  in  welchen 
der  Maclaurin'sche  Satz   zur  Reihenentwickeinng  angewendet 
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werden  kano.  Der  Maclaurin'scbe  Satz  gilt  aber  ()fr  jede  be- 
liebige FnnktioD^  so  laoge  nur  der  epecielle  Wertb  der  Variabeln» 
welcben  man  in  die  Funktion  und  in  ibre  Ableitungen  einsetzt, 
um  die  CoefBcienten  der  Reibe  zu  erbalten»  weder  die  Funktion 
selbst  nocb  irgend  eine  ihrer  Ableitungen  auf  eine  im'  Caicul  un- 
zulSssige  Form  bringt.  Wir  können  demnacb  behaupten,  dass 
unsere  Gleichung  HI)  fflr  jede  beliebige  Funktion  /  gilt,  so 
lange  nur  p  keiner  jene^  Ausnahmswerthe  ist,  fiSr  welche  die 
Funktion  f  oder  irgend  eine  ihrer  Ableitungen  eine  unzulässige 
Form  annimmt.    Nimmt  man  nun  an,  dass 

sei,  so  findet  man  auch: 

folglich,  wenn  man  bei  dieser  Integration  nach  y  die  Grenzen 
einfßhrt,  welche  die  Bedingung  ;r^-f^*^l  verlangt: 


f{p'{q{x-Viy)).dy 


Setzt  man  diesen  Wertb  in  die  Formel  III),  so  erhält  man: 

IV) 

Diese  Gleichung,  welche  eigentlich  nur  eine  andere  Form  der 
Gleichung  III)  ist,  gilt  unter  den  nämlichen  Bedingungen  wie 
diese.  Setzt  man  in  derselben  j?=cos2;,  so  nimmt  sie  folgende 
Gestalt  an: 

IV)      J'''[q>(P'i'ge*^)'-g>(p  +  qe-»)].B\üz.dz  =  i7tq.^. 
o 

Setzt  man  in  dieser  [Gleichung  p  ==  0  und  9  =  1 ,  so  wird  sie 
identisch  mit  einer  bereits  von  Cauchy  auf  anderem  Wege  ge- 
fundenen Formel,  nämlich  mit 
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deren  Richtigkeit  jedoch^  nach  Caueby's  Herleitung,  Darfllrdee 
Fall  als  erwiesen  anzusehc^n  ist,   dass  1)  q^x)  für  keinen  Wertb 

von  X  die  Form  ^  annimmt  und  dass  2)  fp{x)  nur  eindeutig  ist; 

indem  sich  nämlich  diese  Formel  als  specielles  Resultat  aus  einer 
allgemeineren  ergibt,  welche  nur  .unter  den  ebengenannten  Be- 
dingungen stattfindet.  Obgleich  nun  die  Constanten  p  und  q  un- 
serer Gleichung  IV)  nur  scheinbar  eine  grössere  Aligemeinheit 
verleihen,  indem  dieselben  ohne  Weiteres  auch  in  die  Caucby- 
sche  Formel  eingeführt  werden  kunnen,  so  ist  dieselbe  dennoch 
als  eine  Erweiterung  dieser  letzteren  anzusehen,  weil  wir  nach- 
gewiesen haben,  dass  unsere  Gleichung  IV)  ebensowohl,  als  Glei- 
chung III),  eine  von  der  Natur  der  Funktion  tp  (oder  f)  völlig  un- 
abhängige Identität  ist  und  ihre  Giltigkeit  bewahrt,  so  lange  die 
Constante  p  keiner  jener  Ausnah  ms  werthe  ist,  welche  die  Funktion 
ip  oder  irgend  eine  ihrer  Ableitungen  auf  eine  im  Calcul  unzuläs- 


sige Form  Tg,  logO,....J  bringen. 


AUgemein  giltige  Ableitung  der  Fundamentalgleicliaiig 
der  sphärischen  Trigonometrie   und   allgemeiner   Be- 
weis des  Satzes  vom  Polardreiecke. 

Von 

Herrn  Doctor  Eduard  Schreder 

in  Graz. 


I. 

Allgemein  giltige  Ableitung  der  Fundamentalgleichung 
der  sphärischen  Trigonometrie. 

Es  sei    das  sphärische  Dreieck  ABC  <Taf.  III.  Fig.  4.)  von 
beliebigen  Seiten  und  Winkeln.    Man  halbire  die  Sehnen  AB  und 
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AC  in  P  und  Q,  ziehe  dareh  diese  Punkte  die  Kiigelhalbmesser 
und  verlängere  dieselben,  bis  sie  die  von  A  aus  zu  den  Bugen 
AB  und  AC  gezogenen  Tangenten  in  den  Punkten  T  und  T 
durchschneiden.  Hierauf  verbinde  man  noch  P  mit  Q,  und  T  mit 
7'  durch  gerade  Linien,  ßezeicbnet  man  die  BSgen  ßC,  ACnnd 
AB  der  Reihe  nach  mit  a,  b  und  c,  und  den  Mittelpunkt  der 
Kugel  mit  O,  so  ist: 

0^4  =  1,     Or=sec|,      Or=sec2.     OP=cos^,     OQrscos^. 

u  h  c  h 

i4T=tang^f    iir'^tang^,    i4P=sin^,    i4Q=8in^» 

Pe=iÄC=sin|. 
Für  das  Drei^k  TAT'  besteht  die  Relation: 

1)  TT^  =  tang«^  +  tang^— 2tang|tang|  cos  A. 
Aus  dem  Dreiecke  TOT  ergibt  sich: 

2)  rr«  =  sec^  +  sQ^«|-2sec|  sec  |cos  TOT. 

Setzt  man  die  rechten  Theile  der  Relationen  1)  und  2)  einander 
gleich  und  multiplicirt  beide  Theile  der  so  entstehenden  Gleichung 

b         c 
mit  cos^cos^ö'  ^^  erhält  man: 

3)  $kol^coe!^'^coei^»in^''2B\n^c9U^Bin^coB^CQaA 

=  C08'^ +  C0S*^  —  2C06^ cos  ^C08  TOT. 

Im  Dreiecke  POQ  findet  die  Relation  statt : 

£1  h  g»  b        c  

sin«2  =  co8*2  +  cos«  2  —  2  cos  ö  cos  5"  cos  rO  7* , 

woraus  man  erhält: 

— 2eas5'Cos2  cos  TOy*  ^sinV — cos*^^  — cos*^. 

Substituirt  man  den  rechts  vom  Gleichheitszeichen  befindlichen 
Ausdruck   in   die  Relation  3)   und   schreibt  4(1  — coser)   anstatt 

sia^^»  multiplicirt  ferner  alle  Glieder  dieser  Relation  mit  2,  so 
erhält  man: 
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b        c  b        c 

2smVco8*5-+2cosVsiii*5- — sinbsinccosA  =  1 — cosa. 

Dieser  Glelcbang  lässt  sicb^  wenn  man  sin^-hcosV  anstatt  1 
schreibt,  folgende  Form  geben: 

4) 

b  '        d  b  c 

cosa  =  sinV  0  ~"2cosV)  +  cosV  0  — SsinV)  +  sinösinccos  J- 

c  c 

Da  i — 2co6^  =  — cosc  und  1 — 2sin^=cosc?,  so  reduciren  sieb 

das  erste  und  zweite  Glied  des  recbten  Tbeiles  der  Gleicbung  4) 
auf  cosc(cos^ — sin*»)»  d.  i.  cosc  cos  6,  so  dass  diese  Gleichung 
übergebt  in :    cos  a  =  cos  b  cos  c  -f  sin  6  sin  c  cos  A, 

Die  hier  dargestellte  Ableitung  dieser  Formel  Ist  darum  all- 
gemein giltig,  weil  die  Bogen  q  und  ^  stets  <90^  sind  und  da- 
her die  Tangenten  AT  und  ^7*  in  jedem  Falle  die  verlängerten 
Radien  OT  und  OV  schneiden  mii^sen,  so  dass  die  zum  Be- 
weise benutzten  ebenen  Dreiecke  immer  zu  Stande  kommen  werden. 


II. 

Allgemeiner   Beweis    des   Satzes   vom    Polardreiecke. 

1.  Weil  das  zu  einem  gegebenen  sphSrischen  Dreiecke  con- 
struirte  Polardreieck  durch  den  Durchschnitt  von  drei  gr5ssten 
Kreisen  entsteht»  welche  von  den  gegenüberliegenden  Scheiteln 
des  gegebenen  Dreieckes  um  90^  entfernt  sind,  so  ist  klar,  dass 
die  Seiten  des  Polardreieckes,  welche  B5gen  dieser  grossteo 
Kreise  sind,  ebenfalls  um  90^  von  den  genannten  Scheiteln  ab- 
stehen mflssen.  Da  femer  jede  Seite  des  Polardreiecks  von  einem 
andern  Scheitel  des  gegebenen  Dreiecks  um  90^  absteht,  so  folgt 
daraus,  dass  ein  Scheitel  des  Polardreieckes,  da  er  zwei  Seiten 
desselben  angehört,  auch  von  zwei  Scheiteln  des  gegebenen  Drei- 
eckes und  somit  von  der  ganzen  gegenfiberliegenden  Seite  des* 
selben  um  90^  entfernt  sein  müsse. 

2.  Unter  Berücksichtigung  des  Vorhergehenden  lässt  sich 
nun  die  bekannte  Relation  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  des 
gegebenen  sphärischen  Dreieckes  und  des  zugehörigen  Polardrei- 
eckes folgenderweise  darthun. 
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Es  sei  AB  (Taf.  III.  Fig.  5.)  eine  Seite  des  gegebenen  Drel- 
eclces  und  somit  <  =  oder  >  90^. 

Ist  AB  <  90^,  so  werden  die  zwei  grOssten  Kreise »  welche 
den  AB  gegenüberliegenden  Winkel  C  des  Polardreieckes  bil- 
den^ durch  die  beiden  in  den  Verlängerungen  der  Seite  AB  ge- 
legenen Punkte  a  und  b  gehen,   wobei  Aa=^Bb;=zW^. 

Ist  AB=zW^^  so  gehen  oatörlich  diese  grossten  Kreise  durch 
A  und  B  selbst. 

Ist  AB  >  W^9  so  werden  sie  durch  zwei  innerhalb  AB  ge- 
legene Punkte  a'  und  b'  gehen,  wo  dann  Aa!  ^=^Bb'  ^W^  sein 
wird.  Der  Fall^  dass  der  eine  grosste  Kreis  durch  einen  aus« 
serhalb  AB  liegenden  Punkt ,  z.  B.  a»  der  andere  durch  einen 
zwischen  A  und  B  befindlichen  Punkt,  z.  ß.  6^  gehe,  ist  darum 
anmöglich  9  weil  dann  zufolge  1.  sowohl  Aa  als  Bb'  gleich  90^ 
sein  müssten. 

Da  der  Scheitel  des  der  Seite  AB  gegenflherliegenden  Win* 
kels  C  des  Polardreieckes  Ton  AB  und  somit  auch  vom  Bogen 
ab  oder  a'b'  um  90^  absteht,  so  ist  ab  (oder  im  dritten  Falle  a'b"i 
=  C^    Man  hat  nun  im  1.  Falle: 

a6=6il+ ilB+Ä«=(90«— Jfi)+ilB+(90'— JA)  =  180«  — ^Ä 

Im  2.  Falle  ist  AB  selbst  das  Maass  des  Winkels  C,  woraus 
folgt,  dass  dieser  =90o  ist,  so  dass  jetzt  wieder  AB-{-C'  =  \9Kfi. 

Im  a  Falle  ist  a'b',  d.i. 

tf  =  AB-^Ab'-Ba'  =  JA  -2(ilÄ-90«)  =  180«  -  AB, 

wie  es  sein  soll. 

Um  den  analogen  Satz,  dass  jede  Seite  des  Polardreieckes 
mehr  dem  gegenfiberliegenden  Winkel  des  gegebenen  Dreieckes 
=  190^  sein  müsse,  zu  beweisen,  sei  A;B'  (Taf.  III.  Fig.  6.)  die 
Seite  des  zum  gegebenen  sphärischen  Dreiecke  construirten  Po- 
lardreieckes. 

Die  beiden  gr5ssten  Kreise,  in  welchen  die  den  gegenüber- 
liegenden Winkel  C  einschliessenden  Seiten  des  gegebenen  Drei-  * 
eckes  liegen,  können  im  Allgemeinen  entweder  durch  die  Punkte 
af  und  V  9  oder  durch  a  und  i,    oder  endlich  durch  A'  und  B' 
selbst  gehen. 

Im  ].  Falle  bat  man:  a'b',  d.  i. 
C^A'B'-A'a'-'b'B'  =  J'Ä'-2(J'Ä'-90o);=180»-J'2P. 
Im  2.  Falle:  ab  oder 
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Im  3.  Falle  ist  A'B'  =  90»  und  C  ebenfalls  909,  woraus  wieder 
die  Richtigkeit  des  Satzes  erhellet. 

Die  Figuren  Taf.  111.  Fig.  7.,  8.,  9.,  10.  geben  die  Darstellung  der 
Polardreiecke  in  allen  Fällen  mit  Ausnahme  des  in  sämmtlichen 
trigonometrischen  Lehrbüchern  abgebildeten  Falles,  dass  die  drei 
Seiten  des  einen  Polardreieckes  <90<^>  die  des  anderen  >90<^  sind. 

In  Taf.  111.  Fig.  7.  hat  das  eine  Polardreieck  ABC  eine  Seite 
(BC)  >90^»  die  beiden  anderen  <90^,  das  andere  Polardreieck 
A'BC  hat  zwei  Seiten  >90o  und  die  dritte  (B'C)  <90«. 

Die  Taf.  III.  Fig.  8.  stellt  den  Fall  dar,  dass  im  gegebeneu 
Dreiecke  ABC  eine  Seite  (BC)  =90^  und  die  beiden  anderen 
<90<'  sind;  in  Taf.III.  Fig. 9.  hat  das  gegebene  Dreieck  ^^Ceine 
Seite  (BC)  =%^  und  die  beiden  anderen  >  90»  Die  Taf.III.  Fig.  10. 
zeigt  den  Fall,  dass  in  dem  einen  Polardreiecke  ABC  eine  Seite 
(BC)  <90^  und  die  beiden  übrigen  sr90^  sind,  w^rend  das  an- 
dere Polardreieck  eine  Seite  (B'C)  >90^  and  zwei  Seiten  =90^  hat 
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Ueber  die  Auflösung  dreier  Gleichungen  mit  drei  an- 
bekannten Grossen,  von  denen  wenigstens  zwei  lioeare 
Gleichungen  sind. 


Von 

dem   Herausgeber. 


Man  kommt  hfiufig  in  den  Fall^  drei  Gleichangen  mit  drei  un- 
bekannten Grössen  x,  y,  z  auf  losen  zu  müssen,  von  denen  we- 
nigstens zwei  lineare  Gleichungen  von  der  Form 
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1)  , 

sind.     Bei  der  Auflösung   solcher  Gleichttogen  verföhrt  man   in 
sehr  vielen  Fällen  mit  besonderer  Eleganz  auf  folgende  Art. 

Wenn  man 

2) 

i  fflo(ai*+*i*  +  Ci«)— ai(aoai+Mi+«oCi)l*o  ) 

(flo*  +  V  +  Co*)(Oi*  +  6i*+Ci*)— (iio«i+6o6i+CoCi)*' 

J  {*o(«i*  +  *i^+ci«)  -  6i K«!  +  Mi  +  CoCi)l*0  1 
^  _  <  + 1  ^1  (oq^  +  ^0*  +  O  —  bp  (apai  +  bpbi  +  CpCi)  1  ^i  ) 


1  I  Co  (ffi®  +  *i*  +  Ci*)  —  c,  (ffofli  +  bpbi  +  CoCx) ) Ao  > 
f  + 1 g|  K^  +  V  +  go^)  -  CoCgQ«!  +  ^pfti  +  CpCi)\ki  S 


setstj  so  liefern,  wie  man  sich  auf  der  Stelle  durch  die  leichteste 
Rechnung  überzeugt,  die  drei  Grössen  Ü,  B,  (i  im  Allgemeinen 
eine  Auflosung  der  beiden  Gleichungen  1);   und  weil  also 

I    aoÄ  +  6o»  +  Co€=Aos 
(    aiil  +  6iB  +  c,€=Ai 

ist,  80  folgen  aus  den  Gleichungen  1)  und  3)  durch  Subtraction 
die  beiden  Gleichungen: 

4)  . 


€  ap(a:—i 
C  ai(x—i 


-i«)+*i(y-»)+ci(r-€)=0. 

Setzen  wir  nun  ferner  der  Kürze  wegen: 

5)    A  =  60^1  "—Cpbi ,    B  =  CpQi  —  «0^1  f    C  =  Opbi  —  b^Oi ; 

so  ist,  wenn  G  einen  gewissen,  bis  jetzt  noch  unbestimmten  Fac- 
tor bezeichnet 9  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  1),  wie 
sogleich  erhellet,  in  den  Formeln: 

x^a=GA,    y-'ß—GE,    z^it=GC 
oder : 
6).   ,   .   .ar  =  il-|-6A,    ^  =  ]ß-h6B,    z=€  +  GC 
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enthalten.  Führt  man  nun  diese  Ausdrücke  von  x,  jf,  z  in  die 
dritte  der  zwischen  diesen  drei  Grossen  gegebenen  drei  Glei- 
chungen ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung  mit  der  einen  unbe- 
kannten Grosse  G,  aus  welcher  dieser  Factor  bestimmt  werden 
musSy  worüber  sich  natürlich  im  Allgemeinen  nichts  sagen  iSsst, 
da  die  dritte  Gleichung  von  den  mannigfaltigsten  Formen  sein 
kann.  Hat  man  durch  Auflosung  dieser  Gleichung  G  bestimmt, 
so  ergeben  sich  Xy  y,  z  unmittelbar  mit  Hülfe  der  Formeln  6). 

Die  obige  Form  der  Grossen  Ü,  S,  <E  ist  zwar  nicht  die  ein- 
fachste, aber  fiir  viele  Untersuchungen,  besonders  für  solche, 
welche  die  Anwendung  der  Kreisfunctionen  in  Anspruch  nehmen, 
vorzüglich  bequem  und  geeignet.  Andere  Formen  der  in  Rede 
stehenden  GrCssen  sind  die  folgenden: 

7) 

(«ü^i  —  *o«i)*  +  (^0^1  -  Co*i)*  +  (cofli  —  «oCi)* 
j.^{f>oCi-Cffii  )C|  -(go6|  -6og|  )ai  1  Ap-I  (6oCi  -Cp&i  )co-(go^i  -&o<ii)gol^i 
~  (flo^i  —  *ofli  )*  +  (*o<?i  —  <^o^i  )•  +  (co«i  —  OoCi)*  * 

tf_t  {Coax-^QCi)ax'-{bQCi^c^bi)bx  )^o-l(cogi-goCi)go-(Mi-<\>fti)ftd>*i 
(go6i  —  Apöi)*  +  iPoCi  —  CqAi)*  +  (cpgi  —  OoCi)« 

und: 

8) 

j^  («0^1  -  Vi)  (fti*o— Ml)  —  (go«!  —qQgi)  (g|^ -  gp^l) 

(ao6i — 6o€ii)«  -h  (6oCi  -  Co^i)*  +  (cögi  —  gpCi  J*         * 

(gpAi  —Vi)*  +  (Vi  -Co6i)«  +  (cofli — OoCi)« 

tf  _  (^0«!— ^^ogi)  (tfi^o—go^i)  —  (Vi  —  Cq^i)  (^^— Ml) 
(gpÄi — 6o«i)*  +  ( Vi  — <?o*i)*  +  (<?oöi  —  o^C\)^ 

Für  A:o  =  0,  A:|=0  verschwinden  diese  Grössen,  und  es  ist 
dann  nach  6): 

9) ar=GA,    y=:C;B,    z=GC 

zu  setzen. 
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XXIII. 

Ueber  eine  Aufgabe  von  der  geraden  Linie  und  Ebene 

im  Räume. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Ich  werde  in  diesem  Aufsatze  die  folgende ,  auch  praktisch 
nicht  unwichtige  Aufgabe  losen,  und  dabei  zugleich  eine  Anwen- 
dung der  im  vorhergehenden  Aufsatze  entwickelten  Methode  zur 
Losung  dreier  Gleichungen  mit  drei  unbekannten  Grössen  ^  von 
denen  wenigstens  zwei  Kiieare  Gleichungen  sind»  machen: 

Aufgabe. 

£s  seien  zwei  gerade  Linien  im  Räume  und  eine 
Ebene  gegeben:  man  soll  die  gerade  Linie  bestimmen, 
welche  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht  und 
die  beiden  gegebenen  Geraden  schneidet. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lOsen,  sei 

1) Ax-y^Byi-Cx^D^iQ 

die  Gleichung  der  gegebenen  Ebene,  und 

^— qo_y-"*o_>g—go 
I  cosoq       cos/^o      cosyo* 
2) \ 

cos«!      cosft      cosyi 

seien  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden,  wobei  wir 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  zu  Grunde  legen. 
Theil  XXXVn.  30 
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Der  DurchschoittspuDkt  der  gesuchten  Geraden  mit  der  ge- 
gebenen Ebene  sei  {XYZ);  dann  haben  deren  Gleichongen  die 
Form: 


3) 


cos  6       cos  o 


und  weil  diese  Gerade  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht  stehen 
soll,   so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

.,  A  B  C        J 

4) 7  = =c ==7:^. 

^  C086       COS  09        COSG)        G 

Die  Durchschnittspankte  der  gesuchten  Geraden  mit  den  bei- 
den gegebenen  Geraden  seien  (^o^o^o)  ^^^  (^i^i^i)»   ^^  bat 
die  folgenden  Gleichungen: 


5) 
and: 

6) 
also: 


^o""go_yo  — ^o_^  — go_p 
cosoq        cosJ^o        cosyo         ^' 

COSOTi  COSj^i  ysyi  ' 


cos 6  COSG)  COSG)  ^  ' 

COS0  COSO)  COSCi)  ^    * 


^o  =  *o+  Gocosoo,    ari  =  ai  +GiCOsai, 
7)    .   .    ^  yo=*o+ßoCos/5o,    yi=6i  +  GiCosA, 

^  =  Co  +  60COS yo »  ^  =<?i  +  <»i  c<>»yi 
und: 

1Xo=-3r+Co'cosd,  ari  =  -X+Ci'cosd, 

^o=r+Go'co8w,  .yi  =  F+Gji'cos«, 

zo  =Z-f Go'^^os^'  2i  =Z+Gi'cos5; 

woraus  sich ,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  einander  subtrahirt, 
die  folgenden  Gleichungen  ergeben: 

ao  =  JT— GoCOsao+  Go'eosÖ, 
60=  F— Gocos^o+Co'cosw, 
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und 


Ol  =  Ä — <?j  costti  +  Gi'cosd, 
61  =  F —  Gl  co6/9|  +  Gl'  cos  00, 
Cj  =  Z—  Gl  cos  yi  +  Gl' cos  5 ; 

also  darcb  Sabtraction  dieser  beiden  Systeme: 

«0  —  «1  =  — Gocoso!o  +  Gicoscifi  +(Go'  —  Gl')  cos  6, 

60  —  61  =  —  Goco9/?o+  GiCosft+(Go'  —  Gl')  cos  Ott, 

Co  —  Ci  = —  Go  cos yo  +  Gi  cos yi  +  (Go'  —  Gi') cos  Q  r 

folglicb  nacb  4): 

Oo— r7i=:— Gocosao  +  Gicos«,  +  G(Go'— Gi')^, 

60-61  =  — GoCosi?o  +  Gicosft  +  G(Go'-  Gi')Ä, 

Co  -  ci  =  — Gocos/o  +  G,  cosy,  +  G(Go'  -  Gi')C. 

MultipKcirt  man  diese  Gleicbangen  nach  der  Reibe  zuerst  mit 

B  cosyi  —  Ccosßi ,     Ccos  a^  —  A  cosyi ,    A  cos  ft  —  Äcos  «i ; 

dann  mit 

ßcosyo—  Ccosßo,     CcosaQ—  Aco8yo,    Acosß^  —  ^coscfo; 

und  addirt  sie  in  beiden  Fällen  zu  einander,  so  erhält  man  zwei 
Gleichungen,  aus  denen  sich  unmittelbar  für  Go  und  Gi  die  fol- 
genden Ausdrücke  ergeben: 


_{ 

1  —  — ~  y 


Gl 


oder: 


Ö) 
(Äcosyi— Ccos|Ji)(ao— fli)  +  (Ccosai  — i4cosyi)(6o— 61)  | 
+(ilC0Sjg|— ^cosgi)(Co— Ci) I 

{(^ cosyi — Ccos j3|)  cos «0  +  (Ccoscfi  —  ^cosy])cos/?o  Y 
-i-(Acoaßi  —  Acosai)cosyo  j 

{(Äcosyo— Ccosi3o)(flo— «i)  +  (Ceosao— ^cosyo)(6o— 61)  1 
+(i<COS/3o"-^COS«o)(Co  — Ci) I 

{(ßcosyo  —  Ccos  j?o)  cos  cfi  +  (Ccosoto —  -^cosyo)cos/5i 
+  (A  cos  ßo  —  B  cos  Co)  cos  yi 


} 


80* 
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10) 


{(ÄC08  yi  —  Ccos  ßi )  (ao — Oj )  +  (Ccos  aj  —  -4  cos  y,  )(^o  ~  ^i )  1 
_  ^     +(i4cosft— gcosa|)(co— Ci) J 

°      I  id  (cos  (?o  ^^^  y\  "  cos  yo  cos  ft )  -|-iS(cos  y©  cos«!  — coso^cosyi )  V 

l  -f  C(cO6Or0COS|3|  — COSjSoCOSOTi)  j 


{(Äcosyo— Ccosj3o)(ao-— ai)  +  (Ccosao  — -^cosyo)(^o— Äi)  1 
+  {A  cos  go  —  ^  cos  ttp)  (Cq  —  c, ) \ 

^*      J  J(cosj?öcosyi-C08yocosj5i)+B(cosyocosai-Cosaocosyi)  V 

\  +C(cosaoC08ft — cos /^o  cos  «i)  j 


Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  G^  und  Cr^  berechnet,  so  findet 
man  x^^  y<t,  *o  ""**  ^i»  ^i»  h    mittelst  der  Formeln  7). 

Weil  die  Punkte  (a^oyo^o)  ""^  (^i^i^i)  >«  <^er  gesuchten  Ge- 
raden liegen,  so  kann  man  deren  Gleichungen  auf  eine  der  bei- 
den folgenden  Arten  ausdrücken: 

x—Xq  __  y— yo  __  z—zq  ^ 
^0 — ^1      yo—yi      «0— 2:1' 

^0— <a:i      yo— yi      «0  —  ^1' 

so  dass  also: 

^— ^o  _  y— yo  _  ^— ^0  _  ^^.  // 
^0-^1     yo— yi     «0—2:,     ''^  ; 

xo-x^     yo— yi     2o— ^1       *  ' 

und  folglich: 

11)  .  .    j  F=yo  +  Go''(yö-2^i)  =  yi  +  G/(yo~yi)' 

(z=Zo  +  Gö':(^ö-'i)  =  'i+G,''(zo-^) 

ist.    Weil  nun  aber  der  Punkt  (XY2^  in  der  gegebenen  Ebene 
liegend  vorausgesetzt  worden  ist,  so  ist: 

^;r+BF+cz+/)=o, 

also: 

Axo+B^o+Czo+D+{A(Xo'-XiHB(9ci—yi)+  C(io-«i))  Co"=0. 
M+Äyi+Cri+/)+{ii(a:o-a:i)+fi(yo-yi)+C(2o-^i)l<?i''=0; 
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«voraas  sieb: 

f.  „ ^a;o+£^o  +  C»o  +  D 

/  ^(^o-^i)+-B(ffö-y,)+C(zo-*,)' 

^    ~     ^(±„-;r,)+Ä(yo-.V,)+C(t„-2i)' 
folglich  nach  II): 

und 

ergiebt,  wodurch  die  Aufgabe  nun  schon  vollständig  gelust  ist. 
Well  nach  7),  8)  und  4): 

JT—  ao  =  Go  cosao  —  GGq'A^ 
Y —  6o  =  ^0  ^^®  ßo  —  GGq'  Bf 
Z-^Co  =  Go  cosy,  —  GG^'C 


und 


X  —  Ol  =  Gl  cosoTj  —  GGi'A, 
F—  Äi  =  (?,  cos  A  —  (?<?i'Ä, 
Z  —  ci  =  Gl  cos  yi  —  GGi'C 


ist;   so  ist: 


15) 

(Bcosyo  — Ccos/5o)(JC— ao)  +  (Cco8ao-^cosyJ(F-6„) 
+  (ilcosi?o-ÄcoscJ(Z-Co)=0, 

(Bcosy,  —  CcosftXJT— dl)  +  (Ccosa,  —  ilcosyi)(F— 6,) 
+  (ilcosft  — Bcostfi)(Z— c,)  =  0; 
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aus  welchen  beiden  Gleichungen ,  in  Verbindung  mit  der  Gleidiinig 
16) .  AX+ßY+CZ  +  D=^0, 

die  Coordinaten  X,  Yj  Z  bestimmt  werden  müssen,  wenn  mas 
für  dieselben  ganz  independente  Ausdrücke  haben  wilL  Wenn 
auch  diese  Gleichungen  alle  drei  linear  sind,  so  wollen  wir  uns 
bei  deren  Lusung  doch  der  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze  ent- 
wickelten Methode  bedienen,  um  zugleich  die  Anwendung  dieser 
Methode  an  einem  Beispiele  zu  erläutern ,  bemerken  jedoch ,  das« 
deren  Nutzen  hauptsächlich  dann  hervortritt ,  wenn  die  drei  ge- 
gebenen Gleichungen  nicht,  wie  hier,  sämmtlich  linear  sind. 
Wir  setzen  der  Kürze  wegen: 

17) 
ifo=(Äcosyo-Ccos/3o)ao+(Ccosao--^cosyo)fto+(^co»i^o-Äco8ao)««. 
Ki^iBcoBfi — Ccosßi  )ax  +<Ccos«i  ~  Aco&yi  )6|  +(-4  cos  /Jj — Äcosa^  )e, 
und  haben  dann  also  die  drei   folgenden  Gleichungen  aufzoluseo: 

18) 
(Äcos/o— Ccos/?o)-X+(Ccosaü -iicosyo)  J^+(-^cos/Jü— -Bcosa<,)Z=iC^, 
(Äcosyi— Ccos/3|)jr+(Ccosai— i4cosyi)  F+(ilcosft-  ^cosa,)Z=iri, 

ii2r+j?r+cz+/)=o. 

Man  kann  nun  jede  zwei  dieser  drei  Gleichungen  als  lineare 
Gleichungen  zu  Grunde  legen,  und  wird  daher  nach  der  im  vor^ 
hergehenden  Aufsatze  entwickelten  Methode  drei  verschiedene 
Auflösungen  ableiten  können,  wobei  die  folgenden  leicht  zu  be- 
weisenden Relationen  sehr  gute  Dienste  leisten: 

19) 
(A  cos  ßo  -—  Äcos  «o)*  +  (Ä  cos  yo — Ccos  /3o)*  +  (Ccos  «o  —  -^  coa  y«)* 

=  ^2_,.£^^C2_(^cosa,+Ä90s/5„  +  Ccosyo)«, 
(i4cos/9i  — jBcosai)*+  (Bcosyi  —  Ccos  ft  )*  +  (  Ccos  «i  —  Acosy{f 

=  24*+Ä«+e«  -  (^cosa,  +  Bcosft  +  Ccosyi)» 
und: 

20).    .    .     {Acosßo  —  Äcostto)  (^cosft  —  Bcf^sa{) 
-t  (Bcosyo —  Ccosßo)  (Äcosyi  —  C  cos/^i) 
+  (Ccos a^^A  cos  y©)  (C  cos Oi  —  A  cos  yi) 
=     (il* + -B*  +  C*)  (cos  Co  cos  «1  +  cos  /?o  cos  ft  +  cos  yo  cos  fi) 
—  (A  cos  Co  +  Ä  cos  ßo  +  Ccos  yo)  (A  cös  «i  +  Äcos  ßi  +  Ccos  yi) 
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oder,  wenn 

21)  .  .  cos  ffoi  =  ^^^  ^  ^^^  ^i  +  ^^^  ßo  ^^^  ßi  +  c^'  fo  cosyi 

gesetzt  wird',    wo    W^i   den  fod  den  beiden  gegebenen  Geraden 
eingesehiossenen  Winkel  beseicbnet: 

22)  ...  .      (äeo9ßo'-Bcos€iQ)(Aeoußi^Bcosui) 

+  (Ä  cos  Yo  —  Ccos  ßo)  (B  cos  yi  —  Ccos  ft ) 
+  (Ccosc^— Jcos/o)  (Ccosa,  —  Acoayi) 
=     (A^+B^+C^)cosWoi 
— (A  cos  Oo  +  Bcos  ßo  +  Ccos  yo)  (-^  cos  «i  +  Bcos  ßi + Ccos  yi). 

Wir  begnügen  uns  jedoch  hier,  nur  den  Weg  etwas  genauer 
anzQgeben,  wekheu  man  einsuscblagen  hat,  wenn  man  die  erste 
und  dritte  der  Gleichungen  18)  als  lineare  Gleichungen  zu  Grunde 
legt.  Dann  hat  man  in  den  im  vorhergehenden  Aufsätze  ent- 
wickelten Formeln  zu  setzen*): 

ao=£cosyo — Ccos/?o»  Si  =     A, 

bo=2CcoBaQ  —  ^cosyo,  bj  =s     B, 

CQ^r^Acoaßo—- BcoaeiQf  Cj  =     C, 

ko=*ro;  ki=~/>; 

und  es  ist  folglich : 

ao*  +  bo*  +  Co«=2l«+  Ä«+  C«— (ilcosoö  +  Ä  cos  <Jo+  Ccos  yo)«, 
ai«  +  bi«  +  c,«=r^*  +  B«+C«. 
aoai  +  Mi+CoCi=0; 
also  nach  dem  vorhergehenden  Aufsatze,  wie  man  leicht  übersieht: 

23) 

(B  cos  yo  —  Ccos  ffp)  ATp AD 

*""i4«  +  J?«+C«--(i4cosao  +  Äcos/?o+Ccosyo)*      A^^-BHC^' 

^ (Ccosttp— /lco8yo)Aro     BD 


tf  = 


il«  +  Ä«+  C«-(i4cosao+Äcos^o  +  Ccosyp)«      AHB^^C^" 
(A  cos  ßp-^B  cpaop)  Kq CD 


J«  +  Ä«+C«— (Jco8ao  +  Äcos/Jo+C€osyo)«""ilHÄHC«' 


*)  Wir  bedienen    nni  hier  geradttehfender  Buchstaben  statt  der  im 
vorhergehenden  Aafeetie  gebrauchten  «chiefsteh enden. 


Digitized  by 


Google 


4ä2  Gruneri:    üeöer  eine  Aufgabe 

Ferner  ist: 

24) 

A=(i<*  +  J5«+C*)co80o  — -4(2<coso^+JBco8/5o  +  Cco8yc.)» 

ß  =  (i<«  +  Ä*  +  C*)co8  /3o  —  Ä(i4co8«o  +  J?oo8/3o+  CcosyJ, 

C  =(i4*+  B»+  C«)co8yo—  C(i4  008  00  +  Äco8/5o  +  C  coayo) 

and: 

25).    .    JC  =  il+GA,     F=»  +  GB,    Z  =  tf  +  GC. 

Fahrt  man  nun  die8e  Ausdrücke  in  die  zweite  der  Gieicbungen  18) 
ein 9  80  wird  dieselbe: 

A(BcoByi  —  Ccos/?£)+3}(Cco8ai— i4co8yi)  +  tf(i4cosA— Äco8«i) 
•f(A(i?co8yi— Cco8/3|)-fB(Cco8ai-i4co8yi)+C(ilco8/^— ^coMi)}G 

und  flihrt  also  zu  dem  folgenden  Ausdrucke  von  G; 

26) 

fCt-|H(5cosyt-Ceosft  )+B(Cco8at-ilco8yO-K(ilcosft  -ITcosci)! 
■~  A  (Äcosyi— Ccosft)  +  B(CcosO|— 2lco8yi)-f  C(i4cos^  — JBcosai)' 

wobei  man  noch  bemerken  kann,  dass 

il(J?cosyi  — Cco8ft)+B(Ccosoi — i4cos/i)+C(i4cos/}|— foosoi) 

I  (^«+Ä«+C«)co8»Fo,  1 

_i  — (^co8tto+gcosffo-fCcosyo)(^cosa|+Jgco8ft-fCcosyg  J  ^ 
■^  ii«+Ä«+C«— (i4co8«o  +  Äcos/?o+Cco8yo)*  • 

und 

A(i?cosy|  — Ccos/?!)^  B(Cco8  0|  — ^co8yi)-f  C(i4co8j3i — Bc^mui) 

i       A  (cos  j5t,  cos  yi  —  cosyo  cos  ßi) 

=  —  (i4M-Ä*+  C*)  <  +  Ä  (cos  y o  cos  ofi  —  cos  Oo  cos  yi) 

^  +  C(co8  of«,  cos  ft  —  cos  /3o  cos  «i) 

ist.    Setzt  man  der  Abkürzung  wegen: 

27) 

üf  =  (4»+Ä«+C«)(Ar;-*foCosjroi) 


—  (ilcostto  +  Bcosßo  +  Ccosyo) 


{(i4cosao+gcos/Jo+Ccosyo)^i  1 
-(.lco80t+Bcos/}i-fGeo6yi)IC»r 
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iV=(i4«+Ä«+C«){2<«+Ä»+C«— (i<co««o+Äco8/5«  +  Cco8yo)*l 
Aicosßo  cosyi  —  cosyo  cosft) 
+ Ä(cos  yo  cos  «1  —  cos  «o  cos  yi) 
+  C(cos  «0  cos  ft  —  cos  ßo  cos  «I ) 

so  \&iy  wie  man  leicbt  findet: 

28)   . ^=-^ 

Es  ist  nicht  meine  Absiebt,  diese  Anflosung  weiter  auszu- 
föbren,  da  das  Vorbergebende  zur  allgemeinen  Erläuterung  der 
Metbode  scbon  binreicbt,    worauf  es  bier  zunächst  allein  a«kam. 

Vorzflglicb  einfach  gestaltet  sich  aber  das  Vorbergebende» 
wenn  man,  was  natOrlich  jederzeit  Terstattet  ist,  die  gegebene 
Ebene  selbst  als  Ebene  der  xy  annimmt.  Dann  ist  nämlich  im 
Obigen 

^  =  0,    Ä  =  0,    C=l,    Z>=0 

zu  setzen;   und  nach  10)  ist  also: 

Q (gp  — gQcosft— (6o~-6|)cosa| 

^  cos  «o  cos  3y  —  cos  ßo  cos  a. 

29) .     ; 

(flo— g,)cosPo— (6o— '6t)cosao , 


Gi=- 


cos  «o  cos  ^1  —  COS^oCOStfi 


mittelst  welcher  Grossen  die  Coordinaten  Xo9  ^o  >  'o  und  x^  yiy  Z| 
wie  gewCbnlicb  nach  den  Formeln: 

r 

Ia:o  =  rto  +  GoCOsao,  Xj  =a|  + Gicosai, 
yo  =*o  +  Co cos/Jo »  yi  =  *i  +  Gl  cosft , 
2o  =  Co  +  Gq  cosfo ;    ii  =  Ci  +  Gl  cosyi 

gefunden   werden.     Zur  Bestimmung  von   X^   Y  hat  man  aber, 
da  natürlich  Z  =  0  ist,  nach  15)  die  folgenden  Gleichungen: 

{X — cTo)  cos/?o—  (F — 6u)cosan  =  0, 
{X—  öl)  cos  ßi  —  ( Y—bi)  cos  «1=0 
oder: 

.  Xcoaßo —  Fcosciro  =  aoCOs/?o — Aocosofo, 
Acos  ßi  —  Fcos  «1  =  «1  cos  ßi  —  6|  cos  «i ; 
woraus  sieb  sogleich  die  Formeln: 
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"~  cos  «0^08^1 — cos /So  cos  «i  ^ 

y      (fl|  COsft  ~  6|  COSttt  )COS/?o—  (flqCOSff  ft— 6oCOSCo)C08ft 
cos  «0  cos  ßi  —  cos  ßo  COS  «1 

ergeben. 

Setzt  man,   wie  es  verstattet  ist: 

iCOS  «0  =  cos  »o  cos  1^0  9  cos  tt]  =  COS  tf  I  cos  P| , 
cos  ßo  =  sin  tfo  ^08  Vo ,  cos  ßi  =  sin  ti|  cos  Vi , 
cos  yo  =  sin  Vo ;  cos  yi  =:  sio  9| ; 


so  isf : 
33)  . 
und: 


_  (flo  —  fli )  sin  ttt  —  (6o  —  6| )  cos  ttj 
*^~"  sin(tto — t«i)cosfJo 

Q   __(go--qi)g'»«o— (ftp— &l)C0St<0 

'  sin  (uo  —  »1 )  cos  t^i 


34) 


j;o  =  a  o + 6o  COS  tio  COS  t^u , 
yo  =  6o  +  Go  ß>n  «0  cos  Uo , 

Zo  =Co+Go»«n«'o; 

a:i  =  Cj  +  G|  costfi  cos  ©i , 
ffi  =  6i  +  Gl  sin«!  cos  Vi, 
2^  =  C]  +  CrislnV|. 
Ferner  ist: 

^    (ii„sint<o--6ocostto)cos«|-(aisinttt-fetcosfi|)costfo 

~  8in(ttö— tti) 

35)  { 

(flosinno— 6ocos«o)sintii  — (oi sinii| ->6| cosk, )sintto  . 

""  sin(tt«  — tti) 

und  nach  13)  Ist  auch.: 

dO)     .     .     .     -*  =  — ;; 7 ,       M  — — Z~~, 

Ig  2l  «0 H 

Natfirlich  muss  aber  im  vorliegenden  Falle 

X=^a:o=^i    und     F=yo=yi 

sein,  was  aucb  durch  die  vorstehenden  Formeln  vollkommen  be- 
stätigt wird. 
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Beweise  einiger  pianimetrischen  Lehrsätze. 

Von 

Herrn  JEferma II»  Schwarz 

in  Berlin. 


I.  Unter  allen  durch  einen  Punkt  der  Halbirungslinie  eines 
Winkels  gehenden  und  von  den  Schenkeln  desselben  begrenzten 
Transversalen  ist  die  Normale  auf  der  Halbirungslinie  die  kürzeste. 

Ausser  DD'  (Taf.IV.Fig.l.  u.Fig.2.)  ±AP,  der  Halbirungs- 
linie des  ^A,  gehe  durch  den  Punkt  P  noch  BC.  Zu  bewei- 
sen ist,  dass  BC>  DD*. 

Erster  Beweis.  (Taf(  IV.  Fij^.l.)  Es  sei  AC  der  kürzere 
der  beiden  durch  BC  gebildeten  Schenkelabschnitte,  so  mache 
man  AC'=::AC  und  ziehe  PC,  so  ist  PC'  —  PC\  man  ftlle  von 
C  auf  DP  die  Normale  C'Ey  welche  in  ihrer  VerlSngerung  die 
PB  in  F  schneidet,  so  ist  A  CEP^^FEP.  Endlich  ziehe 
man  durch  F  mit  PD  eine  Parallele,  welche  den  Schenkel  AB 
in  G  schneidet.    Nun  ist: 

BP'-PC=^BP^PC'  =  BP'-PF=BF  . 

"IPC = 1PC 

BP+PC  =  J?F+ 2PC 

BC  =  BF+2Pa 

BF  ist  >  JPG,  weil  Z.FGA=.Z.PDA  ein  spitzer  Ist;  FG=2DE, 
weil  C'F  =  2C'E;  also  ist  BF'^^DE;  PC>  PE;  also  Ist 
BF+2PC>2DE+WE>2PD,  oder  es  ist  BC>2PD,  BODO*. 

Noch  einfacher  als  dieser  erscheint  folgender 

Zweiter  Beweis.  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  Es  müssen  B  und  C 
zu  verschiedenen  Seiten  von  DD'  liegen.  B  liege  auf  der  A  ent- 
gegengesetzten Seite,  so  ist  ^BDP  jedenfalls  ein  stumpfer, 
also  PB  >  PD.  Ndn  kann  PC  entweder  >  öder  =:PD'  sein, 
oder  es  ist  <  PD'.    In  beiden  ersteren  Fällen  erhellet  von  selbst. 
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dass  BC=BP+PC>  DP+Piy,  also  aach  >  DD'  Ist  Im 
letzteren  Falle  ist  der  Beweis  folgender.  ^PCD'  ist  <  als  der 
Nebenwinkel  von  PD'C  oder  als  der  Winkel  PDB;  man  kann 
also  den  ersteren  auf  den  letzteren  abtragen,  so  dass  ^PDE 
=  Z  PCD*  ist.  Dann  sind  die  AA  PJ>'C  und  PED  ähnlich  und  es 
ist  PD'  —  PC:  PE—  PD=PCi  PD.  Nach  der  Annahme  ist  aber 
PC<iPD\  also  auch  <PZ),  und  mithin  ist  PD' —  PC  <,  PE  ^  PD, 
oder  es  ist  PD' i-PD^PC^ PE,   also  ist  DD'<BC. 

IL  Gehen  durch  einen  Punkt  der  Halbirungslinie  eines  Win- 
kels zwei  von  den  Schenkeln  desselben  begrenzte  Transversalen, 
welche  ungleiche  Stucke  von  den  Schenkeln  abschneiden,  und 
betrachtet  man  von  den  zwei  durch  jede  Transversale  gebildeten 
Schenkelabschnitten  die  grosseren,  so  können  diese  beiden  ent- 
weder gleich  oder  ungleich  sein.  Im  ersteren  Falle  sind  auch  die 
Transversalen  einander  gleich;  Im  letzteren  gehurt  zu  dem  länge* 
ren  der  beiden  Abschnitte  auch  die  längere  Transversale. 

Beweis.  Erster  Theil.  Liegen  die  längeren  Abschnitte  auf 
demselben  Schenkel ,  80  sind  die  Transversalen  identisch  ^  also  auch 
gteich;  liegen  sie  aber  auf  verschiedenen  Schenkeln  >  so  gelangt 
man  durch  die  Vermittelung  zweier  Paare  congruenter  Dreiecke 
zur  Gleichheit  der  Transversalen. 

'  Zweiter  Theil.  Liegen  die  beiden  längeren  Schenkelab- 
schnitte, wie  ^fiund  AB",  auf  verschiedenen  Schenkeln,  so  trage 
man  den  einen  von  beiden  auf  den  andern  Schenkel  ab  und  ziehe 
die  entsprechende  Transversale  B'C\  so  sind  nach  dem  ersten 
Theile  dieses  Satzes  die  Transversalen  B'C  und  B^C,  weil 
sie  gleichen  Schenkelabschnitten  angehören,  einander  gleich« 
Der  Satz  braucht  also  nur  für  den  Fall  bewiesen  zu  werden, 
in  welchem  die  beiden  längeren  Schenkelabschnitte  demselben 
Schenkel  angehören.  Es  seien  also  BC  und  B'O  die  beiden 
Transversalen,  es  sei  AB>ACy  AB'>AC'  und  AB'>AB; 
es  soll  bewiesen  werden,  dass  B'C'^  BC  ist. 

^ABC  ist  ein  spitzer,  weil  AC  im  ^ABC  nach  der  Vor- 
aussetzung ^AB  ist:  ^PBB'  ist  also  ein  stumpfer  und  da* 
her  PB'  >  PB.  Nun  ist  entweder  PC  >  oder  =  oder  <  PC. 
Nur  für  den  Fall,  dass  PC  <  PC,  braucht  noch  bewiesen  zu  wer- 
den, dass  JB'OÄC.  Es  sei  also  PC  < PC.  Z.ABC<^ACB, 
weil  AC<AB,  also  j^  BBP^  ^  PCB" ;  nun  ist  Z.PCB' 
"^j^lPC'C  als  Aussenwinkel  des  ^  PCC ,  mithin  j^B'BP 
'^Z.PC'C.  Trägt  man  also  den  Z  PCC  auf  den  ^B'BP  ab, 
so  schneidet  der  zweite  Schenkel  die  PB  zwischen  ihren  End- 
punkten in  E,  und  es  ist  dann  A  PCC  oo  A  PEB ,  also 
PC-  PC  :PE-PB=:  PC  :PB;    es  ist  aber  nach  der  Annahme 
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PC  <PC,  ond  weil  PC:  PB  =  AC:  AB  und  nach  der  Voraus- 
Setzung  i4C<^»  Ist,  Ist  PC<PB,  also  PC  <  PB,  und  zufolge 
obiger  Proportion  PC-PC  <,PE-PB  oAet  PE-i-PC>PC+PB, 
EC>BC;   um  so  mehr  Ist  also  B'C>BC 

0er  Satz  ist  also  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen. 

III.  Umkehrung.  Gehen  durch  einen  Punkt  der  Halbirungs- 
linie  eines  Winkels  zwei  Ton  den  Schenkeln  desselben  begrenzte 
Transversalen,  und  sind  diese  einander  gleich,  so  haben  ihre  End- 
punkte beziehlich  gleibhe  Abstände  Ton  dem  Scheitel  des  Win- 
kels, und  sind  sie  ungleich,  so  entspricht  unter  den  grosseren 
Schenkelabschnitten  der  grüsseren  Transversale  der  grössere  Schen- 
kelabscbnitt. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  indirekte  Folge  des  Vor- 
hergehenden, denn  dfe  Behauptung  des  geraden  Gegentheils  würde 
ein  Widerspruch  mit  dem  vorigen  Satze  sein. 

Anmerkung.  Ein  ganz  specieller  Fall  dieses  allgemeinen 
Satzes  ist  folgender:  Sind  in  einem  Dreiecke  zwei  winkelhalbi- 
rende  Transversalen  einander  gleich,  so  ist  es  gleichschenklig. 
Den  ßeweis  dieses  Umkehrungssatzes  rechnet  man  bekanntlich 
schon  zu  den  schwierigeren.  Es  gibt  mehrere  Beweise  ffir  den- 
selben ;  die  dem  Verfasser  bekannten  sind  jedoch  sehr  weitläuf- 
tig.  Leichter  zu  finden,  als  die  geometrischen  Beweise  über- 
haupt, dürfte  folgender  arithmetischer  sein.  Sind  a,  i,  c  die 
Seiten  des  Dreiecks;  ma,  m»,  me  die  winkelhalbirenden  Trans- 
▼ersalen^  und  ist  mb  =  mc9  so  ist  zu  beweisen,  dass  6  =  c  ist. 
Zunächst  drücke  man  eine  der  drei  Transversalen,  etwa  iita,  durch 
die  Seiten  des  Dreiecks  aus.  Nennt  man  n  den  an  6  anliegenden, 
durch  7iia  gebildeten  Abschnitt  von  a,  und  g  den  ebenfalls  an  b 
anliegenden,  durch  das  Höhenperpendikel  auf  a'  gebildeten 
Abschnitt   von   a,     so    besteht    zunächst   die     Gleichung   Tna^=: 

n*+Ä*— 2ii9';  es  ist  aber  n=r     ,  v,  y=: 5 •    Nach  gehö- 

rigeT  Substitution  erhält  man  1««*= — ^ —     .,        ^^ *   *'*® 

9      ac{a+b  +  c)(a'^b+c)         .        ,       ab(a  +  b+c)(a+b--c) 

*"•  =  (^7)^ ""^    "»^  = (^-6)5 • 

Setzt  man  diese  beiden  letzteren  Ausdrücke  einander  gleich  und 

hebt  mit  a(a-{-b+c),  so  erhält  man      ^.         '      =      /  \b)^ 

eine  Gleichung,  weiche  sich  nach  den  gehörigen  Reduktionen  in 
folgende  verwandelt:  [(a*+6€?)  (a+6-f  c)-|-2a6c]  (6 — c)=0.  Aus 
dieser  ist  nun  ersichtlich,  dass  b  —  c=0  sein  muss,   weil  der 
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andere  Faktor  nicht  gleich  Null  werden  kann.  —  Ein<in  aof  de 
selben  Priozipe  beruhenden  Beweis  kann  man  auch  mit  Benatzvng 

der  Relation  iwa*  =  6c  —  t— r~  •  ri —   fähren.     Beide  Relationen 

o  +  c   o  +  c 

finden  sich  in  der  Sammlnng  von  Aufgaben  und  LehrsStsen 
aus  der  Planimetrie  von  Gandtner  und  Jon gh ans,  Tbl.  2. 

L.56.  und  57.  *) 


XXV. 

Ueber  die  Excentricität  der  Boussole. 

Von 
dem    Herausgeber. 


Ich  habe  noch  nirgends  Regeln  zur  l^eriicksichtigung  des 
Excentricitäts- Fehlers  der  Boussole  entwickelt  gefunden ,  von 
denen  ich  hätte  sagen  können,  dass  sie  mir  völlig  genügt  bStten. 
Wenn  man  freilich  das  Instrument  ü<i  gebraucht,  dass  man  mit 
demselben  die  Winkel  der  Figuren  wirklich  misst,  so  wird  leicht 
erhellen  9  dass  man  nur  das  Maass  des  zu  bestimmenden  Winkels 
sowohl  durch  Ablesungen  an  der  Nordspitze  ^  als  auch  durch  Able* 
sungen  an  der  SGdspitze  der  Nadel  auf  bekannte  Weise  zu  ermit- 
teln«  und  dann  zwischen  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen  Be- 
stimmungen des  Winkels  das  arithmetische  Mittel  zu  nehmen  bat. 
Wenn  man  aber  die  Boussole  auf  die  gewöhnliche  Weise  gebrauch^ 
so  dass  nämlich  damit  nicht  die  Winkel  wirklich  gemessen,  sondern 
nor  die  Spitzen  der  Nadel  abgelesen  werden,  um  dadurch  die  Abwei* 
chungen  gewisser  Visirrichtungen  und  der  Richtung  der  Nadel  von 
einander  anzugeben  und  zu  bestimmen ;  so  muss  man  jedenfalls  naeb 
dem  Princip  verfahren ,  dass  man  die  an  den  Spitzen  der  wirklicb^i 
Nadel  gemachten  Ablesungen  so  reducirt,  als  wenn  sie  an  den  ent- 


*)  Von  dem  hier  besprochenen  Satie  iet  im  Archiv  «dioo  vidfith 
die  Rede  gewesen,  eelbet  in  noch  verallgeneinerter  Geetalt«  M*  ••  das 
Inhalttverseichnisft  za  Tbl.  I.^XXV.  S.  ia2flL    (Ebene  Geom.) 
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sprechenden  Spitzen  einer  durch  den  Mittelpunkt  des  Linibas 
mit  der  wirklichen  Nadel  parallel  gelegten  Nadel  gemacht  worden 
wären;  und  dazu  hat  man,  so  viel  ich  weiss,  noch  keine  ganz 
allgemein  gültige  und  vüllig  genügende  Regel  gegeben,  so  dass 
«s  hei  der  grossen  praktischen  Wichtigkeit  dieses  Gegenstandes 
wohl  nicht  ganz  unverdienstlich  sein  dürfte,  eine  solche  Regel 
zu  entwickeln,  wie  ich  in  dem  Folgeoden  zu  thun  versuchen  werde. 

Die  wirkliche  Nadel  der  Boussole  werde  ich  die  excen- 
trische  Nadel,  dagegen  die  dieser  Nadel  durch  den  Mittel- 
punkt des  Limhus  parallel  gelegt  gedachte  Nadel  die  centrische 
Nadel  nennen;  die  erstere  ist  in  Fig.  I.  —  Fig.  IV.  und  Fig.  I*. 
—  Fig.iV*.  *)  durch  einen  völlig  ausgezogenen,  die  letztere 
durch  einen  punktirten  Pfeil  bezeichnet.  Der  an  dem  Umfange 
det  Kreise  befindliche  kleine  Pfeil  deutet  die  Richtung  an,  nach 
welcher  auf  der  Boussole  die  Grade  gezählt  sein  sollen.  Die  an  der 
durch  eine  Pfeilspitze  bezeichneten  Spitze  und  an  der  dieser  ent- 
gegengesetzten Spitze  der  excentrischen  Nadel  gemachten  Able- 
sungen sollen  respective  durch  n  und  ni,  die  Ablesungen  dage- 
gen, welche  man  an  den  entsprechenden  Spitzen  der  centrischen 
Nadel  machen  würde,  respective  durch  N  und  Ni  bezeichnet 
werden,  wo  es  also  jetzt  darauf  ankommt,  N  und  iV,  aus  n  und 
Ui  zu  bestimmen.  Den  zwischen  den  entsprechenden  Spitzen 
beider  Nadeln  liegenden  Bogen  des  Limbus,  welcher  bei  einem 
guten  Instrumente  immer  sehr  klein  sein  wird,  wollen  wir  durch 
0»,  den  Anfangspunkt  oder  den  Nullpunkt  der  Theilung  aber  durch 
0  bezeichnen.  In  Fig.L  — Fig.  IV.  und  Fig.  I*.— Fig.  IV*  sind 
alle  Fälle  dargestellt,  welche  rücksichtlicb  der  gegenseitigen 
Lage  der  beiden  Nadeln  und  der  Lage  des  Nullpunktes  der  Thei- 
lung gegen  dieselben  vorkommen  können,  und  alles  Folgende 
wird  nun  gewiss,  mit  fortwährender  Beziehung  auf  die  genannten 
Figuren,  ganz  durch  sich  selbst  verständlich  sein. 

Zuerst  überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle  von  der  Richtigkeit 
der  folgenden  Gleichungen: 

L     JV=w  +  a)— 3600 
iVi  =  ni  —  cj 
Ä-iVi=— 180O 

IL      N=:n+m 
Ni  =  wi  — m 


*)  Wegen  der  Figuren  b,  m.  überall  Taf.  IV. 
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in.     N=:n-{-a 

2Vi=ni-»+360*> 

^_^^=_l8oo 

iV.    iV=«  +  « 
iV|  =  n,  —  m 
N—Ni  =  180« 

1*.     N^n-a» 

^— iV,  =-1800 

n*.     N  =  n-to 

iVi  =  nj  +  »— 360» 
iV-iV,  =  180"> 

III*.      N=n-m 

iVj  =  «j  +  «9 

IV*.     iV=n-«)+360» 
iV,  =n|-|-<D 

iv-^,  =  180« 

Aus  diesen  Gleichnngen  leitet  man  die  folgenden  Formeln  ab : 

1.     iV+iV|=n+M,— 360» 
N—Ni  =  -180» 

2iV=«  +  nj -3.180« 
2iV,=n+«i  — 1.180» 

2V=^_3.90o 

11.     iV+iV,=n  +  n, 

JV-iV,  =  - 180» 

2iV=n+ni— 1.180« 
2iV,  =  n+n,  + 1.180« 

2V  =  ?i+2l_i.90« 
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III.  A  +  iV,  =«+«,-►  360» 
N—Ni  =  — 1800 

2iV=«  +  ni+1.180o 
2iV,  =  n  + «1  +  3.1800 

iV  =  ^  +  1.90o 
iVi=^  +  3.90o 

IV.  ^+iV,  =n+«, 
iV-iV,  =  1800 

2i^=n+«i +1.1800 
2iVi  =  n  +  n,-1.180o 

iV=^  +  1.90o 
iV,  =^^-1,900 


1*.     N^Ni=n^ni 

N-Ni=  -I80O 

2iV=  n  +  n, -1.180» 
2iVi  =  !»  +  «, +1.180O 

iV  =  ?LH!l_  1.900 
iV,  =  ^+l.äOo 

11*.     iV  +  ^,=n+n,— 3600 
N-Ni  =  1800 

2iV=«  +  »»,— 1.180O 
2^,=n+nl— 3.1800 
yw_?i?i      •  (WM 


111*. 


Theil   XXXVU.  31 


XT    . 

2 

—  1.5JU- 

^,= 

n  +  it, 
2 

-3.900 

N- 

^^I  = 

«+«1 

N- 

-Nr  = 

180O 

iN= 

n+ni +1.1800 

2Ai  = 

M  +  «l- 

-I.180O 
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JV=^^  +  I.90<» 

;v,=?^-i.oo« 

IV*.    JV+iV|  =  n+iH+360» 

N—Ni  =  180« 

2^1  =  «  +  ii,  + 1.180«» 
iV=ii±?i^.;3.flO« 

^^«?^  + 1.900. 

Weil  jede  der  beiden  GrS^sen  N  and  iVi  immer  zwischen  0 
und  360«  oder  zwischen  0  and  4.Q0<*  liegt,  so  ergiebt  sich  bieraw 
Folgendes: 

1.  0<^^— 3.90»<4.90<> 

0<^^^-1.90o<4.Ö0» 
3.90o<^i^<7.90o 
1.90o<?^i^<5.90» 
3.90<»<^^^<4.90o 


11. 


ö<^^^-1.90o<4.90o 
0<^^±^+1.90«><4.90o 


1.90«<-'|^<5.90» 
-1.90»  <^i2i  ^3.90« 

'1.90«<^^±Ä<3.90» 
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III.  0<^^  +  1.80<><4.90<' 
0  <^^ +3.90»  <  4.90» 

-1.90»<^^<d.90« 

-3.90»<^^<l.fl0» 

0<5^<l.flOo 

IV.  o<5±^  +  1.90»<4.90o 
0<^^-1.90<»<4.90o 

-I.90»<^^^<3.90» 
l.«0o<^^<6.90» 
1.00»<?^<3.9fto 


1*  0<^^-1.90o<4.90o 

0<^^  +  1.90<»<4.90o 
1.90o<^-^<5.90o 
-1.90»<?^^<3.90<» 
1.90o<^-^<3.90<» 

II*.  0<?^±^-1.90o<4.90« 

0<^^^-3.90o<4.90» 


% 


31  • 
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90»<^^-5^<7.90» 


111*.  0<^^  + 1.90»  <  4.90«» 

0<^-— 1.90»<4.90» 
-1.90»<^i^<3.90» 
1.90»<^5^<5.90» 
1.90»<^i^<3.90» 

IV*.  0<^^^  +  3.9po<4.90» 

0  ^»+51 +  1.900  ^4.900 

— 3.90»  <^^<  1.900 
-1.90«<^^^<3.90<> 

0<^-^<1.90». 

Suchen  wir  nnn  das  Gemeinschaftliche  dieser  Fälle  anf. 
In  den  Flllen  111.  und  IV*  ist: 

0<^^^<1.90». 

In  den  Fällen  II..  IV.,  I*.,  HI*  ist: 

1.90»<^^^<3.90». 

In  den  FSIIen  I.'und  U*.  ist: 
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In  dem  Falle  111.  ist: 

,      «>«,.    iV=  !*  +  ?!  + 1.900 

iVi=5+fl+3.90»     ' 


und  in  dem  .Falle  IV*.  ist: 

^,=?^^*  +  l.90». 
In  dem  Falle  II.  ist: 

2V.=^  +  1.90«'; 
in  dem  Falle  IV.  ist: 

«>'«„     iV=^^  +  1.90». 

In  dem  Falle  I*.  ist: 

i?i=^^±Ä +  1.900; 
in  dem  Falle  III*.  ist: 

In  dem  Falle  I.  ist: 
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/ 
H  ^t  nno 

T 

/ 


3  900 ^»+51^7.900        / 


3.90«<^^<4.9^ 


III* 


o<"+»'        -'•"*'• 

0<!-'    y-^-"-^- 

,00  2uv9rderst  die  folgende 

-1.9P   ^^ 

Hegel. 

y           0<^-^<I.W> 

^  >     oder     < 

2+3  +  3.90«)  (iV,=?^  +  l.flO» 


ienacbdem  tt>njt  oder  n<N|  ist. 


1.90o<?^^'<3.90» 
^  A   SO  muss  man 

setzen,  und  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen, 
jenachdero  n>it|  oder  »<fii  ist. 

Wenn 

3.980  <^-^<4. 90« 

ist,  80  muss  man 
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oder 


2V=?M;-2i -.1.900 


iVi 


_jH-n| 


-3.9ÖO 


setzen,  jenachdem  n>it|  od«r  n<ft|  ist. 

Hieraus  ergiebt  sieb  nun  aber  ferner  unmittelbar  die  folgende 


Wenn 


Regel 
0<^?^<1.90o 


ist,  80  ist  die  der  Spitaee,  an  weicher  die  grossere  Ab* 
lesung  gemacht  worden  ist«  entsprechende  Zahl 

uYid  die  der  Spitze»  an  welcher  die  kleinere  Ablesung 
gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl  ist 


«  +  iii 


+  3.90<>. 


Wenn 


1.90<>< 


W+Itj 


<3.90o 


ist,  80  ist  die  der  Spitze,  an  welcher  die  grossere  Ab- 
lesung gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl 

!L+J!i+ 1.900. 

und   die  der  Spitze,  an  weicher  die  kleinere  Ablesung 
gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl  ist 


Wenn 


^-?S-1.90o. 


3.9(K><^^^<4.900 


ist,  so  ist  die  der  Spitze,  an  welcher  die  grossere  Ab- 
lesung gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl 
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.  ?i+3_3.90O; 

und  die  der  Spitze,  an  welcher  die  kleinere  Ablesung 
gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl  ist 

Für  den  Gebrauch  in  der  Praxis  ist  die  auf  die  vorstehende 
Weise  ausgesprochene  Regel  noch  zu  weitläufig;  man  kann  aber 
darch  die  folgenden  Betrachtungen  aus  derselben  eine  praktisch 
brauchbarere  Regel  ableiten. 

Zuvorderst  öberzeugt  hian  sich  sogleich  von  der  Richtigkeit 
der  folgenden  Sätze,  wobei  wir  jedoch  bemerken,  dass  wir  der 
Kürze  wegen  eine  besondere  Discussion  solcher  Fälle,  wenn  etwa 
eine  der  nachstehend  vorkommenden  Zahlen  gleich  4.90^  oder 
gleich  0  sein  sollte,  unterlassen  haben,  weil  ein  Jeder  dieselben 
leicht  selbst  zu  deuten  verstehen  wird;  man  hat  im  Folgenden 
0  mit  zu  den  negativen  Zahlen  zu  rechnen,  und  in  einigen  beson- 
deren Fällen  statt  der  Worte  „grösser  als  4.90<^'  die  Worte  „gleich 
4.90^'  zu  setzen: 

Wenn  .keine  der  beiden  Zahlen 

,       ?i+?!l  +  1.9()<»,     ^^^+3.90« 

grösser  als  4.90^  ist,  so  sind  die  beiden  Zahlen 

'i+^_3.90o,     5+^-1.900 
negativ. 

Wenn  von  den  beiden  Zahlen 

!L+i?i  +  1.90o,    Ü+J!l_,.9oo 

die   erste   nicht  grösser  als  4.90^^,  die  zweite  nicht  negativ   ist, 
so  ist  von  den  beiden  Zahlen 

'L^Ili_3.90o,     'i+JÜ  +  3.900 

die  erste  immer  negativ,  die  zweite  grösser  als  4.90^. 
Wenn  keine  der  beiden  Zahlen 
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negativ  ist,  so  sind  die  beiden  Zahlen 

1+2L+1.90O.    !L+üi  +  3.90« 

grosser  als  4.00^. 

Nach  dem   Obigen  liefern  nur  folgende  Zahlen  Auflösungen 
unserer  Aufgabe: 

^  +  1.900,     !LH!l+3.9oo; 
?+J?l+,.90o,     »L^.i.floo. 

^^_.3.90«,     !LH!i_,.«o«; 

welche  aber  nur  dann  zulässig  sind»  wenn  keine  Zahl  grösser 
als  4.90^9  keine  Zahl  negativ  ist.  Aus  dem  Vorstehenden  er- 
beilet daher»  dass  immer  nur  eine  dieser  Auflösungen  zulässig 
ist,  und  es  erglebt  sich  nun  mit  Rucksicht  auf  das  Obige  offen- 
bar die  folgende»  in  der  Praxis  leicht  anwendbare  und  leicht  zu 
behaltende 

Regel. 

91  "1*  Hl 

Die  Zahl  — ^ —   vermehre  und    vermindere  man   um 

1.90^  und  3.90^;  erweiset  sich  eine  der  beiden  dadurch 
erhaltenen  Auflosungen  als  zulässig,  so  ist  diese  die 
richtige,  und  es  entspricht  die  kleinere  und  grössere 
der  beiden  erhaltenen  Zahlen  der  Spitze  der  Nadel, 
an  welcher  respective  die  grössere  und  die  kleinere 
Ablesung  gemacht  worden  ist.  Erweisen  aber  beide 
auf  diese  Art  erhalteneu  Auflösungen  sich  als  unzu- 
lässig, so  liefern  die  beiden  durch   Vermehrung  und 

Verminderung  der  Zahl  — ^y-^  um  1.90^  erhaltenen  Zah« 

ien  die  richtige  Auflösung,  und  es  entspricht  die  klei- 
nere und  grössere  dieser  beiden  Zahlen  der  Spitze 
der  Nadel,  an  welcher  respective  die  kleinere  und  die 
grössere  Ablesung  gemacht  worden  ist. 

Wir  «vollen  dies  durch  ein   Paar  Beispiele  erläutern,  indem 
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wir  annehmen,  dass  an  der  Nordspitxe  die  Ableenng  n,  an  der 
Sfldspitae  die  Ablesung  ni  gemacht  worden  sei. 

Es  sei  n  =  U7«,  iti  =3»°,  also: 

«  +  «1      l470-|-2y       170o_^         ^. 

^±1.90o  =  «jo±  900=1     1780^ 

5^±3.90o  =  85«±270»=  LjJJÜ- 

Daher  ist  die  richtige  i^uflGsung: 

Nordspitze:  ITS« 
Südspitze:  355« 

Es  sei  n  =  26o,  iti=32io,  also: 

n  +  nt_  260  +  3220  _348o_       ,^.^ 
2      "^         2         —    2    ""  * 

-^±1.90«=174o±  900=1   ^0' 

^— *  ±3.900=  1740db270o=  j  JJJJ. 

Daher  ist  die  richtige  Auflösung: 

Nordspitze:    84o 
SOdspitse:  264o. 

Es  sei  ns=S19o,  ni  =  195o,  also: 

»  +  »1^3190  +  1960      6140 

2     —  2         ""    2    ""  ' 

^J:1.90o==267o±  900=  j   J^J. 

^^±3.900  =  2670+2700=  jj^^ 

Daher  ist  die  richtige  AanSsung: 

Nordspitze:  3470 
Sfidspitze:  1870. 

Es  sei  n=2360,  m  =347o,  also: 
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n  +  «1  _  23SO  +  347«      582»  '  .„ 

—2     —  g-       ="2-=      ^*  . 

^^±1.90<»  =  291«i  900=  j   ^j*. 

^^±3.90» SS 2910^270» SS  | 

Daher  ist  die  richtige  AaflSsong: 

Nordspitze:  201« 
Sadspitze:    21«. 

Es  sei  n  =  12«,  fti=:64«,  also: 

«+n,      12» +  64«      70«  _, 

^3±i.90o=38o±  90«=j   J'^. 

^db3.90o  =  38«±270«=j__^. 

Daher  ist  die  richtige  AnflSsung: 

Nordspitse:  308« 
Sfidspitse:  128«. 

Es  sei  n  =  314«,  nx  =  356«,  ako: 

«+«,_314»  +  386«      670«  __„ 

~2~"  — 2 ~~2'—      ***  ' 

!i±aii.90o  =  335«±99«=t   ^J, 

«+3±3.90o  =  336o±270«=j  ^. 

Daher  ist  die  richtige  Aoflosung: 

Nordspitze:  245» 
I  Sadspitze:    650. 

Man  wird  sieh  von  der  Richtigkeit  der  in  diesen  Beispielen, 
welche  zur  EriSuterung  der  allgemeinen  Regel  hinreichend  sein 
werden,  erhaltenen  Resultate  leicht  in  jedem  eirizelnen  Falle  durch 
Betracbtoog    einer  demselben   entsprechenden   Figur  Hberzeugeo 
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.können"^).  Der  grosse  Vortheil  unserer  allgemeinen  Regel  liegt 
ai>er  eben  darin,  dasa  dieselbe  in  allen  Fällen  bloss  durch  eio- 
fache  Rechnung»  ohne  jedwede  Betrachtung  einer  Figur  gans 
leicht  und  sicher  zu  dem  gesuchten  Resultate  ffihrt,  weshalb  es 
wünschenswerth  su  sein  scheint,  dass  dieselbe  in  die  Lehrbflcber 
der  Geodäsie  übergebe.  Man  sollte  nach  meiner  Meinung  nie 
unterlassen,  beide  Nadelspit^eh  sorgfältig  abzulesen,  und  die  Ab- 
iesungeu  nach  der  obigen  Regel  zu  corrigiren;  dann  würden  die 
Messungen  mit  der  Boussole  zu  zuverlässigeren  Resultaten  fahren. 

Wenn  die  Ezcentricität,  wie  dies  meistens  der  Fall  sein  wird» 
sehr  gering  Ist,  so  ist,  wenn  wir 

n— «1  =±180®  +  -^, 

setzen,  ^  eine  der  Mull  sehr  nahe  kommende  Grösse,  die  übri- 
gens positiv  und  negativ  sein  kann. 

Wenn  nun  erstens 

«—«1=1800+2^, 
also 


*)  Dem  Falle  ff  =  319<»,  n,  =  195''  enUpricht  Fig.  V.  la  dietem 
Falle  hat  mao,  wie  ans  der  Figur  erhellet,  offenbar  die  folgende 
Gleichung: 

a:4-1950  — 180«>=8eo<»—319«  — jr, 

2a:  =  41<>  — 150  =  26»,  ar=13«; 

also  nach  der  Figur  offenbar  für  die  centrische  Nadel: 

Nordspitze:  300»  — 13»  =:  347» 
Sndspitze:  ISO»  — IS»  =  16T« 

ganz  wie  oben  nach  der  Regel  gefunden. 

Dem  Falle  ii=.314'),  ff|  sSSe»  entspricht  Fig.  VI.  In  diesem  Falle 
ist  nach  der  Figur: 

Jr4-360o  —  356«  =  314«  — 180»  —  JT, 

^+40  =  134«— X, 
2ar=  134«— 4«  =  130«,  ar  =  65«; 

also  nach  der  Figur   für  die  centrUche  Nadel: 

Nordspitze:  180«  -|- 65«  =  245« 
Sudspitze:  65« 
ganz  eben  so  wie  wir  oben  nacii  unserer  Regel  gefoDdeo  haben» 
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n  =  »1+1800+^,    nt  =  n— ISOO-ii 
ist;  so  ist 


und  folglich: 

ü+!Hj^l.90o  =  „-90o_i^±90o=|;;-*^_jgjj„.     . 

Wenn  ferner  zweitens 

ji— wi=--180«  +  z^, 
also 

n  =  ni  -180«+/^,     w,  =n  +  180«— ^f 

ist;  so  ist 

^-^  =  »,-900+^-=/, 

und  folglich: 

^-^d:I.flOo  =  n,-90o+4^±  «0«=  j^'+^^^j^^. 

Weil  nun,  im  Allgemeinen  wenigstens  oder  meistens^  im  ersten 
Falle  ft>180o,  n<360o,  im  «weiten  Falle  ni>180o,  n^K^Wlfi 
ist;  so  erhellet  ans  dem  Vorstehenden  leicht,  dass  es  nnter  Vor- 
aussetznng  einer  sehr  geringen  Excentricität  meistens  genügen 
wird»  far  die  Spitze  der  Nadel,  an  welcher  die  kleinste  und  die 
gr^sste  Ablesung  gemacht  worden  ist,  respective 

^»-900    und    ^-^+90« 

zu  setzen.  Aber  freilich  ist  diese  Regel  keineswegs  theoretisch 
▼5llig  genau  und  ganz  allgemein  gfiltig,  so  dass  man  natfirlich 
immer  besser  thun  wird,  sich  an  die  oben  entwickelte  theoretisch 
allgemein  richtige  und  gflltige  Regel  zu  halten. 

Zur  Erläuterung  dieser  Regel  mOgen  die  folgenden  Beispiele 
dienen : 

1) n  =  250iO,    n,=71iO;    also: 
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n  +  n,  =3^2«,    ^±5l  =  1610; 

folfrlich: 

Nordcpitze:  ^-^  +  1.900=251« 

Sadspitee:  ^i^'  — 1.90»=  71«. 
2) n  =  48J<»,    «,=228|<»;    also: 

M  +  «l  =27710,      1+!^=:  138^0; 

^-^±1.90«>  =  138ä<>±  900  =  1     ^J° 


folglich: 


'l+ül±3.90o  =  138^0  j.270o  =  ^_JJf^;J; 

Nordapitze:  ^~-'— 1.90o=  48A0 

Sfldspitee :  ^-^  + 1 .  QO«  =  228 A». 

3) « =  30110,    ni=12I|0;    also: 

n+n,  =  423o,     !L+^i  =  21lJ«; 

?^^il.90o  =  211{o±  900  =  1     2}f 
^i5i±3.90o=:211jo±270»=^  JJJjo 

Nordspitze:   ^^-^  +  1.900  =  30110 


folgKdi 


o 


110» 


Sfldepitze:  ^^*  — 1.900  =  121 J 


lO. 
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4)    .    .    .    .      ii  =  130i»,   ni  =  3100;  also: 

n+ii,=440>«.     ^^^;=220r'.»; 

!l:^dba.90»:»2a0t'.»±270o«  j  _^JJ}s*; 

f 

Nordspitze:    ^t±5i-.1.90o=13üA^, 


folglich : 


Sfidspitse:    ^^  +  1.90o  =  310i*e^. 

Id  allen  diesen  Fällen«  wo  die  Ablesnogen  wirklich  an  einer  schoo 
etwas  alten  und  viel  gebrauchteo  Boussole  gemacht  worden  sind, 
ist  also  die  obige  Regel  richtig. 


XXTI. 


Aiial3rti8cher  Beweis  eines  geometrischen  Satzes  -nnd 
Anwendung  dieses  Satzes  in  der  Feldmesskunst. 

Von 
dem   Heransgeber. 


In  einer  und  derselben  Ebene  seien 

Af  Ali  Ja  und    A' ,  A^  ^  AJ 

zwei  Systeme  dreier  In  gerader  Linie  liegender  Punkte 
Man  ziehe  die  Geradeo: 

AAi'    und    A^A', 

^\^%      9»      A^Ai  , 

A^A        „       AA% 
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und  bestimme  die  DurchscbDittspankte 

dieser  drei  Paare  gerader  LinIeD;  so  liegen  diese  drei 
PiiDicte  jederzeit  in  einer  und  derselben  Geraden. 

Man  nehme  die  Gerade»  ita  welcber  die  drei  Punkte  A,  Ai,  A^ 
iegen>  als  die  Aze  der  x  eines  beliebigen  Coordinatensystems 
der  xy  an,  und  bezeichne  in  Bezug  auf  dieses  System  die  Coor- 
dinaten  der  Punkte 

Aj  Ai,  A%   und   A' ^  Ai' ,  A^' 
respective  durch 

a,  0;    «1,  0;   a^»  0   ""^   «'>  *'»   «i'»  ^i'»   V>  V« 
Dann  sind  die  Gleichungen  üer  Geraden: 
AAi'    und    AiA', 

A1A2  99  A%Al     9 

AtA'     „•  AAt' 
respective: 

und  bezeichnen  wir  also  die  Coordinaten  der  Dnrchschnittspunkte 
M,  Ml,  M^  respective  durch  jr»  9;  hf  ^li  H»  9t;  ^  haben  wir 
SU  deren  Bestimmung  die  folgenden  Gleichungen: 

Wenn  man  diese  Gleichungen,  damit  die  GrOssen  b',  bi  ,  h^ 
wegfallen,  auf  geeignete  Weise  durch  einander  dividirt,  so  erhält 
man  die  folgenden  Gleichungen: 
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oder: 


(a'— fl2)(jr,-apiJi=:(o'-ai)(ri -cr«)9a, 

oder  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

1) 
< Ifr— «i)t>i  —  (Xi  -  o)9l    =  floi (t>— t^i)  +  gjn?i  — «iJPit^» 
«'t(r,  -  a«)t^a— (r»— fl,)t^i !  =  fli«a(J?i~^^)  +  fli'i«^a-aara% , 
«i'  tfra— «)«^  — (y-fla)t^a}  =fla«(t^— <?)  +  o«T2«?  — «J^- 
Ferner  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichungen: 

(a«'  — öi)i;  =  V(r— a,),    (öl'  — 02)«^  =  */ fr— «a); 

«— a)«?2  =  Vfra— «)»    (ft'— «i)»^a  =  *'fra-  «i)J 
also: 

(fla'— öi)Wi  =  Vfr-ai)«?o     («i'  — aa)«?aV=^'fr— fla)^?a; 
(o'— at)Vii;a  =  «'(y,— aa)l?a»     «— a)Wi  =*a'fri--a)V; 
{ai'-a)^f^  =*i'(ra— «)>,      («'-ai)t^i%  =  »'(Ta-«i)9i; 

und  verbindet  man  nun  diese  Gleichungen,  damit  a' ,  Oi',  a^f  weg- 
fallen, auf '  geeignete  Weise  dnrck  SuMraction  mit  einander;  -so 
erhält  man: 

2) 
(a— aji^iji    =6a'{(jr— a,)%-(jr|  — a)t^), 

(aa-^)j?at>    =  Ai'tfra— a)t>  — fr— fla)^i- 

Wenn  nan  die  Gerade,  in  welcher  die  Punkte  A',  Ai  ,  A^ 
liegen,   der  CitfadcD^   in  virelcliei  die  Pnakte  J,  >|,  Jl«  liegen, 

Theil  XXXVn.  3Ä 


Digitized  by 


Google 


478    Grunert:    AntHyttscher  Beweis  eines  geometrisehen  Satzes 

die  als  Axe  der  x  angenommen  worden  ist,  nicht  parallel  Ist,  so 
kann  man  die  erstere  Gerade  als  Axe  der  y  annehmen,  wo  dann 
offenbar 

o'  =  0,    ai'  =  0,    <=0 

ist,  und  die  Gleichungen  1)  also  in  die  folgenden  übergeben: 

««1  (II— 9i)  +  fll^i  —  üititf      =0, 

«ia«(9i  — t^)  +  fliXii^— OftT^ili  =0, 

«2«  (yf%  - «?)  +  ^^^  —  «y<?»    =0 

oder,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit  , 

multipiicirty  in  die  folgenden: 

«flifl«(t|  —  njra  +  a^at^i  —  aicr^riir^i?  =  0, 

aus  denen  sich  durch  Addition  die  Gleichung: 

3)    .    .    .  T(i;i  - 1?,)  +  Ti  {tf^—tf)  +  y«(i? — Hl)  =  0 

ergiebt. 

Wenn  die  Gerade,  in  welcher  die  Punkte  A' ^  A^  ^  A^  lie- 
gen, der  Geraden,  in  welcher  die  Punkte  A^  A^,  A^  liegen,  die 
als  Axe  der  x  angenommen  worden  ist^  parallel  ist,  so  sind  die 
Coordinaten  6',  6i',  h%  einander  gleich,  und  die  Gleichungen  2) 
nehmen  also  die  folgende  Form  an: 

(o-ai)i;i;i    =*'{(r— ai)t;i-^(jri-a)i;l, 

(«l— aa)«?i9Ä  =  *'{(jri— aa)i^  — (Ta— ai)iji}, 

(«a— fl)i^t|    =*'t(r«-a)t^  — (jr-aa)ija}. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit  x^y  9,  9^ 
und  addirt  sie  dann   zu  einander,    so  erhält  man   offenbar    die» 
Gleichung : 

+  l(y«-a)t|— (jr— a.)9i}t|i 
also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

(a— a,)99i  +  («1  — at)9il^  +  («r«— a)i%9=0. 
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00  dasa  aUo  nach  dem  Obigen  offenbar  auch 

% 

K)f— fli)%— (Ti— a)iH 
+  l(ri-o«)t^-(r«-a,)t>,)    =0, 

folglich : 

ist 

Nach  3)  und  3^)  ist  also  in  beiden  hier  betrachteten  Fällen: 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  drei  Punkte  (jnj),  (Ti9i), 
(Ts^s)  oder  ü,  Ü^,  Ü^  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen, 
welches  der  zu  beweisende  Satz  war. 

Zur  Erläuterung  dieses  Satzes  dienen  Taf.  IV.  Fig.  4.  und 
Tat  IV.  Fig.  5.,  die  aber  natürlich  nur  eiu  Paar  besondere  Fälle 
desselben  darstellen. 

IVlan  kann  von  diesem  Satze  die  folgende  Anwendung  machen. 
Auf  dem  Felde  seien  zwei  Punkte  A'  und  A^'  (Taf.  IV.  Fig.  6.) 
gegeben,  und  entweder  in  der  diese  beiden  Punkte  mit  einander 
verbindenden  Geraden  oder  in^  der  einen  Verlängerung  dieser  Ver- 
bindungslinie Aber  den  Punkt  Ai'  hinaus  befinde  sich  ein  Hinder- 
nisse welches  nicht  gestattet,  von  A  nach  Ai'  oder  über  Ai 
hinaus  zu  sehen;  man  soll  Punkte  in  der  Verlängerung  von  A'Ai' 
über  Ai  hinaus  angeben.  Zu  dem  Ende  nehme  man  auf  dem 
Terrain  drei  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  Ai,  A^  an, 
ziehe  die  Linien  AAi'  und  A^A*  und  bestimme  deren  Durch- 
schnittspunkt il2;  hierauf  ziehe  man  die  Linien  A^A'  und  A2A1, 
lege  durch  den  Punkt  Ü^  eine  beliebige  Gerade  und  bestirome 
deren  Durchschnittspunkte  il|  und  ü  mit  den  Linien  A^A'  und 
A^Ai  ;  endlich  ziehe  man  die  Linien  A£li  und  Ai£i,  und  bestimme 
deren  Durchschnittspunkt  A^';  so  wird  dieser  Punkt  in  der  Ver- 
längerung der  Linie  A'Ai'  über  Ai  hinaus  liegen ^  also  der  Be- 
dingung der  Aufgabe  genügen.  Dass  dieses  Verfahren  mancherlei 
Abänderungen  gestattet,  auch  sich  wohl  noch  andere  Anwendun- 
gen von  dem  obigen  geometrischen  Satze  machen  lassen  dürften, 
erheilet  leicht;  an  diesem  Orte  werden  aber  die  vorhergehenden 
Bemerkungen  genügen. 
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XXVII. 

Miscellen. 


Einige  Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  des  Herrn  Oberleiirer 

J.  Helmes  im  Archiv  Theil  XXXV.  Seite  136.:     CJeber 

die  Bedeutung  und  Gfiltigkeit  einer  gebrochenen  GrliederzaU 

in  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen. 

Von  Herrn  Oberlehrer  J.  F.  W.  Gronau  an  der  Realschule  erster  Or#- 
,  nnng  zu  St.  Johann  in  Dan  zig. 

Indem  Herr  Helmes  eio^n  Fehler  verbessert,  welchen  Herr 
Or.  Hechel  in  Riga  bei  Behandlung  obigen  Themas  gemacht 
hat»  entschlüpfen  auch  ihm  einige  Behauptungen «  welche  eiaer 
Brörterung  bedGrfen. 

I.  Zunächst  spricht  er  wiederholentlich  sich  dahin  aus,  dass 
die  Sumroenformeln  (i)  und  die  Formeln  für  das  allgemeine  Glied 
(0  nur  deshalb  auch  fOr  eine  gebrochene  Gliederzahl  (n)  geltea, 
weil  und  insofern  bei  den  arithmetischen  und  geometrischen  Reihea 

die  nach  irgend  einem  Bruche  f -J  „zerlegten'^  Reihen  die 

Gesetzmässigkeit  befolgen,  wie  die  entsprechenden  Hauptreihen ; 
ja  er  lässt  sich  in  dieser  Beziehung  pag.  14U.  bei  einer  dem  Wesen 
nach  schon  von  Vega  gestellten  Aufgabe  vom  Diamanten  (Vor- 
les.  I.  378.)  sogar  zu  folgendem  taiitologischen  Satze  hinreisseo: 
,>  Setzen  wir  voraus,  dass  die  Steigerung  des  Preises  durch  das 
Gewicht  nach  dem  Gesetze  einer  geometrischen  Reihe  auch  aaf 
Viertel  des  Karats  sieb  erstrecke,  so  werden  auch  die  Preise  der 
auf  einander  folgenden  Viertel  des  Karats  eine  geometrische 
Reihe  bilden." 

Herr  Helmes  scheint  also  der  Ansicht  zu  sein,  dass,  weno 
die  zerlegten  Reihen   nicht  die  Beschaffenheit  der   Uauptreihes 
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beibehalten,  die  Gfiitigkeit  der  beiden  Formeln  für  ein  gebroche- 
nes n  aufhört. 

Dem  ist  aber  nicht  so,  vrie  aus  meiner  jSchrift  vom  Jahre 
1845:  ,,Ueber  die  Anzahl  der  Glieder  in  den  Summen- 
formeln der  arithmetischen,  geometrischen  and  harmo- 
nischen Progressionen'%  worin  ich  nachweise,  dass  die  For- 
meln nicht  bloss  eine  gebrochene,  sondern  auch  eine  negative  und 
imaginäre  Giiederzahl  zulassen,  zu  ersehen  ist 

Dort  habeich  nämlich  pag.  56.-^.  gezeigt,  dass,  obgleich  die 
harmonischen  Reihen  sich  nicht  in  der  Art  zerlegen  lassen,  dass 
die  zerlegten  Reihen  wieder  harmonische  Reihen  bilden,  dennoch 
die  beiden  Formeln  fiSr  ein  gebrochenes  n  ihre  volle  Geltung  be- 
halten. ~  Mag  man  also  immerhin  bei  den  arithmetischen  und 
geometrischen  Reihen  sich  der  hier  allerdings  stattfindenden  Zer- 
legbarkeit in  eenforme  Nebenreiben  bedienen,  um  die  GtHtigkeit 
der  Formeln  für  ein  gebrochenes  n  recht  klar  vor  Augen  zn  legen*; 
man  muss  aber  nicht  so  weit  gehen,  dass  man  diese  Gültigkeit 
von  der  Möglichkeit  einer  solchen  Zerlegung  abhängig  macht. 
Deshalb  habe  ich  in  meiner  Schrift  pag.  25.  auch  fGr  die  arithme- 
tische und  geometrische  Reihe  noch  einen  andern  Beweis  gege- 
ben, der  sich  nicht  «of  die  Zerlegbarkeit  in  gleichartige  Neben- 
reihen stiitzt. 

IL  Ferner  behauptet  Herr  Helmes  pag.  156.,  dass  die  Auf- 
gabe aus  Heis  Sammlung^  „Wenn  ein  senkrecht  in  die  Hohe 
steigender  Körper  in  der  ersten  Sekunde  as=  1000  Fuss,  in  jeder 
folgenden  aber  d^:zZli  Fuss  weniger  als  in  der  vorhergehenden 
znrficklegt,  wie  lange  (n)  und  wie  hoch  (i)  wird  der  Körper  stei- 
gen und  nach  wie  viel  Sekunden  wieder  an  dem  Punkte  anlan- 
gen, von  dem  er  zu  steigen  anfingt  aus  den  Lehren  der  Pro- 
gression allein  nicht  zu  lösen  sei,  sondern  man  müsse  zu  dem 
Ende  aus  der  Physik,  welche  uns  iSber  die  Natur  der  gletchfiSr- 
mig  verzögerten  Bewegung  beim  Steigen  der  Körper  Aubchluss 
giebt,  noch  entlehnen,  dass  das  letzte  Glied  der  hier  in  Betracht 
kommenden  Reibe  /=I52=i€{  sei,  was  dann  erst  7i=:32^ ergebe. 
"Wer,  giebt  er  zu  verstehen,  mit  Heis  u.  A.  die  Resultat«  durch 
Mathematik  allein  ableiten  wolle,  erhalte  t  =  31^  =  <Z  oder  gar 
t=:0,  und  dem  zu  Folge  ii=:32  oder  33. 

Um  Herrn  Helmes  in  diesem  Punkte  zu  widerlegen,  dürfte 
ich  nur  auf  meine  Abhandlung:  „Ueber  die  allgemeine  und 
▼  olle  Gültigkeit  mathematischer  Formeln,  1857 «"  pag.  K). 
verweisen.  Indessen  iSsst  sich  die  Sache  oboe  Weiteres  auch  hier 
mit  wenig  Worten  abmachen.    Man  differenzire  nämlich  die  Formel 
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n.«  — 1  - 

5  =  an ä —  d 

nach  n,  so  findet  man  auch  ohne  Hilfe  der  Physik«  dass  f&r  den 
Fall  des  Maximums 

.9tr=^  +  i  =  32^  und   folglich  <  =  n  —  (ii-l)rf==| 
„od   *  =  —§j—=  1650332 

ist  Oder,  wenn  es  nicht  angemessen  sein  sollte,  bei  einer  ele- 
mentaren Aufgabe  Differentialrechnung  anzuwenden,  so  darf  man 
ja  nur  die  obige  Gleichung  für  $  nach  n  auflösen ;    aus 


2a  +  d, 


4/  /2a  +  rfV      2? 


würden  sich  dann,    wenn  s   möglichst  gross   werden   soll,    nach 
einander  fflr  i,  n  und  t  dieselben  Werthe  ergeben,  wie  vorbin. 


Von    dem    Heraasgeber. 

Die  Gleichung  der  Fläche  des  dreiaxigen  Eilipsoids  oder,  wie 
man  wohl  auch  in  der  f^ürze  bloss  zu  sagen  pflegt,  des  dreiaxi- 
gen Eilipsoids,  ist  bekanntlich: 

e)"-(0"+G)"=' 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  z=0,  so  erhält  man  die  Gleichung 

des  Durchschnitts  des  Eilipsoids  mit  der  Ebene  der  Xfi^  welcher 
also  eine  Ellipse  ist,  deren  Axen  die  Axen  der  x  und  y, '  und 
deren  der  Grosse  nach  bestimmte  beide  Halbaxen  a  und  b  sind. 
Legen  wir  jetzt  durch  den  Punkt  (or^x)  des  Eilipsoids  und  die 
Axe  der  z  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  Ebene  die  in  Rede 
stehende  Ellipse  In  einem  ihrer  Durchmesser,  dessen  Gleichung, 
wenn  r,  t)  die  veränderlichen  Coordinaten  bezeichnen ^  offenbar 


X 


ist;  und  bezeichnen  nun  Tü^  Ü^  die  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte  dieses  Durchmessers  mit  der  Ellipse  in  der  Ebene  der 
x^f  so  hat  man  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen : 
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woraus  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein- 
ander sehr  leicht: 

abx  aby 

erhalteD  wird.    Weil  nun,  wenn  r«  die  Hälfte  des  in  Rede  steh- 
enden Durchmessers  bezeichnet, 

rx«  =  JP  +  p« 

ist,  so  ist  nach  den  vorstehenden  Formeln: 


e)"+(fx='-^"- 

oder,   wenn  wir 

tt«  =  a:*  +  y« 


oder 

aleo 
oder 

und  folglich  y    weil 
ist: 


setzen : 


(S)'+(0"='' 


welches  wieder  die  Gleichung  einer  Ellipse  ist.  Legt  man  also 
durch  den  Punkt  {xyz)  des  Ellipsoids  und  die  Aze  der  z  eine 
Ebene,  so  ist  deren  Durchschnitt  mit  dem  Ellipsoid  jederzeit  eine 
Ellipse,  deren  Azen  der  Durchmesser  der  io  der  Ebene  der  xy 
liegenden  Ellipse^  in  welchem  dieselbe  von  der  durch  den  Punkt 
(jxyz)  und  die  Aze  der  i  gelegten  Etiene  geschnitten  wird,  und 
die  Axe  der  %  sind ;    die  der  Grösse  nach  bestimmten  beiden  Halb« 
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azen  dieser  Ellipse  siod  die  Hälfte  des  in  Rede  stehenden  Durch- 
messers der  in  der  Ebene  der  ary  liegenden  Ellipse  und  die  Grösse  c. 

Auf  diese  Weise  machen  sich  Anf&nger^  wie  mir  scheint,  am 
Besten  und  Einfachsten  eine  deutliche  Vorstellung  Ton  der  Ge- 
stalt des  dreiazigen  Eilipsoids,  und  übersehen  dann  auch  femer 
auf  der  Stelle»  dass  dasselbe  ro  das  Rotations -Ellipsoid  fibergeht, 
wenn  ffir  ii=6  die  In  der  Ebene  der  a:y  liegende  Ellipse  ein  Kreis 
wird,  und  dass  weiter  das  Rotations« Ellipsoid  für  a=6  =  r  in 
die  Kugel  übergeht.  Aehnliche  einfache  Betrachtungen  lassen  Vieh 
natürlich  auch  bei  den  übrigen  FIficben  des  zweiten  Grades  an- 
stellen. 


Geometrischer  Beweis  der  Formel  fSr  die  Vereinigung^^weite 
bei  convexen  Spiegeln. 

Von  Herrn   Schulrath   l40off  in   Gotha. 

Gewöhnlich   wird    die   Formel  für  die  Vereinigungsweite  der 
Lichtstrahlen  beim  convexen  Spiegel  aus  def  für  den  coocaTen 

'***"**''  1^2       1 

X       r       n 

abgeleitet,  indem  man  r  negativ  simuit,  wodurch  * 


X  r       a  \r       €c/ 


wird,    d.h.  die  negative   reciproke  Vereinigungs weite    =--f-~. 

Der  geometrische  Beweis  dafür  isf  folgender:  Bezeichnet  a 
(Taf.III.Fig.l2.)  den  leuchtenden  Punkt  in  der  Axe,  e  den  geo- 
metrischen Hittelpunkt  des  Spiegels,  ^den  Vereinigungspunkt  des 
reflectirten,  rückwärts  verlängerten  Strahles  mit  der  Axe,  so  ist 
^mdc=i^cdf.  Halbirt  man  noch  den  Winkel  fda,  so  ist  in 
dem  gleichnamigen  Dreieck  dieser  Winkel  und  sein  Nebenwinkel 
halbirt,  folglich  ac  harmonisch  gethellt.    Es  ist  daher 

fy:ag=icf:ae, 

fg:aff=zfd:ad^ 

cf:ac=fd:ad,  oder  ef.ad^ae.fd. 

Ist  o6:=cu{=a,  cd=^cb=T,  fd=fb  (ßt  ein  kleines  Seg^nent)  =«, 
seist  (r  — a?)a5=:  (r+«)a:  oder: 

ra  1        9^1 
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Von    dam    Heransgeber. 

Wenn  man  bei  FlSchenmessungen  den  Inhalt  eines  Dreiecks 
zu  ermitteln  bat,  bestimmt  man  bekanntlieh  mittelst  der  Kreuz- 
scheibe oder  des  Winkelkreuzes  seine  Hube  in  Bezug  auf  eine 
Seite  als  Grundlinie,  misst  mit  der  Messkette  Grundlinie  und  Hube 
und  berechnet  den  Inhalt  atif  allgemein  bekannte  Weise.  Wenn 
man  aber  keine  Kreuzscheibe  zur  Hand  bat,  sondern  bloss  Kette 
und  Baken,  so  kannte  man  alle  drei  Seiten  mit  der  Kette  mes- 
sen und  daraus  den  Inhalt  nach  der  betreffenden  bekannten  For- 
mel berechnen.  Dazu  ist  aber  eine  Quadratwurzel -Ausziehung 
notbig  oder  die  Rechnung  mit  Logarithmen,  Rechnungen,  welche 
nicht  Jedermanns,  namentlich  oft  nicht  derer  Sache  sind,  die  am 
meisten  solche  einfache  Messungen  auszufuhren  haben.  Wenn 
daher  auch  die  eben  erivähnten  Methoden  jedenfalls  die  besten 
sind,  so  scheint  dpch  in  manchen  Fällen  der  Praxis  eine  andere, 
bloss  den  Gebrauch  von  Kette  und  Stäben  in  Anspruch  nehmende 
Methode  w Ansehens werth  zu  sein,  weshalb  ich  das  folgende,  mir 
zweckmässig  scheinende  Verfahren  hier  angeben  will. 

Wenn  ABC  in  Taf.lil.Fig.il.  das  Dreieck  ist,  dessen  In- 
halt bestimmt  werden  soll,   so  messe  man   mit  der  Kette  zwei 
Seiten  AB  und  AC  desselben,  trage  die  eine,  etwa  (jedoch  nicht 
nothwendig)   die  kleinere   AC  auf  der  grosseren  AB  in  AD  ab, 
so  dass  man  nämlich  mit  der  Messkette  AD  eben  so  viele  Ruthen, 
Fusse  und  Zolle  wie  AC  lang  macht,    messe   C/>,    nehme  von 
CD  die  Hälfte  und  suche  den  Mittelpunkt  £  von  C/>,    worauf 
man  dann  noch  AE  misst,  welche  Operationen  alle  bloss  mit  der 
Kette  und  Stäben   rasch   und  leicht  ausgeftihrt   werden  können. 
Bezeichnet  dann  A  den  Flächeninhalt  den  Dreiecks  ABC,  so  hat 
man  zu  dessen  Bestimmung  die  sehr  einfache  Formel: 
^      AB.CD.AE 
^-       2.AC       ' 
welche  auf  folgende  Art  leicht  bewiesen  werden  kann. 
Es  ist,  wenn  A  den  Winkel  BAC  bezeichnet: 
A  =  ^.AB.AC.8inA. 


Ferner  ist 


also : 


^ACD  =  l,AC.AC.8\nA, 
i^ACD^\.CD.AE', 

.    ^      CD.AE 


AC.AC* 

folglich,  wenn  man  dies  in  den  vorhergehenden  Ausdruck  von  A 
einfahrt  und  dabei  JC  aufhebt: 

32» 
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^_AB.CD.AE 

wie  bewiesen  iverden  sollte. 

Freilich    hat  man   hier   mehr  gemessen,    als   man  eigentlich 
braucht  9   weil  ja 

ÄE^^C&  =  ÄC^   oder    Ä&^\.C&^J^ 

ist,    was  aber  in  der   Praxis  nicht  anders  angeht^   wenn  mao 
gewisse  weitläufigere  Rechnungen  vermeiden  will. 


Zar    Beachtung, 

Herr  Doctor  O.  B dielen  hat  mir  unter,  dem  2.  Janaat  1862 
^eingegangen  bei  mir  am  19.  Januar)  eine  neue  Redaction  respeci 
Umarbeituni;  der  in  ThI.  XXXVl.  S.  186.  mitgetheilten  Sätze  Aber 
Dreiecke,  welche  den  ein-  und  uniheschriebenen  Kreis  gemein 
haben  9  eingesandt,  \%'eil  sich  bei  der  früheren  Bearbeitung  ein 
Irrthum  eingeschlichen  hatte,  der  auf  der  Voraussetzung  beruhte« 
dass  bei  den  fraglichen  Dreiecken  der  Umfang  constant  m^,  wis 
sich  später  'als  nicht  richtig  erwies.  Da  ich  bei'm  Eingang  die- 
ser neuen  Bearbeitung  dieses  Heft  und  diesen  Band  zu  scblies- 
sen  im  Bogriff  bin,  und  den  Aufsatz  daher,  wie  es  in  diesen  Falk 
eigentlich  sofort  geschehen  sollte,  nicht  mehr  aufnebroeo  kann, 
sondern  bis  zum  nächsten  Hefte  liegen  lassen  muss ;  so  halte  ich 
mich  flir  verpflichtet,  dies  hier  wenigstens  vorläufig  zu  beroer* 
ken,  und  zwar  um  so  lieber,  weil  ich,  wie  ich  auch  schon  a.a.O. 
bemerkt  habe,  die  in  Rede  stehenden  Sätze  allerdings  filr  lehr- 
reich und  interessant  halte,  vollständige  Berichtigung  dersetbei 
daher  sehr  zu  wünschen  ist. 

Den  19.  Januar  1862.  Der  Heransgeber. 


Druck  fehler. 


In  dem  auf  pag.  384.  des  36sten  Bandes  abgedmckten  Ver- 
zeichnisse der  bisher  aufgefundenen  Druckfehler  in  SchrSn's 
Logarithmen  findet  sich  ein  Fehler.  Es  muss  nämlich  nicht  heis- 
sen:  „statt  8150613  lies  8150613'%  sondern  „statt  8150613  lies 
8150613.  •*  "" 

Im  Literar.  Berichte  Nr.  CXLII.  S.  5.  muss  es  in  dem  Artikel 
Astronomie  (Z.H.)  statt  „Rescript  vom  14.  Juli  1860" 
heissen:    „Rescript  vom  14.  Juni  1660.'' 
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Literarischer  Bericht 

CXLV. 


Arithmetik. 

La  Division  reduite  a  une  Addition,  ouvrage  ap-, 
prouv^  par  rAcad^mie  des  »ciences  de  Paris,  Institut 
de  France,  augmente  d*une  Table  de  Logarithmes  de 
nombres  äneufdöcimalesexactes,  renfermöes  endeux 
pages,  et  d'une  nouvelle  niethode  pour  caiculer  avec 
une  grande  facilite  lesTables  de  Logarithmes,  de  divi- 
sion  et  plusieurs  autres,  par  R.  Picarte,  niembre  de 
la  faculte  des  sciences  physiques  et  niatb^ma tiques 
de  i*universite  du  Chili.  Pari8.  1860.  4^  Prix:  13  fr. 
broch^;  15  fr.  cartcinne.     (Klein  Folio,) 

Dieses  grosse  Werk,  liber  welches  die  Herren  Malhieo, 
Hermite  und  Bienayroe  der  Pariser  Akademie  der  Wissen- 
schaften einen  sehr  günstigen  Rapport  erstattet  haben,  verdient 
eine  ausfQhrlichere  Anzeige  in  diesen  literarischen  Berichten. 
Dasselbe  bestellt  aus  drei  Tlieilen,  unter  denen  die  92  Seiten  um- 
fassende Divisions  -  Tafel  unter  dem  Titel:  La  Division  re- 
duite k  une  Addition  bei  Weitem  der  wichtigste  and  umfang- 
reichste ist.  Diese  Tafel  enthält  in  eilf  und  zehn  Decinialen  die 
Werthe  aller  ßrOche,  deren  Zähler  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,. ...9 
fiind  und  deren  Nenner  kleiner  als  10000  ist.  Die  Zähler  auf 
jeder  Seite  oben  in  horizontaler  Reihe  von  1  bis  9,  die  Nenner 
zur  Linken  in  vertikaler  Reihe  von  1000  bis  9999  bilden  die  bei- 
den Eingänge  oder  Argumente  der  Tafel.  Der  Gebrauch  ist  hier- 
nach im  Allgemeinen  sehr  einfach.  Handelt  es  sich,  um  ein  Bei- 
spiel 20  geben,  welches  ich  nicht  aus  der  Einleitung  der  Tafeln 
entnehme,  um  die  Verwandlung  des  Bruchs 

ThU  XXXVII.  Hft.  1.  l 
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978642 
5627   • 

in  einen  Decimalbracfa,  so  schlage  ich  unter  den  vertikalen  Argu- 
menten den  Nenner  5627  auf,  und  finde  in  der  neben  diesem 
Nenner  stehenden  Horizontalreihe  für  die  horizontalen  Argumente 

9,  7,  8,  6,  4,  2 

die  folgenden  Zahlen: 

15994313133 
12440021326 
14217167-239 
08885729518 
07108583615 
03554291807 

Gm  bei  dem  Ausschreiben  dieser  Zahlen  sich  nicht  zu  irren,  ist 
in  sehr  zweckmässiger  Weise  den  Tafeln  eine  kleine  Regel  oder 
ein  kleines  Lineal  von  grünem  Kartenpapier  beigegeben,  auf  wel- 
chem die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  ....9  stehen,  und  welches  bei'm 
Ausschreiben  der  obigen  Zahlen  unter  die  dem  Nenner  5627  ent- 
sprechende Horizontalreihe  gelegt  wird,  in  der  sich  dieselben 
sämmtlich  finden.  Alle  obigen  Zahlen  enthalten  eilf  Ziffern,  weil 
der  Nenner  unter  9000  ist;  für  Nenner  über  9000  bis  9999  enthal- 
ten die  in  den  Tafeln  sich  findenden  Zahlen  nur  zehn  Ziffern.  Die 
obigen  sechs  eilfziffrigen  Zahlen,  so  wie  dieselben  sich  in  den  Ta- 
feln finden,  sind  nun  (überall  bei  eilfziffrigen  Zahlen)  die  Mantissen 
der  den  Brüchen 

9  7  8  5  4  2 

5627'    g627'    6627'    5627*    5627'    6627 

gleichen  Decimalbrfiche  von  der  dritten  Deciroalstelle  oder  der 
dritten  Stelle  hinter  dem  Komma  angefangen,  indem  bei  allen 
diesen  Brüchen  die  beiden  ersten  Stellen  hinter  dem  Komma 
Nullen  sind.    Beachtet  man  dies,  denkt  sich 

978642 
6627 

900000  ,  70000  ,  8000  .  600  .    40    .     2 
■^6687    +6627  +  662?  +  6627  +  Ö627  +  5S27 

gesetzt,  und  verlangt  nun  den  in  einen  Decimalbruch  verwandel- 
ten Bruch 
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978542 

bis  auf  sieben  Decimalstellen ;  so  wird  anf  der  Stelle  erhellen, 
dass  man  die  obigen  sechs  eilfziffrigen  Zahlen  aus  den  Tafeln 
auf  folgende  Art  ausschreiben  und  dann  sn  einander  addiren-muss : 

159.0431313 
12.440O213 
1,4217167 
0,0888573 
0.0071086 
0,0003554 


- 

173,9011906 

oder  kdrzer: 

169,9431313 

12  4400213 

1  4217167 

0888573 

071086 

03654 

173,9011906 

Weon  der  Nenner  grösser  als  9000  ist«  so  liefern  die  Tafeln 
die  Mantissen  der  DecimalbrOche,  weil  hier  die  drei  ersten  ZIffera 
hinter  dem  Komma  Nullen  sind,  von  der  vierten  Decimalstelle 
oder  der  vierten  Stelle  hinter  dem  Komma  angefangen,  so  dass, 
wenn  etwa  der  Bruch 

9849 

in   einen  Declmalbrueh  bis  auf  sieben  Deciroalziffern  verwandelt 
werden  sollte,  die  Rechnung  folgende  Gestalt  annehmen  würde : 

0,0609199 

71073 

8123 


0,0688395 
Die  wirkliche  Division  liefert 

0,06883947 
also  bis  zur  siebenten  Decimalstelle  abgekürzt: 


1* 
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978542 
5627  ' 

in  einen  Decimalbracb,  so  schlage  ich  unter  / 
menten  den   Nenner  5627  auf,  und  finde    i 
Nenner  stehenden  Horisontalreihe  für  die  / 

9,7.8,6,4,/// 

159943"     *  '  ^ 

1244^ 

14*^ 

f 


die  folgenden  Zahlen: 


r 


s 


e  in 
'uch 


ver- 


GiD  bei  dem  Ausscl^ 

in  sehr  zweckm&ft' 

ein  (deines  Lin^ 

chem  die  Zah' 

Ausschreiber 

sprechende 

säramtlic' 

der  Ner 

tend' 


«i/32 
at  :|s^  die  vollständigen  Zahlen 


13297872340 
186I70212T7 
07978723404 
05319148936 


^^^'        itlenbar  den  folgenden,  natürlich  sogleich  in  dieser  Weise 


^ttelt 


f^   ^f^bar  aus  den  Tafeln  auszuschreibenden  Ansatz : 

13,29787-23 

18617021 

0797872 

053191 

15,2446807' 


Wenn  man 


5732 
376' 


1433 

94 


setzt,  was  bei  der  Rechnung  nach  den  Tafeln  hier  absichtlich 
nicht  geschehen  ist,  so  liefert  die  wirkliche  Division : 

16,2446808 

Wenn  der  Nenner  oder   Divisor  grosser   als    10000  ist  und 
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daher  die  Gränze  der  Tafeln  Übersteigt,  so  kaon  man  sich  natflr- 
lich  nur  mit  Näherungen  helfen,  wobei  man  steh  verschiedener 
Methoden  bedienen  kann.  Herr  Pi carte  giebt  das  folgende  ein- 
fache, von  ihm  zugleich  mehrfach  durch  Beispiele  erläuterte  Ver- 
fahren an,  mit  dem  man  auch  gevruhnlich  ausreichen  wird.  Es 
ist  nSmIich 

a         a        n       a 


b-{-n      b     b  +  u   b 

n 
oder,  wenn  t  =  c  gesetzt  wird : 


nc 


6+n  6+n' 

nc 


meistens  eine  nur  sehr  kleine  Correction  des  Werthes 


b  +  n 
c  ist.    Wäre  z.  B.  der  Bruch 


674 


513922 

in  einen  Decimalbruch  zu  verwandeln,  so  hätte  man 

a=674,    6=:513ä00,    n=22 

zn  setzen,  wo  dann 

674 

0=:: 


'513900' 

und  folglich  nach  obiger  Formel: 

674  674  22         674 

613922  ""  5I390Ö  ""513922  *  513900 

ist;  man  wird  also 

_    674 
^""513900 

mittelst  der  Tafel  und  dann  die  Correction 

22. c 
513922' 

die  immer  nur  sehr  klein  sein  wird,  durch  wirkliche  Division,  oder 
aach  bloss  den  annährend  f&r  diese  Correction  zu  setzenden  Bruch 

22. c 


513900 
mittelst  der  Tafel  berechnen,  was  häufig  hinreichend  sein  wird. 
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Verlan(;en.  wir  obigen  3rucb  bi«  auf  acht  Decimaistellen.  so  Uefert 
uos  die  Tafel  fär  den  Nenner  5139  mit  dem  Zibler  974  die  fol. 
genden  vollständigen  Zahlen: 

11675423234 
13621327106 
07783615489 

also,  weil  «vir  acht  Decimalstellen  verlangen: 

c=  (  0,00116754 

)  13621 

i     _    0778 

'  Ö,ÖÖ131153 

22 


262306 
262306 


513922  1  0,02885366    aOOOOOOOSe 
2569610 
315756Ö 


0,00131153 
—0,00000006 


674 


513922=     0.00131147 
Die  wirkliche  Diviflion  glebt: 

5M=«'«>«"^- 
Weitere  Correctionen  könnte  man  auf  folgende  Art  berechueo: 
Man  setze  nach  aod  nach: 


5  =  c. 


a^ nc 

Ä  +  n-'^^ÄT^' 


nc 


nc    _   ,       ne' 
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so  ist: 


b   ~ 

c". 

nc' 

-  =c" 

b+n' 

nc" 

c*. 

nc* 
6  +  «' 

u.  s. 

w. 

a 

nc 

ö  +  n 

6-l-n 

=  ''-''  +6+-« 
^c-c'  +  c-'-f^^ 


»»      ««' 


^e-c'  +  c-'-c^  +  i^. 

U.   8.   W. 

WO  die  Grossen  c,  c\  c^y  c^»....  sämmtlicb  bloss  mittelst  der 
Tafeln  berechnet  werden  kOnnen,  die  beiznfiigenden  subtractiveo 
oder  additiven  Correctionen  aber  immer  kleiner  werden. 

Eine  Anzeige  wie  die  vorliegende  kann  natürlich  nicht  darauf 
berechnet  nein,  ihren  Gegenstand  zu  erschöpfen,  weshalb  wir 
uns  mit  den  obigen  ErlSuterungen  der  bei  dem  Gebrauche  der 
Tafeln  anzuwendenden  Methode,  die  natürlich  noch  viele  Abkflr- 
Zungen  zulSsst,  welche  Jeder  leicht  selbst  finden  wird^  begnügen 
müssen.  Auch  enthSit  die  den  Tafeln  vorangeschickte  Einleitung 
alles  Erforderliche  zu  der  Erklärung  derselben. 

Ausser  dieser  Divisionstafel,  welche,  wie  schon  erinnert,  bei  Wei- 
tem den  Haupttheil  der  Tafeln  ausmacht,  enthalten  dieselben  noch : 

2^.  Cne  Table  de  logarithmes  en  deux  pages,  qui  permet 
de  trouver  avec  neuf  däcimales  exactes  le»  logarithmes  de  nombres. 

3®.  Une  Methode  pour  caiculer  les  logarithmes  depuis  100000 
jusqu'  k  101000; 

über  welche  zwei  werthvolle  Zugaben  wir  uns  jedoch  hier  der 
Beschränktheit  des  Raumes  wegen  nicht  weiter  verbreiten  können, 
die  Leser  aber  auf  dieselben  aufmerksam  machen. 
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Wir  sind  der  Meinung,  dass  Herr  Pi carte  mit  dieseo  scho- 
nen, auch  äusserlich  in  der  trefflichsten  Weise  ausgestatteten 
Tafeln  der  Wissenschaft  ein  sehr  werthvolles  Geschenk  gemacht 
hat,  und  würden  ganz  die  Worte  uttterschrieben  haben,  mit  deoeo 
die  Herren  Mathieu,  Hermite  und  Bienaymö  (rapporteor) 
ihren  der  Pariser  Akademie  erstatteten  Bericht  schliessen : 

„Nous  proposons  donc  ä  l'Acadämie  de  remercier  M.  Picarte 
de  sa  couiraunication ,  et  de  Tencourager  a  publier  sa  Table  de 
division." 

Wir  haben  kurzlich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  (Literar. 
ßer.  Nr.  CXLH.  Sri,)  gesagt,  dass  die  niathematischeo  und  Na- 
tur-Wissenschaften im  eigentlichen  Sinne  Weitwissenschaf- 
ten seien.  Das  sehen  wir  in  der  erfreulichsten  Weise  auch  an 
diesem  ausgezeichneten  Werke,  dessen  Verfasser  am  Ende  des 
kurzen  Vorworts  sagt: 

„Le  gouvernenient  du  Chili,  ton jours  disposö  ä  encoarager 
les  travaux  scientlGques,  s*est  empresse  de  souscrire  ä  l'ouFrage 
pour  trois  cents  exeniplaires/' 

„Une  souscriptioD  publique  s'est  ouverte  spontaneroent 
a  Chili  pour  faclliter  i'injpression  de  Touvrage.'' 

Also  auch  in  den  entferntesten  Gegenden  der  Erde,  weit  drü- 
ben über  dem  Ocean,  werden  die  mathematischen  Wissenschaften 
in  jeder  Beziehung  gepflegt  und  gefordert ;  sie  sind  in  Verbindang 
mit  den  Naturwissenschaften  wahre  Weltwisseoschaften! 

Möchte  es  uns  gelungen  sein,  durch  vorstehende  ausfiirlichere 
Anzeige  die  Aufmerksamkeit  der  Leser  auf  dieses  ausgezeichnete 
und  in  jeder  Beziehung  nützliche  Werk  zu  lenken,  und  sein  treff- 
licher Verfasser,  Herr  Picarte,  für  die  grosse  auf  dessen  Aus- 
arbeitung verwandte  iVltihe  durch  die  grösste  und  weiteste  Ver- 
breituDi^  desselben  eluigermassen  belohnt  werden.        Grunert. 


Geometrie. 

Euklid's  acht  geometrische  Bücher  aus  dem  Grie- 
chischen übersetzt  von  Johann  Friedrich  Lorenz. 
Auf's  Neue  herausgegeben  von  Dr.  £.  W.  Hartwig,  Ober- 
lehrer am  Gymnasium  Frid.  zu  Schwerin  i.  M.  Halle. 
Waisenhaus.  1860.    8o. . 

Es  ist  dies  eine  neue,  —  die  wie  vierste,  wird  niclit  gesagt 
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und  ist  auch  aus  der  Vorrede  wenigstens  nicht  genau  ersichtlich 
—  Ausgabe  der  bekannten  Lorenz'scben  Uebersetznng  der  sechs 
ersten  Bücher  und  des  eilften  und  zwölften  Buchs  der  Elemente 
des  Euklides,  und  bei  einem  allen,  namentlich  älteren  Mathema« 
tikern,  so  durch  und  durch  bekannten  und  in  freundlicher  Erinne- 
rung lebenden  Buche  kann  daher  von  einer  weiteren  Besprechung 
hier  natfirlich  gar  nicht  die  Rede  sein.  Die  letzteren  Ausgaben 
sind  sonst  immer  von  Herrn  Uippe  in  Schwerin  besorgt  worden. 
Herr  Hartwig  hat  wiederum  einen  Anhang  über  die  Berechnung 
der  Figuren  und  Kdrper«  also  überhaupt  über  die  Anwendung  der 
Arithmetik  auf  die  Geometrie  beigefügt,  wonach  es  also  scheint, 
das»  diese  Cebersetzung  der  acht  euklidischen  Bücher  auch  als 
Lehrbuch  der  ebenen  und  körperlichen  Geometrie  benutzt  wer- 
den soll,  wogegen  natürlich  im  Ganzen  gar  nichts  zu  erinnern  ist 
Nun  hat  aber  Herr  Hartwig  die  Verbindung  dieser  Anwendung 
der  Arithmetik  auf  die  Geometrie  mit  der  reinen  euklidischen 
Geometrie  bloss  dadurch  hergestellt  oder  vielmehr  herzustellen 
gesucht,  dass  er  einige  Sätze  über  Zahlenproportionen  vorange- 
stellt und  deren  Beweis  auf  den  Satz  gegründet  hat,  dass  in  jeder 
Zahlenproportion  die  Producte  der  äusseren  und  mittleren  Glieder 
gleich  sind  und  umgekehrt,  dessen  Ableitung  aus  den  euklidischen 
Sätzen  im  fünften  Buche  natürlich  ungemein  leicht  ist,  und  sich 
ganz  von  selbst  ergiebt.  Damit  ist  aber  nach  unserer  Meinung 
für  den  fraglichen  Zweck  wenig  oder  nichts  geleistet  und  gewon* 
nen.  Aller  und  jeder  Anwendung  der  Arithmetik  auf  die  Geo- 
metrie liegt  unbedingt  und  ganz  und  gar  die  Lehre  von  den  Pro- 
portionen im  Sinne  der  Neueren  zu  Grunde,  welche  lediglich 
auf  Tbeilung  beruht,  wogegen  die  Lehre  von  den  Proportio- 
nen im  Sinne  der  Alten,  so  wie  dieselbe  in  dem  fünften  Buche 
der  Elemente,  diesem  Meisterstücke  der  alten  Geometrie,  vorge- 
tragen und,  wie  jeder  wahre  Kenner  der  griechischen  Geometrie 
weiss,  von  allen  griechischen  Geometern  nur  in  diesem  Sinne 
angewandt  wird,  ganz  auf  Vervielfachung  beruhet«  Den  Neue* 
reu  tritt  bei  ihrer  Proportions- Theorie  aber  gleich  von  vorn  herein 
die  Schwierigkeit  der  Incommensurabilität  entgegen,  welche 
aus  dem  angei&hrten  Grunde  in  der  alten  Geometrie  naturlich  gar 
nicht  in  Frage  kommen  konnte  *),  und  diese  Schwierigkeit  ist  das 
eigentliche  punctum  saliens,  auf  welches  Alles  ankam  und  wel- 
ches Herr  Hartwig  vor  allen  Dingen  in's  Auge  fassen  musste. 


*)  Von  dem  lOten  Bache  der  Klemente,  wo  Euklid  die  lacommen- 
■nrabllitat  aiisfährlieh  fär  «ioh  in  hdcbtt  «eharftioDiger  und  iehrreiefaer 
Weise  behandett,  ist,  wie  sieb  von  selbst  Tersteht,  hier  für  jetat  olchl 
weiter  die  Hede. 
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weno  ifherbaupt  von  einer  Verbindaoß  jenes  nrithmetfecben  An« 
hangs  mit  der  reinen  eaklidischen  Geometrie  die  Rede  eein  sollte. 
Herr  Hartwig  muoste  also  vor  allen  Dingen,  nach  gehöriger 
ErlSuterang  des  Wesens  der  Proportion  im  8inne  der  Neueren, 
zuerst  im  Allgemeinen  zeigen,  dass  GrOssen,  die  im  Sinne 
der  Alten  proportionirt  sind,  dies  auch  im  8inne  der  Neueren 
sind  und  umgekehrt,  wobei  er  denn  schon  ganz  von  selbst  auf 
die  Sch^vierigfceit  der  Incomniensorabilität  gekommen  sein,  und 
zu  ausfuhr  lieber  Erörterung  derselben  auf  ganz  natürlichem  Wege 
Anregung  gefunden  haben  würde,  freilieb  Erörterungen,  die  sieb 
nicht  hätten  ganz  kurz  erledigen  lassen.  Dass  aber  bei*m  geo- 
metrischen Unterrichte  auch  auf  Schulen  dergleichen  Schwierig- 
kelten,  wie  sie  nun  einmal  in  der  Geometrie,  wie  z.  B.  auch  in 
der  Lehre  von  den  Parallelen,  vorhanden  sind,  nicht  mehr  am- 
gangen  werden  dGrfen,  mit  denselben  nicht  mehr  Versteck  ge- 
spielt werden  darf,  wenn  die  Schüler  an  wahrer  Einsicht  in  das 
innerste  Wiesen  der  Geometrie  nicht  sehr  namhafte  Eink^usse 
erleiden  sollen,  weiss  jetzt  jeder  erfahrene  und  einsichtige  Leh- 
rer und  giebt  dies  gewiss  ohne  Weiteres  zu.  Von  allen  diesen 
Dingen  ist  aber  in  dem  erwähnten  Anhange  gar  keine  Rede,  na« 
mentlich  in  hOchst  auffallender  Weise  nicht  mit  einem  Worte  von 
der  Incommensurabilität,  was  uns  der  beste  Beweis  (är  eine  Ver- 
kennung des  wahren  Wesens  und  der  eigentlichen  Bedeutun«»  der 
Lehre  von  den  Proportionen  im  Sinne  der  Alten,  und,  —  dieser 
gegenüber,  —  im  Sinne  der  Neueren  zu  sein  scheint.  Aus  diesem 
Gesichtspunkte  die  Sache  betrachtet,  scheint  uns  der  mehrer- 
wähnte Anhang  eine  ziemlich  müssige  Zugabe  zu  sein,  denn  n«r 
durch  eine  in  jeder  Beziehung  sorgfältige  Erörterung  der  Cooi- 
mensurabilität  und  Inconimensurabilität  können  die  Schüler  an 
einer  wahren  Einsicht  in  alle  diese  Dinge  geführt  werden.  Der- 
gleichen Erörterungen  sind  für  den  wirklichen  Erfolg  des  geome- 
trischen und  arithmetischen  Unterrichts  überhaupt  wichtiger,  als 
manche  Lehrer  jetzt  zu  glauben  scheinen,  namentlich  wichtiger 
als  viele  der  Probleme  und  Problemchen,  wie  sie  jetzt  den  Schü- 
lern in  Unmasse  vorgelegt  zu  werden  pflegen,  wenn  wir  auch  na- 
türlich dieser  wichtigen  geometrischen  Geistes  •  Gymnastik  Ihren 
sehr  wohl  begründeten  Werth  abzusprechen  nicht  im  Entferntesten 
die  Absicht  haben  und  haben  können. 


Maxime  und  Minima.  Ein  geometrisches  und  alge- 
braisches Uebungsbuch  für  die  Schüler  hohererLehr- 
anstalten.  Von  G.  C.  E.  Martus,  ord«  Lehrer  der  Ma* 
thematik  und  Physik  an  der  Konlgstädtischen  Real- 
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schale    in    Berlin.      Mit    einer    Figurentafel.      Berlin. 
EnsJin.     1861.    8». 

Wir  freuen  uns  sehr,  dass  in  neuerer  Zeit  die  Lehre  von  den 
Maximis  und  Aiinimis  in  elementarer  Behandlung,  und  die  Lr»sung 
von  Aufgaben  aus  diesem  Gebiete,  bei'm  roathematiscben  Unter- 
richte eine  grössere  Beachtung  findet»  wie  dies  früher  der  Fall 
gewesen  zu  sein  scheint»  wozu  jedenfalls  mit  das  von  uns  im  Li- 
terar.  Ber.  Nr.  CXXXVIIL  angezeigte  verdienstliche  Buch  von 
Schelibach  in  erfreolicber  Weise  Anregung  gegeben  hat. 
Was  der  Herr  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  in  der  Vorrede 
liber  den  Werth  «solcher  Aufgaben  all*  Unterrichtsmittel  sagt»  ent- 
spricht ganz  unserer  eigenen  Ueberseugung,  und  wir  glauben  auch» 
dass  in  dieser  Schrift  den  Schulen  eine  recht  zweckmässig» 
Sammlung  von»  besondere  Schwierigkeiten  übrigens  meistens 
nicht  darbietenden  Uebuogsaufgaben  aus  der  in  Rede  stehen^kn 
Lehre  geboten  wird.  Der  Herr  Verfasser  hat  die  Aufgaben  nadi 
der  Art  ihrer  Lösung  in  zwei  Ahth eilungen  gebracht»  nftmlich 
L  Geometrische  Lösung.  S.  1 — S.  19.  und  IL  Algebrai- 
sehe  Lösung.  S.  20  — S.  127.»  wo  schon  die  Seitenzahl  zeigt» 
das«  der  zweite  Theil  der  bei  Weitem  überwiegendere  ist«  In 
der  That  enthält  die  erste  rein  geometrische  Abtbellung  auch  im 
Ganzen  nur  eine  geringe  Anzahl  der  bekanntesten  Sätze  und  Auf- 
gaben» und  aus  der  Stereometrie  gar  nichts»  weshalb  wir  den 
Wunsch  nicht  unterdrücken  können,  dass  die  Sammlung  in  dieser 
Partie  reichhaltiger  wäre,  weil  ganz  besonders  die  rein  geoaetrl» 
sehe  Behandlung  sich  bei  diesen  Gegenständen  durch  Eleganz  und 
ungleich  durch  oft  überraschende  Einfachheit  auszeichnet  Ob  der 
Herr  Verfasser  laut  der  Vorrede  nicht  vielleicht  den  ausgezeich- 
neten neueren  Arbeiten  von  Steiner  etwas  zu  wenig  Beachtung 
geschenkt  hat»  wollen  wir  dahin  gestellt  sein  lassen.  Aber  auch 
schon  in  der  trefflichen  Sammlung  geometrischer  Aufga* 
ben  von  Meier  Hirsch»  sowohl  im  ersten  planimetriscben»  als 
auch  im  zweiten  stereometrischen  Theile»  würde  er  unter  der 
Ueberschrift :  Vom  Maximum  und  Minimum«  In  so  fern 
dieser  Gegenstand  zur  Elementar-Geometrie  gehört» 
vieles  Treffliche  ffir  seinen  Zit^eck  gefunden  haben.  Ganz  vor« 
züglich  aber  wollen  wir  bei  dieser  Gelegenheit  auf  das  leider 
fast  vergessene»  den  Liebhabern  der  feineren  Geometrie  aber  im 
höchsten  Grade  zu  empfehlende  Werk  von  L'Huilier:  De  re- 
latione  mutua  capacitatis  et  terminorun»  figorarum» 
geometrice  considerata.  Varsaviae.  1782.  285  pagg.  in 
4^.  aufmerksam  machen»  von  dessen  Inhalte  der  genannte  schaif» 
sinnige  Geometer  auch   einen  sehr  guten  Auszug  in  seiner  Po- 
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lygonometrie.  Genive.  1789.  i^.  anter  der  UeberschHft: 
Abr^gä  d*  Isop^rimötrie  ^l^mentaire.  p.  1U3 — p.  124.  ge- 
liefert bat^  der  einem  Jeden,  dem  das  grossere  Werk  zu  weit 
gebt,  vorzüglich  empfoblen  zu  werden  verdient.  L'Huilier  sagt 
an  diesem  Orte  selbst  von  seinem  grösseren  Werke:  »^Mon  but 
principal  dans  la  composition  de  cet  Ouvrage,  ^toit  de  suppltor 
sur  ce  point  auz  cours  ordinatres  d*EMmens  de  G^om^trie,  et 
de  d^terminer  daos  cbacune  des  elasses  de  figures  qa*on  y  tralte, 
Celle  qui  jouit  du  Minimum  de  contour  avec  la  ni^me  capacite,  et 
r^ciproqu^ment  du  maximum  de  capaciti^  avec  le  m^me  contour. 
Mais  ä  ce  but  principal  se  joignit  un  but  secondaire.  Je  voulois 
montrer  la  faciltt^  avec  laquelle  les  procödös  ^lömentaires  peuvent 
s'appliquer  ä  la  decouverte  et  k  la  d^monstration  de  piusieurs  pro- 
propositions  qu'on  k  coutume  de  traiter  par  les  caiculs  sup#rleur»'% 
was  ihm  nach  unserer  Meinung  auch  trefflich  gelungen  ist.  Der 
zweite  algebraische  Theil  der  Schrift  des  Herrn  Mar tus  ist,  wie 
schon  erinnert,  viel  reichhaltiger  als  der  erste,  und  zerfUlt  in 
folgende  CJnterabtbeilungen:  Der  Iste  und  2te  Abschnitt  enthal- 
ten die  algebraische  Behandlung  von  Aufgaben  aus  dem  Gebiete 
der  ebenen  und  körperlichen  Geometrie,  der  2te  Abschnitt  mit  be- 
sonderer Rücksicht  auf  die  Behandlung  der  Differenz  zweier 
Quadratwurzeln;  der  3te  Abschnitt  enthält  die  Anwendung  trigo- 
nometrischer Functionen,  der  4te  und  5te  betreffen  die  Kegel- 
schnitte und  den  Inhalt  bei  denselben,  der  6te  betrifft  transcen- 
dente  Gleichungen,  der  7te  kubische  Gleichungen,  der  8te  einige 
schwierigere  Aufgaben.  Die  Methode,  nach  welcher  die  Aufgaben 
dieses  zweiten  Theils  behandelt  worden  sind,  stimmt  mit  der  io 
dem  oben  erwähnten  Schellbach'schen  Buche  angewandten  fiberein, 
und  ist  schon  in  unserer  Anzeige  dieser  verdienstlicben  Schrift 
etwas  näher  charakterisirt  worden,  insofern  dieselbe  nach  unserer 
Meinung  die  meiste  Aehnlichkeit  mit  der  elementaren  Methode 
von  Format  hat,  so  dass  wir  uns  also  hier  auf  jene  Anzeige 
beziehen  kOnnen.  MOgen  sich  die  Lehrer  an  höheren  Unterrichts- 
anstalten  das  Schriftchen  des  Herrn  Mar  tus  zur  Beachtung  em- 
pfohlen sein  lassen. 


Astronomie. 

Publicatfions  de  Tobservatoire  d'Athenes.  Wf*  Se- 
rie, Tome  1.  —  Beiträge  zur  physikalischen  Geogra- 
phie  von  Griechenland  von  J.  F.  Julius  Schmidt,  Di- 
rector  der  Sternwarte  zu  Athen.-    I.  Zur  Topographie; 
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HdheDbestimmuiigen.  II.  Ueber  Bourdon's  Hetallba- 
rometer.  IIL  Das  Klima  von  Athen,  nebst  pbänologi  • 
«eben  Notizen  und  Angaben  überMazinia  und  Minima 
der  Vegetation  in  Attilca.    Athen  1861.    KarIWilberg.  4«>. 

Auf  dem  classiscben  Boden  Griechenlands  besitzt  die  Astro- 
nomie schon  seit  längerer  Zeit  einen  ihr  gewidmeten  Tempel; 
die  Sternwarte  war  aber  nach  kurzer  BIfithe  in  Vergessenheit 
geratheu,  und  ward  nur  durch  die  Munificenz  ihres  hohen  Pro- 
tectors,  Sr.  Excellenz  des  Herrn  Freiherrn  Simon  vonSina, 
Sr.  griechischen  Majestät  ausserordentlichen  Gesandten  und  be- 
vollmächtigten Minister»  so  vreit  wiederhergestellt,  dass  sie  ihrer 
Bestimmung  zurückgegeben  werden  konnte,  wofär  die  Wissen- 
schaft Herrn  Baron  von  Sina  zu  dem  grCssten  Danke  verpflich- 
tet ist.  Es  lag  in  der  Absicht  ihres  hohen  Protectors,  dass  bei 
der  Thätigkeit  der  Sternwarte  ausser  den  astronomischen  Arbei- 
ten auch  die  physikalisch- geographischen  Studien  des  Landes 
möglichste  Berflcksichtignng  finden  sollten.  Im  December  1858 
fibemahm  der  durch  treffliche  Arbeiten  schon  hinreichend  be- 
kannte Herr  Juli  US  Schmidt  die  Direction  der  Sternwarte.  Das 
Gebäude  bedurfte  mehrfacher  Reparaturen  und  Oberhaupt  war  die 
Anstalt  zu  eigentlichen  astronumischeo  Arbeiten  noch  nicht  hin- 
reichend ausgerüstet,  so  dass,  um  keine  Zeit  zu  verlieren»  mit  dem 
rühmlichsten  Eifer  Herr  Schmidt  den  Cntschluss  fasste»  sich 
vorläufig  hauptsächlich  meteorologischen  und  überhaupt  das  Klima 
und  die  Topographie  Attika's  betreffenden  Arbeiten  zu  widmen. 
Erst  im  FrObling  1860  konnten  die  astronomischen  Arbeiten  mit 
Nachdruck  begonnen  werden,  gestatteten  aber^  weil  die  Rechnuo* 
gen  viel  Zeit  erforderten ,  noch  keine  Veröffentlichung.  Deshalb 
«ntschloss  sich  Herr  S.»  die  ^»Athenischen  Publicationen'* 
in  zwei  Serien  herauszugeben,  deren  Iste  die  Resultate  der 
astronomischen,  die  2te  die  Resultate  der  meteorologischen,  to» 
pographischen  u.  s.  w.  Arbeiten  enthalten  soll.  Der  äusserllch 
•ehr  schön  ausgestattete  erste  Theil  dieser  zweiten  Serie  liegt 
uns  jetzt  vor,  und  hat  unsere  lebhafteste  Bewunderung  der  vielen 
Leistungen  erweckt,  mit  denen  Herrn  S.  in  verhältnissmässig  so 
kurzer  Zeit  die  Wissenschaft  zu  beschenken  möglich  gewesen  ist 

Das  ganze  304  Seiten  umfassende  Werk  zerflUlt  in  drei  Haupt- 
abtheilungen. 

Die  erste  Abtbeilung.  Zur  Topographie  Griechenlands. 
(S.  1— S.  111.)  enthält  die  aber  ganz  Attika  und  die  Inseln  ver- 
breiteten Höhenmessungen,  sämmtlich  mit  der  grössten  Umsicht 
and,  so  weit  es  die  nicht  selten  ungünstigen  Verhältnisse  irgend 
gestatteten,  mit  der  grOssten  Genauigkeit  ausgefflbrt. 
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Die  sweite  Abtheilanpr  (S.  113-8.  144.)  enthält  einen 
dritten  ausffibrlieben  Bericht  Aber  6ourdon*0  Metallbarometer, 
dessen  Studiora  Herr  S.  sich  belcanntlicb  mit  dem  grOssten  Eifer 
gewidmet  hat  »^  und  bei  dessen  Beurtbeilong  er  als  die  erste  Au- 
torität zu  betrachten  ist*).  Wir  begnügen  uns  hier  das  Resultat 
dieser  neueren  Untersuchung  Gber  das  jedenfalls  Beachtung  ver- 
dienende Instrument^  wie  folgt,  anzugeben.    Herr  S.  sagt: 

„Ms  Resultat  der  fortgesetzten  Untersuchungen  Aber  die  Me- 
talibarometer lässt  sich  jetzt  folgendes  nach  meinen  Erfahrungen 
feststellen : 

Bourdon's  Metallbarometer,  wenn  sie  wie  A^  und  Ä^  gut 
gearbeitet  und  mit  einem  Thermometer  versehen  sind,  geben  bei 
Hohenmessungen  völlig  genugende  Resultate,  wenn  die  von  mir 
auseinandergesetzten**)  Prüfungen  durchgeführt  werden.  Die  Zu- 
verlässigkeit der  Resultate  findet  so  lange  ungestört  statt,  als  nicht 
^in  hefliger  Stoss  oder  absichtliches  Schrauben  den  Zeiger  aus 
seiner  ursprünglichen  Lage  bringt.  Des  Künstlers  Aufgabe  ist  es, 
darüber  nachzudenken,  wie  den  ursprünglichen  Aenderungen  in  der 
Spannung  der  Kapsel  vorzubeugen  sein  werde". 

Kein  Besitzer  eines  Metallbarometers  wird  bei  dessen  Ge- 
brauche künftig  diesen  dritten  Bericht  des  Herrn  S.  entbehren 
können. 

Die  drittex  Abtheilung  (das  Klima  von  Athen  S.  145  — 
S.  304.)  zerftllt  in  folgende  Unterabtheilungen:  Reducirte  meteo- 
rologische Beobachtungen.  Meteorologische  Notizen.  Ueber  die 
Feuchtigkeit  der  Luft.  Vom  Luftdrücke-  Erwärmung  der  Erde. 
Temperatur  der  Gewässer.  Maxinia  der  Vegetation  in  Attika; 
und  enthält  des  Wichtigen  und  zugleich  allgemein  Interessanten 
sehr  viel,  der  letzte  Abschnitt  z.  B.  über  den  Oelbaum>  das  wich- 
tigste Product  Attikas,  und  die  Palmen. 

Wir  halten  dieses  ausgezeichnete  Werk  auch  ßlr  sehr  wich- 
tig für  die  Alterthüniäkunde.  Mag  sich  nicht  mancher  unter  uns, 
namentlich  in  seiner  Jugend,  unter  dem  Ilissos  Gott  weiss  was 
für  einen  grossen  romantischen  Strom  gedacht  haben,  und  wird 
sich  nicht  wenig  wundern,  wenn  er  auf  S.284.  Folgendes  liest: 
„Der  sogenannte  Fluss  Ilissos  hat  zuweilen  Wasser,  nur  nicht 
iai  Sommer,  denn  alsdann  ist  er  fast  ganz  verschwunden  hie  auf 


^)  M.  «.   unseren    auifÜhrlicheren   Berieht   Aber  Herrn  Schmidt'« 
LeistaDgen  in  dieeer  Besiehnnpr  im  lilterar.  Ber.  Nr.  CXl^I.  9.19. 
**)  M.  «.  des  Bericht. 
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eioe  kleioe  and  trflbe  Lache  bei  der  Kallirho«*)«  wo  das  kflnst- 
lieb  vertiefte  Bette  das  zum  Waschen  nuthige  Wasser  sammelt 
Fitesst  der  llissos»  so  hat  er,  bei  einer  mittleren  Wassertiefe 
▼OD  i  bis  1  Zoll,  die  Breite  von  einer  Spaone  bis  za  einem  Schritt. 
Fillt  starker  Regen,  so  kann  er  merkwGrdig»  selbst  bedrohlich 
anschwellen,  und  dann  bildet  er  auch,  jährlich  etwa  an  zwei  Ta- 
gen und  von  sehr  ungleicher  Dauer,  einen  kleinen  trüben  Wasser-v 
fall  bei  der  Kallirbo«/« 

MCge  Jeder  von  diesem  mehrfach  interessanten  und  wichtigen 
Werke  selbst  Einsicht  nehmen,  und  mOge  Herr  S.  in  seinem  be- 
wundemswertheu  Eifor,  die  Wissenschaft  mit  weiteren  Mltthei- 
lungen  über  jenen  classlschen  Boden  zu  bereichem,  nicht  erkalten, 
dabei  auch  in  jeder  Beziehung  die  kräftigste  UnterstGtzung  finden. 

-Grunert. 


Vermischte  Schriflen. 

Mittheilungen  der  natnrforschenden  Gesellsefaaft 
in  Bern  aus  dem  Jahre  1860.  Nr. 440— 468.  (8.  Literar.  Ber. 
lNr.€XXVH.  S.  15.,  wo  in  Zeile  15  durch  einen  Druckfehler 
Nr.  424-539  statt  Mr.  424-439  gesetzt  worden  ist). 

M.  Hipp:  Ceber  die  Störungen  der  elektrischen  Telegra- 
phen während  der  Erscheinung  eines  Nordlichts  (mit  einer  Tafel)* 
Nr.  444-446.  S.  33. 

G.  Oth:    Ueber  die  Rauchringe.    Nr.  444— 446.  S.37. 

Wild:  lieber  die  Bestimmung  der  Lufttemperatur»  Nr« 480 
— 454.  S.  91.  (Dieser  Aufsatz  enthält  viele  auf  sorgfältige  Unter- 
suchungen gestfitzte»  ftir  den  Gebrauch  des  Thermometers  und 
andere  meteorologische  Instrumente  wichtige  und  lehrreiche  Be* 
merkungen,  namentlich  auch  unter  Nr.  II.  Ober  die  Aufstellung 
der  Thermometer  auf  den  meteorologischen  Stationeut  weshalb 
wir  auf  denselben  besonders  aufmerksam  machen). 

Dr.  Georg  Sidler:  Ueber  einige»  astronomische  Erschei- 
ningen  des  Jahres  1860.  Nr.  455-458.  S.  140.  (Neu  entdeckt» 
Planeten.     Die  Cometen  des  Jahres  1860.    Die  totale  Sonnenfin- 


*)  Eine  Quelle  im  IUsmi«,  die  ans  einem  Feleen  qollh,  wo  man  noch 
die  Anlagen  der  Pieiitmfeiden  nnd  die  Wneterleilnngen  der  feigenden 
Jehrfannderte  so  erkennen  glaubt. 


Digitized  by 


Google 


16  UteraHscher  Bericht  CXLV. 

sternlss  vom  18.  Juli/  worin  eine  kurze  Relation  fliier  die  von 
verschiedenen  Beobachtern  in  Spanien  angestellten  Beobachtun- 
gen |>egeben  und  mit  den  Worten  geschlossen  wird:  »«Die  Beob- 
achtungsergebnisse der  Finsteroiss  von  1860  schei- 
nen eher  füf  eine  pliysiselie  Existenz  dieser  Gebilde'' 
—  (nämlich  der  Protuberanzeo  u.  s.  w.)  —  ,,auf  dem  Sonnen- 
kSrper  zu  sprechen"  nämlich  gegenüber  denen,  welche  die- 
selben gern  zu  blossen  optischen  Erscheinungen  machen  racichten, 
worin  wir  Herrn  Sidier  vollkommen  beistimmen. 

H.  Schiff:  Historisch -kritische  Darstellung  der  Sänrentbeorle. 
Nr.  464— 467.  S.  193.  (In  chemischer  ROcksIcht  von  allgemeinem 
Interesse,  weshalb  wir  den  Aufsatz  hier  anführen). 

Wild:  Bericht  €ber  die  Einrichtung  meteorologischer  Sta- 
tionen in  d^n  Kantonen  Bern  und  Solothurn.  Nr.  468.  S,  2*25. 
(Die  Stationen  sind:  Bern,  Saanen,  Interlaken,  St.  Beatenberg, 
Grimsel,  Faulhorn  und  Wasen  bei  Sumiswald.  Der  Bericht  ent- 
hält viele  sehr  einsichtige  praktische  Bemerkungen  über  Aufstel- 
lung der  Instrumente,  Gber  die  Einrichtung  solcher  Stationen  über- 
haupt u.  s.  w. ;  alle  getroffenen  Einrichtungen  und  den  Beobachtern 
gegebenen  Instructionen  zeichnen  sich,  wie  es  uns  scheint,  unter 
Berücksichtigung  der  zur  Disposition  stehenden  Mittel,  durch  be- 
sondere Einfachheit  und  Zweckmässigkeit  ans,  und  verdienen 
Nachahmung). 

Koch:  Meteorologische  Beobachtungen  von.  Burgdorf  und 
Saanen  (Juni  bis  October  1859),  Burgdorf  (November  1858  —  März 
1859),  Saanen  und  Bern  (November  1858  —  Juni  1860). 

Sitzungsberichte  der  konigl.  Bayer.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  München  (vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIV. 
S.  9.). 

1861.  I.  Heft  III.  Dieses  Heft  enthält  keine  zur  Mathema- 
tik und  Physik  gehurende  Aufsätze,  aber  eine  in  allgemeiner 
naturwissenschaftlicher  Rurksicht  sehr  interessante  grossere  Ab- 
handlung, auf  die  wir  alle  Lehrer,  die  in  der  Naturgeschichte  zu 
unterrichten  haben,  recht  dringend  aufmerksam  machen,  nämlich: 

A.  Wagner:  Zur  Feststellung  des  Artbegriffs,  mit  beson- 
derer Bezugnahme  auf  die  Ansichten  von  Natbusius,  Darwin,  Is. 
Geoffroy  und  Agassiz.    S.  316^-358. 

Die  Abhandlung  ist  selbst  ohne  viele  specielle  naturhistorische 
Kenntnisse  sehr  wohl  verständlich,  und  deshalb  auch  dem  unter- 
seichoeten  Heransgeber  sehr  interessant  und  lehrreich  gewesen« 

G. 
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8itzoDg6berichte  der  kalgerlicben  Akademie  der 
Wiesenschaften  in  Wien  (Vg.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIIL  S.O.). 

Band  XLII.   1860. 

Nr.  28.  Diese  Nummer  enthält  nur  naturhistoriacbe  Abband- 
lungen. 

Band  XLIIl.    Zweite  Abtbeilung. 

Von  diesem  Bande  an, erbalten  die  wichtigen  Wiener  Sitzungs- 
berichte eine  neue  Einrichtung,  indem  die  Berichte  der  mathema- 
tisch-naturwissenscbaftlicben  Klasse  in  zwei  Abtheilungen  ersch^ei- 
nen^  deren  zweite  Abtbeilung 

die  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  Uathe- 
matik,  Physik»  Physiologie»  Meteorologie»  phy- 
sischen Geographie  und  Astronomie 
enthält»  jedenfalls  eine  sehr  zweckmässige  Einrichtung»  die  auch 
uns  erlaubt,  uns  von  jetzt  an  auf  die  Anzeige  dieser  zweiten  Ab- 
tbeilung zu  beschränken»  weil  dieselbe  vorzugsweise  alle  diejeni* 
gen  Wisisenschaften  enthält,  die  in  den  Kreis  unserer  Zeitschrift 
geboren.  Wir  bemerken  dies  hier  ein  filr  alle  Mal»  und  freuen 
uns  sehr,  dass  die  Wiener  Akademie  auch  bei  dieser  Einrichtung 
das  ffir  unsere  jetzige  Zeit  im  Allgemeinen  so  flberaus  wichtige 
Princip  der  Thetlung  der  Arbeit  befolgt  und  in  Anwendung 
gebracht  hat. 

Jänner  1861.  Aus  einem  Schreiben  des  österreichischen  Rei- 
senden Herrn  Hauptmanns  Karl  Friesach  an  Herrn  Director 
Kre  il.  S.  7.  (Enthält  Höbenmessungen  und  magnetische  Bestim- 
mungen in  Sudamerika).  —  Reitlinger:  Ueber  die  Schichtung 
des  elektrischen  Lichts.  S.  15.  Vorläufige  Notiz  über  Lichten- 
berg'sche  Figuren  in  verschiedenen  Gasen.  —  Knochenhauer: 
Ueber -den  Gebrauch  des  Lußthermometers.  S.  27.  —  Frisch: 
Resultate  mehrjähriger  Beobachtungen  über  die  Belaubung  und 
Entlaubung  der  Bäume  und  Sträucher  im  Wiener  botanischen  Gar- 
ten. (Mit  1  Tafel).  S.  81.  —  Kr  eil:  Ueber  die  täglichen  Schwan- 
kungen des  Luftdrucks.  S.  121.  —  Czermak:  Zur  objectiven 
Erklärung  einiger  sogenannten  subjectiven  Gesichtserscheinungen. 
8.163.  —  Brücke:  Ueber  Metallglanz.  S.  177.  -  ▼.  Littrow: 
Physische  Zusammenkunft  der  Asteroiden  im  Jahre  1861.  S.  193. 
—  Weiss:  Ueber  die  Abhängigkeit  der  Liniendistanzen  im 
Spectrum  des  Gases  der  Untersalpetersäure  von  der  Dicke  der 
durchlaufenen  Schicht.  S.  208.  —  Mach:  Ueber  das  Sehen  von 
Lagen  und  Winkeln  durch  die  Bewegung  des  Auges.  Ein  Bei- 
trag swr  Psychophysik.    S.  21& 
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SitjiiiDg«bericbte  der  k5oigl.  bdhmUcbeo  Gasell- 
«chaft  der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  1861. 
Januar-Joni.     Vgl.  Literat.  Br.  Nr.  CXLII.  S.  9. 

S.  17.  Herr  Pierre  sprach:  Ueber  den  Leitungswi- 
derstand tropfbar  flüssiger  Leiter.  Za  diesen  Untersu- 
chungen war  Herr  Pierre  einen  Rheostaten  von  grossem 
Widerstände  zu  construiren  genothigt,  welcher  zwar  kurz«  aber 
mit  hinreichender  Deutlichkeit  beschrieben  wird.  Mehrere  bemer- 
kenswerthe  Resultate  haben  sich  aus  diesen  Untersuchungen  er- 
geben^ wegen  welcher  wir  auf  den  Aufsatz  selbst  verweisen  miis- 
sen^  und  als  eins  der  bemerkenswerthesten  nur  anftthren  wollen: 
dass  bei  verdünnter  Schwefelsäure  der  Leitungswiderstand  von 
verschiedener  Grdsse  gefunden  wurde ^  jenachdean  die  ein*  oder 
ausgeschaltete  Schicht  an  der  Anode  oder  Kathode  sieb  befand, 
«nd  zwar  fand  man  den  Leitungswiderstand  in  dem  an  die  Ka- 
tbode  angrenzenden  Theile  der  Flüssigkeit  grosser  als  in  dem  an 
die  Anode  grunzenden«  -^  Wird  bei  Anwendung  derselben  Strom- 
quelle (einer  Daniel'scben  Batterie  von  zwei  Elementen)  die  Strom* 
sttrke  durch  Verminderung  des  Gesammtwiderstandes  vergrosaert, 
00  wichst  auch  der  Unterschied  zwischen  beiden  vorerwähnten 
Wideratänden.  —  S.  20.  Herr  Weitenweber  verlas  eine  brief- 
liebe Mittbeilnng  des  Herrn  P.  Zulauf  in  Saaa  über  ein  von 
ihm  dort  beobachtetes  Lichtpliänomen.  — S«  35.  Hwr 
Pierre:  Beschreibung  einer  nach  seiner  Angabe  con* 
St^uirten  Dongitudinal-Wellenmaschine.  —  S.37.  Herr 
Karlinski:  Resultate  aus  den  magnetischen  Declina- 
tionsbeobachtungen  in  Krakau.  —  S.  60.  Herr  Dr.  No- 
wak: Meteorologische  Studie  über  gewisse  Schlamm- 
stelleningrossenHoben  mehrfach  interessant,  (mit  Rücl^sicbt 
auf  Alezander  v.  Humboldt).  —  S. 90.  Herr  Nowak:  Kriti- 
scher Commentar  zu  zwei  Kapiteln  aus  Arago's  nach- 
gelassenen Werken  über  das  Gewitter,  and  Schiusa- 
folgerungen. 


Programma 

deir  Aooademia  delle  ficienze  deir   Istituto  di  Bologna  pel  con- 
corso  al  premio  Aldini  sul  Galvanismo  per  V  anno  1802. 

I  mnsooli  ed  i  nervi  della  rana  sono  aedi  di  oorrenti  clettrldi*, 
le  quali   diedero  materla  a  due  stepende  Disaertaskini,  ptemiate 
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da  quMt'  Aceademia,  Bd  elaborate  dal  cbnii  Profennrl  Orimelli 
•  Gima  per  riapeadere  a  dae  temi  propoali  pe*  coaoarai  alpremio 
▲Idinl.  Stando  maaaioianieiite  ad  uoa  reoentiaaima  PuUlicaBione 
del  Sig.  Budga,  Profeasora  nell'  Dahreraita  <U  CraifairaM»  h 
aede  di  eorreate  ellattrica  ndia  raoa  anche  la  pelle.  L'Aoeademia 
ehm  ha  a empre  ceroato  di  conoacere  ben  cbiaro  ed  appurato  qaantD 
eraai  acoperto  ia  fatto  d'eiettvicita  in  quell'  aoimaie»  noa  paik  noa 
ceffcar  di  conoacere  eziandio  quaiito  h  aftate  dipot  aino  ad  eta 
acoperto  inftoroo  al  medeaime«  e  percib  anche  qnanto  paö  eaaer 
riferibile  alF  ultiaia  memorata  corrente.    Propene  quindi  il  aegaesite 

Q  Q  e  a  i  t  o 

P.  Esaminare  ed  esporre  cio  che  dai  fiaici  e  dai  fiaiologi  h 
atato  trovato  di  rilevante  intorno  alle  correnti  muscolari^  oervee 
e  df  contrazione  della  rana  depo  le  aopraccennate  Diaaertazioni 
dei  Professori  Grimelli  e  Gima:  e  sopratutto  la  vera  impor- 
tanza  dello  stato  elettro-tonico  dei  nervi,  assai  grande  aecondo 
le  diligenti  ricerche  del  Sig.  PflQger,  e  preasoebd  nulla  giaata 
il  parere  del  aopradetto  Sig.  Budge:  e 

2^.  ladagare  con  preciae  e  concludenti  esperienze  ae  vera- 
mente  nella  pelle  della  rana  ai  manifeati  una  corrente  elettrica:  e, 
nel  caao  affermativo,  quali  sieno  le  leggi  di  questa  corrente:  ae 
debbaai  o  no  rignardare  come  fenomeno  fisiologico:  e  ae  abbia 
vernna  attinenza  colle  altre  correnti. 

Desidera  TAccademia,  che  dai  fatti  relativi  alla  rana  oon  ai 
acompagnioo  i  fatti  analoghi  talora  noti  riguardo  agli  altri  animall, 
na  che  vengano  ancb'  essi  riferiti  e  discuasi,  riunendo  coai  in  nn 
tatto  aolo  quanto,  in  relaziofie  aM^  eggetto  In  diacorao,  e  beo  co- 
noacinto  finora  circa  all'  economia  animale. 

Si  retribuirä  nn  premio  di  lire  italiaoe  mille  all'  Autore 
dello  scritto  che,  colle  auddette  avvertenze  e  condizioni«  presenti, 
a  giadizio  dell'  Accademia,  la  miglior  aolnzione  del  propoato  tema. 

Le  Memorie  per  qnesto  Goncorao  dovranno  pervenire  franche 
a  Bologna  entro  il  meae  di  Dicembre  milleottocentoaesaantadne 
GOD  queato  preciao  indirizzo  =  AI  Segretario  dell'  Accademia  delle 
Scienze  deU'  latltnto  di  Bologna  =::  un  tale  termine  ö  di  rigore, 
e  perciö  non  aarebber  ricevute  pel  Goncorao  le  Memorie  che 
giungeaaero  al-F Accademia»  apirato  1'  ultimo  di  dell'  indicato  meae. 
Dorranno  eaaere  acritte  o  in  italiano,  o  in  latino«  o  in  franceae, 
e  m  earatteri  facilmente  leggiblll.    L' Accademia  richiede  la  mag- 
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giore  esattezsa  neue  citazioni  di  Opere  stampate»  e  la  mag* 
giore  aatenticitä  ne'  documenti  Id  iscritto»  che  agii  Antori  tonii 
di  menzionare  a  prova»  o  conforto  di  loro  asserzioni.  Ciaacmi 
coDCorrente  dovrk  contrassegnare  con  un'  epigrafe  qaalsiasi  la 
sua  Memoria»  ed  accompagoare  questa  d'  una  aclieda  snggellata, 
la  quäle  racchiuda  ii  nome,  cognome  ed  indirizzo  di  lui,  ed  abbia 
ripetata  all'  eaterDO  la  predetta  epigrafe.  I  cooeorrenti  avraBoo 
tuttala  cara  di  Don  faral  conoacere;  poichö  qaegli,  che  per  qoalche 
eepreaaioiie  della  sua  Memoria,  o  in  qualsivoglia  altra  maniera'si 
facesae  conoaeerey  verrebbe  eadaso  dal  Concorao.  Spirato  il  so- 
pradetto  termine,  e  succeduto  il  gindizio  delle  Memorie  di  Con- 
corao, aecondo  V  analogo  Regolameoto  delF  Accademia,  verrä 
aperta  la  sola  scheda  della  Memoria  meritevole  del  Premio,  e  dei 
premiato  si  pubblicherä  tosto  il  nome. 

Bologna  dalla  Reaideoza  deir  latituto  il  di  23  Gingno  1861. 

IL  F.  F.  di  Presidente 
Prof.  CaT.  Giovanni  Battiata  Fabbri. 

II  Segretario 
Dott.  Domenico  Piani. 
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Den  folgenden»  von  dem  Verein  deutscher  Ingenieure 
aus  Berlin  mir  zugesandten  Necrolog  eines  mehrfach  verdienten 
Lehrers  und  Schriftsteilers  lasse  ich  gern  in  diesen  Literarischen 
Berichten  abdrucken.  Grunert. 

Am  15.  Februar  1861  starb  zu  Bunzlau  der  ehemalige  Lehrer 
am  Königl.  Gewerbe^  Institut 

Professor  Ferdinand  Wolff 

im  58.  Lebensjahre.  Während  25  Jahren  lehrte  er  an  dieser  An- 
stalte  wo  viele  der  Mitglieder  unseres  Vereins  seine  Vorträge 
gehSrt  haben. 

Die  folgenden  Notizen ,  die  wir  über  das  Leben  unseres  ver- 
ewigten Lehrers  hier  vorlegen^  sind  hauptsächlich  aus  einer  Mit* 
tbeilung  geschupft ,  mit  welcher  uns  die  Frau  Professorin  Wolff 
auf  unsere  Bitte  erfreuet  bat. 

Carl  Ferdinand  Leberecht  Wolff  wurde  am  3.  Mai  1803 
za  Berlin  geboren.  Seinen  Vater,  welcher  Beamter  war,  verlor  er 
früh;  auch  seine  Mutter  starb,  als  er  noch  ein  Kind  war.  Eine 
Freundin  der  Mutter  leitete  seine  Erziehung.  Als  Knabe  zeigte 
er  viel  Neigung  und  Talent  zur  Musik ;  er  entschloss  sich  Musiker 
zu  werden ,  betrieb  das  Studium  der  Musik  mit  grossem  Elfer  und 
arbeitete  darauf  hin,  später  in  die  Konigl.  Kapelle  einzutreten. 
Diesen  Plan  verfolgte  er  bis  zum  18.  Lebensjahre ;  da  trat  ein  ent- 
scheidender Wendepunkt  ein ;  er  machte  die  Bekanntschaft  eines 
jangen  Mathematikers,  von  dem  er  in  die  Elemente  der  Mathe- 
matik eingeffihrt  und  ßr  diese  Wissenschaft  begeistert  wurde. 

Thl.  XXXVII.  Hft.  2.  2 
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Seines  Berufes  sich  bald  klar  werdend,  wendete  Wolff  den 
mathematischen  Disciplinen  sich  dann  gänzlich  zu;  er  burte  die 
Vorlesungen  des  Prof.  Lehmus,  erwarb  sich  aber  als  Autodidakt 
später  den  grossen  Schatz  seiner  Kenntnisse.  Mit  welchem  Eifer 
und  wie  grossem  Erfolge  er  seine  Studien  betrieb,  geht  am  sicher- 
sten daraus  hervor,  dass  er  schon  am  1.  October  1826,  also  im 
jugendlichen  Alter  von  23  Jahren,  als  Lehrer  der  Mathematik  an 
das  1822  gegründete  Kunigl.  Gewerbe -Institut  berufen  wurde. 

Wolffs  literarische  Thätigkcit  beginnt  1830,  er  bear- 
beitete ein  Lehrbuch  der  Arithmetik,  das  unter  dem  Titel  „theo- 
retisch -praktische  Zahlenlehre"  im  Selbstverläge  des  Verfassers 
erschien.  Das  Werk  erlebte  bis  1856  4  Auflagen.  Ein  Lehibacb 
der  Geometrie  erschien  1833,  die  7.  Auflage  wurde  1860  gedruckt. 
Der  zweite  Theil  seiner  Zahlenlehre  erschien  1833  im  Selbstver- 
lage, die  3.  Auflage  davon  1856.  Der  zweite  Theil  der  Geometrie 
(Stereometrie)  kam  1833  im  Selbstverlage  heraiis,  die  4.  Auflage 
erschien  1853.  Der  dritte  Theil  der  Geometrie  (analytische  Geo- 
metrie) hatte  von  1833  bis  1845  nur  2  Auflagen.  Sein  Lehrbuch  der 
beschreibenden  Geometrie  war  eine  der  ersten  Bearbeitungen  dieses 
Gegenstandes,  die  in  Deutschland  gedruckt  wurden;  es  erschieB 
J833,  die  zweite  Auflage  des  ganzen  Werkes  1847 ;  an  der  drittel 
Auflage  hat  Wolff  noch  kurz  vor  seinem  Tode  gearbeitet,  er  hat 
das  Erscheinen  seines  Werkes  nicht  mehr  erlebt.  Ausser  jenen 
Lehrbüchern  schrieb  er  eine  kleine  Brochüre  0ber  Geldverlegeo- 
heiten  und  deren  Abhülfe  1846. 

Die  Wolff  sehen  Lehrbücher  gehören  zu  den  verbreitetsten 
Schriften  auf  ihrem  Gebiete,  die  Klarheit  der  Sprache  und  Pra- 
cision  der  Darstellung  sind  im  weitesten  Kreise  rühmlichst  aner- 
kannt;  sie  haben  ihren  Ruf  wohl  verdient. 

Am  19.  November  1835  wurde  Wolff  zum  Kunigl.  Professor 
am  Gewerbe-Institut  ernannt,  den  1.  Juli  1851  etatsmSssig  angestellt 

Wolff,  durch  seine  Thätigkeit  als  Lehrer  und  Schriftsteller 
zwar  vielfach  in  Anspruch  genommen,  beschäftigte  sich  nicht  anein 
mit  den  mathematischen  Disciplinen,  er  studirte  eifrig  alte  und 
neuere  Sprachen  und  beschäftigte  sich  mit  grosser  Vorliebe  mit 
der  Philosophie,  besonders  aber  mit  den  Naturwissenschaften ;  die 
Mathematik  war  ihm,  wie  er  oft  vom  Katheder  sagte,  auch  eine 
Naturwissenschaft,  die  mathematischen  Wahrheiten  seien  auch  Natur- 
gesetze,  und  das  auf  diesem  Gebiete  als  wahr  und  nothwendig  Er- 
kannte erschien  ihm  wie  ein  aus  Versuchen  abstrahirtes  Naturgesetz. 

Wolff  sah  gern  jüngere  Leute  um  sich,  plauderte  mit  ihoen 
bei  seinen  Spaziergängen  in  dem  schonen  schattigen  Garten,  der 
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an  «eine  Wohnung  anstiees»  wobei  er  jedoch  ein  GesprSch  ^ber 
mathematische  Gegenstände  rermied. 

Wolffs  Thätigkeit  begann  zu  einer  Zeit,  wo  die  Technik 
allmälig  in  ein  neues  Stadium  ihrer  Entwickelung  getreten  war, 
wo  Beuth^s  segensreicher  Einfluss  fühlbar  wurde.  Man  hatte  die 
Bedeutung  einzehier  Wissenschaften  für  die  Technik  erfahren  und 
damit  dieNothwendigkeit  der  wissenschaftlichen  gründlichen  Durch- 
bildung des  Technikers  erkannt.  Wolff  hatte  es  sich  zur  Auf- 
gabe gestellt,  die  mathematischen  Wissenschaften  dem  Techniker 
bequem  zugänglich  und  für  ihn  fruchtbar  zu  machen ;  der  Schritt  von 
der  Erkenntniss  zur  Anwendung  der  gewonnenen  Wahrheiten  sollte 
nach  ihm  ein  möglichst  kleiner  werden.  Von  diesem  Grundsatze 
ging  er  bei  der  Verfassung  seiner  Lehrbücher  aus;  er  behandelt 
sein  Thema  griindlich  und  erschupfend;  aber  er  weiss  auch  durch 
geschickt  gestellte  Uebungsaufgaben  die  Anwendbarkeit  der  Lehr- 
sätze für  Fälle  der  Praxis  nutzbar  zu  machen  und  seine  Leser  in 
dieser  Richtung  anzuregen. 

Wolffs  Vortrag  war  ein  Spiegelbild  seiner  Schriften ;  bewun- 
dernswertb  war  die  durchsichtige  Klarheit  in  der  Behandlung  sei- 
nes Gegenstandes;  er  wusste  mit  grosser  Scharfe  und  Präcision 
Alles  darzustellen  5  wusste  die  Sachen  so  geistvoll,  wie  einfach, 
wiederzugeben  und  dadurch  sehr  viele  Dinge  ihrer  Schwierigkeiten 
zu  entkleiden.    Dabei  war  seine  Methode  streng  wissenschaftlich. 

Um  Lehrer  für  Techniker  zu  sein,  meinte  Wolff,  müsse  mau 
auch  mit  den  technischen  Arbeiten  etwas  vertraut  sein ;  er  erlernte 
deshalb  sechs  Handwerke,  arbeitete  viel  in  der  Werkstatt  des 
Gewerbe-Instituts  und  fertigte  manche  sauber  gearbeitete  Gegen- 
stände, welche  seine  Familie  als  werthes  Andenken  jetzt  aufbewahrt. 
Im  Jahre  1837  erhielt  er  vem  Institat  eine  Drehbank  zum  Geschenk. 

Die  angestrengte  geistige  Thätigkeit  hatte  bald  einen  mäch- 
tigen nacht  heiligen  Einfluss  auf  seinen  Körper»  er  gönnte  sich 
zwar  in  den  Ferien  Erholung,  liess  dann  die  Mathematik  auf  sich 
beruhen,  dichtete  und  compooirte ;  die  Musik,  welche  ihn  als  Knabe 
schon  erfreute,  gewährte  ihm  noch  Genuss  in  den  letzten  Lebens- 
jahren. Während  der  Ferienzeit  wohnte  er  häufig  in  dem  schö- 
nen Ilsenburg  am  Harze,  wo  er  sich  am  glücklichsten  flShtte.  Früh- 
zeitig stellten  sich  bei  ihm  Leiden  ein,  die  sein  geistiges  und 
körperliches  Leben  drückten  und  ihn  nur  auf  kurze  Zeit  verlies- 
sen,  wenn  er  allen  geistigen  Arbeiten  entsagte. 

Von  Ilsenburg  aus  hat  mancher  seiner  Zuhörer  eines  Briefes 
sich  zu  erfreuen  gehabt,  er  kannte  seine  Schüler  und  nahm  viel 
Tbeil  an  ihnen,  verlangte  aber,  da  er  selbst  so  viel  geleistet,  dass 
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auch  Andere  mit  aller  Energie  arbeiteten ,  und  so  kam  es  denn, 
dass  er  zuweilen  bei  den  cursorischen  Repetitionen  streng  Terfohr ; 
glaubte  er  dann  aber  Jemand  webe  gethan  zu  haben ,  so  hat  er 
das  mehrfach  durch  ein  paar  liebevolle  Zeilen  wieder  gut  gemacht. 
Die  Herbstferien  1852  hatte  Wolf f  in  Ilmenau  verlebt;  er  erkrankte 
zu  Ende  derselben  und  konnte  mit  dem  Beginne  des  Semesters 
nicht  in  Berlin  sein,  er  wurde  bis  zum  MSrz  durch  Prof.  Rober 
vertreten.  Da  seine  Krankheit  nicht  gehoben  war,  übernahm  hierauf 
Prof.  Schell bach  seinen  Unterricht  auf  mehrere  Monate.  Lei- 
der nahm  sein  Debel  so  überhand ^dass  er  vorläuGg  jeder  geisti- 
gen Thätigkeit  entsagen  musste  und  zunächst  nicht  daran  denken 
konnte,  wieder  zu  dociren. 

Im  Jahre  1854  den  1.  Juli  wurde  er  in  den  Ruhestand  versetzt; 
er  zog  nach  Schleusingen  in  Thüringen,  verlebte  dort  vier  Jahre 
und  gab  die  Hoffnung  nicht  auf,  dass  seine  Gesundheit  sich  retabli- 
ren  und  er  wieder  eine  Thätigkeit  als  Lehrer  aufnehmen  können 
würde.  Leider  ist  ihm  dieser  Wunsch  versagt  worden,  er  hat 
sogar  seine  literarische  Thätigkeit  aufgeben  müssen.  Manches^ 
was  er  sich  noch  vorgenommen  hatte  zu  bearbeiten,  so  ein  Werk 
über  Mechanik,  das  ihm  lange  vorschwebte,  Ist  nicht  zur  Aus- 
föbrung  gekommen. 

In  den  letzten  drei  Jahren  seines  Lebens  wohnte  er  in  Bunz- 
lau,  eine  langwierige  Dnterleibskrankbeit  hatte  seine  Lebenskraft 
schon  längst  geschwächt;  er  verstarb  am  15.  Februar  1861,  be- 
trauert von  seiner  Frau  und  seinen  drei  Kindern,  so  wie  Allen, 
welche  ihm  näher  gestanden  haben.  W. 


Sfechanik. 

Element!  di  Meccanica  razionale  con  appendice  sui 
principii  fondamentalt  delle  Matematiche  di  Domenico 
Chelini,  delle  Scuole  Pie,  Professore  neir  üniver- 
sita  di  Bologna.  Bologna,  Giuseppe  Legnani  Editore. 
1860.    8». 

Je  weniger  dieses  im  vorigen  Jahre  erschienene  ausgezeich- 
nete Werk  eines  der  scharfsinnigsten  italienischen  Mathematiker 
bis  jetzt  in  Deutschland  bekannt  sein  dSrfte :  desto  mehr  halten 
wir  uns  für  verpflichtet,  demselben  in  unseren  Literarischen  Be- 
richten eine  etwas  ausführlichere  Anzeige  zu  widmen. 

Der  eigentlich  mechanische  Theil  besteht  nach  einer  kurzen 
Entwickelung  der  wichtigsten  allgemeinen  Grundbegriffe  aus   drei 
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BQcbern.  Das  erste  Buch  enthält  die  Statik,  das  zweite 
Buch  die  eigentliche  Dynamik  and  das  dritte  Buch  ist  der 
Mechanik  der  flüssigen  Kurper  gewidmet. 

In  der  Statik  ^eht  der  Herr  Verfasser  von  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  aus  und  beweist  dasselbe  im  Ganzen  nach 
Duhamel,  die  Behandlung  der  auf  einen  Punkt  wirkenden 
Kräfte  ist  aber  eine  in  mehrfacher  Beziehung  ihm  eigenthOmliche, 
wobei  er  öfteren  Gebrauch  von  den  in  dem  rein  mathemati- 
schen Anhange,  den  wir  nachher  weiter  besprechen  werden, 
entwickelten  Sätzen  macht.  Hieran  schliesst  sich  die  Theorie 
der  parallelen  Kräfte  mit  interessanten  Bemerkungen  über  das 
Centram .  solcher  Kräfte,  worauf  dann  eine  elegante  Theorie 
der  Transformation  und  Zusammensetzung  der  Kräftepaare  folgt, 
die  wir,  eben  so  wie  die  nun  folgende  Theorie  der  an  einem 
starren  Systeme  wirkenden  Kräfte,  besonders  zur  Beachtung 
empfehlen.  Hauptsächlich  empfehlen  wir  aber  unseren  Lesern 
auch  die  Theorie  des  Gleichgewichts  veränderlicher  Systeme, 
insbesondere  des  Gleichgewichts  eines  Punktes  auf  einer  Fläche, 
der  Seilpolygone  und  Seiicurven,  der  Kettenlinie  als  eines  beson- 
deren Falls  hieven,  der  Gleichgewichtsgestalt  der  Rotations- 
flächen mit  Anwendungen  auf  Gewölbe  a.  s.  w.,  der  elastischen 
Linie  u.  s.  w.,  wobei  wir  bemerken,  dass,  wenn  wir  uns  hier  auch 
der  Kürze  wegen  zur  allgemeinen  Bezeichnung  der  betreffenden 
Gegenstände  der  vorhergehenden  specielleren  Ausdrücke  bedient 
haben,  allen  diesen  Dingen  doch  eine  sehr  aligemeine  Behand- 
lung zu  Theil  geworden  ist.  Den  Beschluss  der  Statik  macht 
eine  allgemeine  and  sehr  vollständige  Behandlung  der  Lehre  vom 
Schwerpunkte  mit  einer  grossen  Anzahl  interessanter  Anwendungen* 

Die  Dynamik  zerßUlt  in  drei  Hauptabschnitte,  nämlich:  Be- 
wegung eines  Punktes,  Bewegung  eines  Systems  und 
Allgemeine  Mechanik,  d.  h.  die  allgemeinsten  Principien  der 
Statik  und  Dynamik.  Wie  gewöhnlich  unterscheidet  der  erste 
Abschnitt  freie  geradlinige  und  freie  krummlinige  Bewe- 
gung, und  Bewegung  auf  einer  Curve  und  einer  Fläche. 
Der  zweite  Abschnitt  handelt  zuerst  im  Allgemeinen  von  den  Prin- 
cipien, durch  welche  die  Verbindung  zwischen  der  Statik  und 
Dynamik  hergestellt  wird,  woran  sich  die  Theorie  der  Rotation 
um  eine  Axe  und  eine  sehr  instructive  Theorie  der  Trägheits- 
momente anschliesst,  »6  wie  die  weitere  Ausführung  der  Theorie 
der  drehenden  Bewegung  mit  vielen  dem  Herrn  Verfasser  eigen- 
thümiichen  Darstellungen ,  die  Theorie  des  Stosses,  die  Theorie  der 
relativen  Bewegung  mit  Anwendungen  auf  den  Fall  der  Korper  und  die 
Anwendung  des  Pendels  als  Beweismittel  fiir  die  Rotation  der  Erde. 
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Der  dritte^  die  allgemeinsten  Principien  der  Media- 
nik  betreffende  Abschnitt  ist  fSr  uns  von  ganz  besonderen  in* 
teresse  gewesen,  und  wir  unterlassen  nicht,  denselben  der  Beach- 
tung unserer  Leser  ganz  besonders  zu  empfehlen,  da  dieselben 
sich  überzeugt  halten  können,  in  demselben  eine  sehr  scbune 
Darstellung  jener  allgemeinsten  Principien  der  Mechanik  zu  (ioden. 
Den  Anfang  macht  natürlich  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, mit  einigen  specielleren  Anwendungen  auf  den 
Hebel,  die  Schraube  und  die  Ableitung  der  allgemeiosten  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  aus  dem  genannten  Princip  für 
starre  und  biegsame  Systeme.  Ferner  werden  aus  demselben  die 
allgemeinsten  Eigenschaften  eines  in  Bewegung  beOodlichen  Systems 
abgeleitet,  die  dynamischen  Differentialgleichungen  von  Lagrange 
und  Hamilton  bewiesen  und  noch  eine  andere  Form  dieser  Glei- 
chungen betrachtet.  Hierauf  wendet  sich  der  Herr  Verfasser  zu 
den  Principien  der  lebendigen  Kräfte  und  der  kleinsten  Wirkung 
mit  deren  Anwendungen.  Eine  sehr  lehrreiche  allgemeine  Anlei- 
tung zur  Berechnung  des  Effects  einer  Maschine  macht  den  Be- 
schiuss  dieses  dritten  Hauptabschnitts  der  Dynamik. 

Die  Mechanik  der  fliissigen  Korper  zerföllt  in  Hydro- 
statik und  Hydrodynamik,  in  Bezug  auf  tropfbar  und  aos- 
debnsam  fltisjiige  Körper,  mit  vielfachen  Anwendungen,  anter 
denen  natürlich  auch  das  HOhenmessen  mit  dem  Barometer  nicht 
fehlt.  Alles  aber  natfiriich  aus  allgemeinen  analytischen  Gmod« 
gleichungen  abgeleitet. 

Wir  sind  durch  die  Natur  dieser  literarischen  Berichte  gen uthigt 
gewesen,  uns  auf  die  obige  Angabe  des  Inhalts  nach  seinen  Haupt- 
theilen  zu  beschränken.  Unser  Urtheil  im  Allgemeinen  stehen  wir 
nicht  an,  dahin  auszusprechen,  dass  dieses  Werk  ganz  den  neue* 
ren  Fortschritten  der  Mechanik  entspricht,  und  sich  nameotlicb, 
wie  es  der  jetzige  Charakter  dieser  so  Überaus  schönen  Wissen- 
schaft fordert,  durch  grosse  Allgemeinheit  auszeietinet,  dabei  aber 
nie  unterlässt,  die  Anwendung  der  allgemetnen  Principien  an  Bei- 
spielen, ja  selbst  deren  Bedeutung  für  die  Praxis  zu  zeigen.  Was 
die  Darstellung  betrifft,  so  zeichnet  sich  dieselbe  durch  Einfacb- 
helt  und  eine  in  vielen  Beziehungen  sehr  geschickte  Verbiiidniig 
geometrischer  und  analytischer  Betrachtungen  aus,  wenn  auch 
natürlich,  wie  dies  der  gegenwärtige  Zustand  der  Wissenschaft 
unbedingt  fordert,  das  analytische  Element  überall  in  den  Vorder- 
grund tritt.  Wir  sind  der  Meinung,  dass  unter  den  neueren  Wer- 
ken ober  Mechanik  dem  vorliegenden  eine  der  ersten  Stellen  jje- 
biibrt,  weshalb  wir  eine  üebertragung  desselben  in*s  Deutsch©  von 
geschickter  Hand  (iHr  ein  sehr  dankenswerthes  Unternehmen  halten 
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vrurden*  Jeden faUs  wüiden  mr  darin  eine  Bereicherung  der  deut- 
schen Literatur  auf  dem  Gebiete  der  mechanischen  Wissenschaf- 
ten erkennen« 

Der  Anhang,  dem  der  Herr  Verfasser  den  Titel:  „Sui  Prin- 
cipii  fondamentali  delle  Matematiche**  gegeben  hat,  wo- 
(Inrch  man  sich  aber  nicht,  wie  dies  leicht  der  Fall  sein  könnte, 
zu  einer  falschen  Ansicht  über  dessen  Inhalt  verleiten  lassen  darf, 
enthält  viele  interessante  Sätze  und  analytische  Ausdrücke,  die 
Behufs  der  Vereinfachung  des  Ausdrucks  vieler  in  der  Mechanik 
vorkommender  Gesetze  treflfliche  Dienste  leisten,  und  muss  in 
dieser  Beziehung  ebenfalls  der  Beachtung  der  Leser  empfohlen 
werden,,  um  so  mehr,  weil  darin  viele  dem  Herrn  Verfasser  be- 
sonders eigenthümliche  Darstellungen  vorkommen.  Hier  müssen 
wir  uns  leider  mit  der  folgenden  allgemeinen  Inhalts -Angabe 
begnügen:  Della  dualitä  nei  modo  di  essere  delle  quan- 
titä,  e  principio  corrispondente.  —  Teoria  della  eom- 
poslzione  delle  linee*  Del  principio  della  Retta  risul- 
tante.  —  Teoria  della  composlzione  delle  aree«  Capo  I« 
Della  projezione  ortogonale  ed  obliqua  delle  aree. 
Capo  II«  Dell  principio  delT  Area  risultante.  —  BTo- 
zloni  rondamentali  snlla  carratnra  delle  linee«  —  Del 
Prlnelpio  dl  proporzione  tra  le  qnantit&  varlabUL 
(Verschiedene,  an  sich  ziemlich  einfache  arithmetische  Sätze,  die 
aber  bei  analytischen  Transformationen  oft  gute  Dienste  leisten.) 

—  IJso  de^r  linma^naril.  (Bekannte  Sätze  und  Formeln  über 
imaginäre  Grossen  und  hyperbolische  Functionen.)  —  Prlme  no* 
gBioni  e  proprlet^  fondamentali  delle  sezlont  coniclie« 

—  Cicloide. 

Möge  dieses  Werk  nochmals  den  Lesern  des  Archivs  recht 
sehr  zur  Beachtung  empfohlen  sein  und  sich  bald  ein  Uebersetzer 
desselben   finden!  Grunert. 


Des  ganz  nahe  verwandten  Inhalts  wegen  verbinden  wir  mit 
der  vorhergehenden  Anzeige  sogleich  eine  kurze  Anzeige  der  folgen- 
den ausgezeichneten  Schrift  desselben  verehrten  Herrn  Verfassers : 

Determinazione  analitica  della  rotazione  de'  corpi 
liberi  secondo  i  concetti  del  Signor  Poinsot.  Memo- 
ria del  Prof.  Domenico  Chelini.  (Estratta  dal  VoJ.  X. 
delle  Mem.  delT  Acc.  delle  Scienze  delT  Instituto  di 
Bologna).    Bologna.  1860.    4^. 

Poinsot's  scharfsinnige  Theorie  der  Drehung  ist  bekannt. 
Herr  Domenico  Chelini  fand,  wie  er  auf  S.  3.  selbst  sagt,  bei 
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dem  Studiam  dieses  wahrhaft  neuen  und  originalen  Werkes«  dass 
sich  der  algebraische  Theii  auf  eine  leichtere,  kflrzere  und  direc* 
tere  Weise  entwickeln  Hess,  als  von  seinem  berühmten  Urheber 
geschehen  ist.  Zugleich  aber  ergab  sich,  dass  auch  der  Ausdruck 
der  Cosinus,  durch  welche  als  Functionen  der  Zeit  die  Lage  des 
Mobils  in  jedem  Momente  bestimmt  wird,  worin  die  defioitive  Lo- 
sung des  Problems  enthalten  ist,  sich  in  überraschend  einfacher 
und  unmittelbarer  Weise  geben  Hess.  Wir  halten  diese  schuiie 
Abhandlung  (lir  einen  sehr  wichtigen  Nachtrag  zu  der  berühmten 
Arbeit  Poinsot*s,  und  würden,  da  diese  letztere  in  Deutschland 
an  Herrn  Prof.  Schellbach  in  Berlin  einen  so  geeigneten  Ceber- 
setzer  gefunden  hat,  wünschen,  dass  auch  die  vorliegende  Abhandlung 
des  Herrn  Chelini  bald  einen  Uebersetzer  bei  uns  flnden  mochte. 


Die  Grundgesetze  der  Dynamik  von  W.  F.  Guischard. 
Leipzig.    Holtze.    1861.    S«. 

Es  ist  eine  wahrhaft  bedauerliche  und  der  deutschen  Litera- 
tur nicht  wenig  zur  Schande  gereichende  Erscheinung,  dass  bei 
uns  immer  noch  Schriften  erscheinen,  die  auf  jeder  Seite  die 
grusste  Unwissenheit  in  den  elementarsten  mathematischen  Din- 
gen und  die  corruptesten  Begriffe  an  den  Tag  legen,  und  sich 
doch  einfallen  lassen ,  die  Wissenschaft  zu  reformiren.  Ueber  sol* 
chen  Quark  hier  weiter  zu  berichten,  wird  man  uns  hoffentlich 
nicht  zumuthen,  weshalb  wir  auch  über  ein  vor  einiger  Zeit  er- 
schienenes, zum  Erschrecken  dickleibiges  physico-roechanico* 
astronomisches  Werk,  worin  in  der  angedeuteten  Beziehung  das 
Ungeheuerlichste  geleistet  worden  ist,  ganz  geschwiegen  haben. 


Astronomie» 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apostolischen  Majestät  auf  öffent- 
liche Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Di- 
rector  der  k.  k.  Sternwarte.  Dritter  Folge  zehnter  Band« 
Jahrgang  1860.    Wien.  1861.    8<>. 

Der  Jahrgang  1859  dieser  so  überaus  verdienstlichen,  im  regel- 
massigsten  Fortschritt  begriffenen  Annalen  ist  im  Literar.  Bericht 
Nr.  CXLL  S.  12.  angezeigt  worden.  FCir  die  Beobachtungen  am 
Meridiankreise  ist  die  Anordnung  des  Druckes,  welche  in  letzte- 
rer Zeit  mancherlei  Aenderungen  erfuhr,  in  sehr  zweckroSssiger 
Weise  von  dem  vorliegenden  Bande  an  eine  deflnitive  geworden. 
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welche  f«rtao  beibehalten  werden  wird.  DieseUbee  iraren  dee 
Herren  Ail(&,  Weiss,  Uornsteio  und  Murmann  überwidsen. 
Die  auch  in  diesem  Jahrgange  wiederum  überaus  fleissigen,  foII- 
ständigen  und  verdienstlichen  Planeten-  und  Cojneteu- Beobach- 
tungen am  Refractor  von  sechs  Zoll  Oeffnung  fielen  ganz  Herrn 
Hornstöin  anheiro.  Die  gleichen  Beobachtungen  am  vierzulligen 
Refractor  waren  den  Herren  Murmann  und  Luwy  anvertraut« 
Die  Zonenbeobachtungen  am  Mittagsrohre  bilden  eine  ungeän- 
derte  Fortsetzung  der  früheren  Publicationen,  und  rühren  noch  aus 
<1er  Zeit  her»  wo  Herr  OeJtzen  mit  diesen  Beobachtungen  betraut 
war.  Die  meteorologischen  Beobachtungen  für  1850,  Tafeln  zur 
Reduction  der  Zonenbeobachtungen  und  eine  Dehersicht  der  Zoneji 
bilden  den  Schluss  des  vorliegenden  Bandes»  und  liefern  einen 
neuen 9  sehr  erfreulieben  Beweis  von  der  unausgesetzten,  auf 
bestimmte  Ziele  gerichteten  Thätigkeit  der  Wiener  Sternwarte 
unter  der  Leitung  ihres  schon  so  vielfach  verdienten  Directors. 

In  der  angeßihrten  Nummer  des  literarischen  Berichts  haben 
wir  zugleich  hingewiesen  auf  die  wichtige  Publication  der  äiteven 
meteorologischen  Beobachtungen  an  der  Wiener  Sternwarte  von 
1775  bis  1855,  welche  unter  der  Leitung  der  Herren  v.  Littrow 
und  Hörnst  ein  auf  öffentliche  Kosten  begonnen  hat,  und  von 
Neuem  hCchst  rühmliches  Zeugniss  ablegt  von  dem  Eifer  und  der 
Bereitwilligkeit,  womit,  keine  Opfer  scheuend,  von  der  C^terrei- 
chischen  Regierung  die  exacten  Wissenschaften  in  jeder  Weise 
gefordert  und  unterstützt  werden,  was  in  ganz  Deutschland  mit 
dem  lebhaftesten  Danke  anerkannt  und  gewürdigt  zu  werden  ver- 
dient. Der  zweite,  364  Seiten  starke  Band  dieser  Beobachtungen 
liegt  un0  jetzt  vor,  schliesst  sich  unmittelbar  an  den  ersten  (siehe 
Literar.Ber.Nr.CXLLS.  13)  an  und  omfasst  die  Jahre  1797-^1609. 
Als  Ergänzung  zu  den  früheren  Beobachtungen  ist  in  einem  An* 
hange  aas  Tagebuch  über  Richtung  und  Stärke  des  Win« 
des  vom  3.  Februar  1754  bis  31.  December  1790  und  vom 
9.  Februar  1793  bis  31.  December  1797  mitgetheilt  worden. 
Möge  es  den  Herren  Herausgebern  gelingen,  auch  dieses 
verdiensMicbe  Unternehmen  bald  mit  rüstiger  Kraft  zu  Ende  zu 
mhren ! 


Physik. 

Die  Fluorescenz  des  Lichtes.  Vorgetragen  von 
F.  J.  Pisko,  Lehrer  der  Physik  an  der  Communai-Ober- 
Realschule  auf  der  Wieden  und  an  der  damit  in  Ver-' 
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hindung  stehenden  Gewerbeschule  in  Wien.  Mit  in  dem 
Text  aufgenommenen  Holzschnitten.  Wien.  Gerold. 
1861.    80. 

Diese   Schrift  ist   als   eine   erweiterte  Ausgabe  eines    Schol- 
Programms   der  Wiedner   Communal-Ober^Realschule    in    Wien 
für   das   Schuljahr   1859 —  60  zu  betrachten.    Jedenfalls  war  eine 
vollständige  und  ausführlichere  Behandlung  der  merkwürdigen  Er- 
scheinungen     der    ^^Fluorescenz    des     Lichtes*'    eine    sehr 
zweckmässige  Aufgabe   für  ein  Schulprogramm'.    Der  Gegenstand 
gestattet   für  jetzt,    da   eine   vollständig  genugende   theoretische 
Erklärung   leider  noch  nicht  gegeben  werden  kann,   vorzugsweise 
eine  experimentelle  ßehandlung;    die   dazu  erforderlichen    Appa- 
rate sind  aber  im  Ganzen  so  einfach,  dass  sie  von  einem  Jeden, 
der  sich   für  diesen  merkwürdigen  Gegenstand  interessirt,    leicht 
beschafft  werden   können,   die  Versuche   selbst  gestatten  wegen 
der  grossen  Mannigfaltigkeit  der  anwendbaren   Stoffe   eine  Ver- 
vielfältigung in*s   Unendliche,    und  geben  auch  zur  Verwertbang 
chemischer   Kenntnisse  in  sehr  lehrreicher  Weise  Veranlassung. 
Der  Herr  Verfasser  bat  daher  seiner  Schrift  ganz  mit  Recht  bei 
Weitem  vorzugsweise   einen  experimentellen   Charakter    gegeben 
und  nur  in  der  Kürze,  aber  doch  mit  hinreichender  Deutlichkeit, 
in  dem  Abschnitte  11 L  S.  94.— S.  100.  vorzugsweise  die  von  S to- 
kos vund    Eisenlohr    gegebenen   Erklärungen    erläutert.       Der 
Abschnitt  /.  enthält  die  Haupt-   oder  Fundamental-Lehren 
der  Fluorescenz  nach  folgenden  Rubriken:    A.  Grund versndie 
mit    dem  Sonnenlichtkegel    oder   mit   gesammeltem  Sonnenlichte. 
B.  Geschichtliche  Rückschau  bezüglich  der  vorigen  Fundamental- 
Beobachtungen  und  versuchte  Erklärungen.    C.  Grund  versuche  im 
einfarbigen  (homogenen)  Lichte  oder  im  prismatischen  .Farbenbilde 
im  Sonnenlicht -Spectrum.    D.  Grundversuchc  mit  durchsichtigen 
farbigen  Zwischenmitteln.  E.  Grundversuche  mit  künstlichem  Lichte. 
Der  Absclinitt  //.  behandelt  die  wissenschaftlichen  Unter- 
suchungs-Methoden   und   deren   Hauptergebnisse,    und 
zwar:     A.  Spectoral- Methoden.    B.  Complementär-Methoden  von 
Stokes  und  Fluorescenz -Dunkelkammern.     C.  Allgemeinere  Er- 
gebnisse.    Endlich  handelt  Abschnitt  IV,  von   den  verschiedenen 
sehr  interessanten  (auch  physiologischen)  Anwendungen,  die  von 
der  Fluorescenz  vorzüglich  von  Stokes,  Crookes,  Gladstone, 
Brücke,    Helmholtz,    Eisenlohr  und   Esselbach    gemacht 
worden  sind. 

Die  Versuche  sind  überall  sehr  deutlich  beschrieben  und  dordi 
trefflich  ausgeführte  Holzschnitte  erläutert  worden,  so  wie  die 
Schrift  sich  überhaupt  einer  ausgiezeichneten  äusseren  Ausstattung 
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erfreuet.  Die  Literatur  und  Geschichte  des  Gegenstandes  hat 
stets  die  sorgfältigste  Berücksichtigung  gefunden ;  jedoch  hat  der 
Herr  Verfasser  sich  keineswegs  bloss  mit  der  Angabe  und  Erläu- 
terung fremder  Arbeiten  begnügt^  sondern  diese  interessante  Lehre 
auch  mit  einer  Reihe  neuer  experimenteller  Untersuchungen  be- 
reichert, wovon  namentlich  die  Tabelle  auf  S.  41.  — IS.  45.  einen  sehr 
erfreulichen  Beweis  liefert. 

Muge  der  Herr  Verfasser  aus  dieser  bezuglich  des  ümfangs 
«Icr  Schrift  ziemlich  ausfilhrlichen  Anzeige  ersehen^  mit  wie  vie- 
lem Interesse  wir  seine  Schrift,  die  für  uns  selbst  sehr  lehrreich 
gewesen  ist^  gelesen  haben.  Wir  empfehlen  dieselbe  alten  Leh- 
rern der  Physik  an  höheren  Unterrichts- Anstalten,  aber  auch 
allen  Liebhabern  der  Physik,  die  in  derselben  einen  reichen  Stoff 
zu  interessanten  leicht  ausführbaren  Versuchen  Onden  werden, 
und  sind  überzeugt,  dass  man  sonst  nirgends  eine  so  ausfQhrliche. 
zugleich  auch  zu  eigenen  weiteren  Untersuchungen  so  zweck« 
massig  anregende  Darstellung  des  interessanten  und  wichtigen 
Gegenstandes  finden  wird.  G. 


Vermischte  Schriften. 

Annall  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicatl 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    4«.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIV.  S.  10.)     . 

Nr.  6.  (Novembre  e  Decembrc  1S60.).  Intorno  ad  una  pro- 
prietä  delle  snperficie  curve,  che  comprende  in  se  come  caso  par- 
ticolare  il  teorema  di  Dupin  sulle  tangenti  conjugate.  Nota  del 
Dr.  L.  Cremona.  p.  325.  —  Sopra  la  teorica  generale  delle  su- 
perficie  curve.  Nota  del  Prof.  Enrico  Betti.  p.  336.  —  Sur  les 
covariants  des  formes  binaires  du  cinqui^me  degre.  Par  M.  Mich. 
Roberts,  p.  340.  —  Sur  la  surface  parallele  k  Tellipsoide.  Par 
M.  A,  Cayley.  p.  345.  —  Sopra  due  proposizioni  di  Na  vier 
intorno  alla  curvatura  delle  curve  a  doppia  curvatura.  Nota  del 
Prof.  P.  Chio.  p.  353.  —  Ricerca  fondamentale  per  lo  studio  di 
una  certa  classe  di  proprietä  delle  snperficie  curve.  Memoria  del 
Prof.  F.  Casorati.  p.  363.  —  Pubblicazioni  recenti.  p.  379.  — 
Lettera  del  P.  Angeln  Secchi  al  Sig.  D.  ß.  Boncompagni. 
(Betrifft  die  von  Hind  ausgesprochene  Meinung,  dass  die  Erde 
durch  den  Schweif  des  letzten  Cometen  gegangen  sei.)    p.  380. 
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MonaUbericbt  dar  Künigiicb  Preussischen  Akade 
mi«e   der  Wii5S£D8chaften   zu   Berlio.      Siehe    Literari- 
scher Bericht  JNr.  CXLIV.    S.  6. 

Mai  1661.  Dove:  XJeber  die  ans  dem  Drehungsgesetze  fol- 
genden Bewegungen  des  Barometers  und  Tberpnometers  io  Nord- 
amerika nach  den  von  Herrn  Durgens  berechneten  Beobacfaton- 
gen  von  Toronto.  S.  472 — 475.  —  Dove:  Beschreibung  eine« 
Photomeiters.  (Wir  machen  auf  diesen  ausführlicheren  Aufsatz 
au&nerJksam.  Das  von  Herrn  Dove  angewendete  Verfahren  hat 
vor  den  io  solchen  Fäiieu,  \so  die  zu  vergleichenden  Lfchtquellen 
Teraehledenlarbig  sind»  oder  weun  es  sich  um  die  Bestimmung 
der  Helligkeit  des  in  eioera  gegebenen  Haume  zerstreu'teu  Lichts 
haadelty  endlich  wenn  die  Lichtmenge  gemessen  werden  soll, 
welche  ein  sehr  kleiner  oder  nur  schwach  durchscheinender  Kör- 
per hindurch  iässt,  bisher  von  Bunsen,  Babinet,  Pouillet^ 
Rumford,  Wheatstone  angewendeten  VerCahrungsarten  die 
Vorzüge,  dass  es  äusserst  empfmdücb  ist,  auf  helle  und  schwach 
leuchtende,  gleich  oder  verschieden  farbige,  durchsichtige  oder 
undurchsichtige  Objecto  beliebiger  Grosse  .in  gleicher  Weise  an- 
wendbar, zur  Bestimmung  der  Lichtstärke  optischer  Instrumente 
ebenfalls  geeignet  ist,  dass  es  ganz  Fersehiedene  Messungsarten 
gestattet,  die  einander  gegenseitig  controliren,  endlich  dass  es 
vermittelst  eines  Instruments  erhalten  wird,  des  Mikroskops  oSm- 
lieh^  welches  ohnehin  schon  in  den  Händen  jedes  beobachtenden 
Naturforschers  ist)  S.  483 — •499.  ^  Dove:  Ueber  eine  durch 
Pfiotographie  hervorgetretene,  direct  nioht  wahrgenommene  Licht- 
erscheinung und  über  photographische  Darstellung  des  geschich- 
teten elektrischen  Lichtes.  S.499~50L -^  Dove:  L  Ueber  Bin- 
oeularsehen  und  subjective  Farben.  2.  Ueber  den  Crlanz.  S.  621  --625. 
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Literarischer  Bericht 

CXLYII. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

Almaoach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen* 
scharten  in  Wien.    Eilfter  Jahrgang  1861. 

Der  zehnte  Jahrgang  dieses  Almanachs  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLIIL  S.  1.  angezeigt  worden.  Auch  der  vorliegende  Jahr- 
gang bewahrt  seine  von  ans  schon  öfters  hervorgehobene  Wichtig- 
keit Mr  die  Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und  Natur- 
wissenschaften. Der  Bericht  des  hocb1^erdienten  General-SekretSrs, 
des  Herrn  Professor  Dr.  A.  SchrOtter^  über  die  Arbeiten  der 
mathematisch -natorwissenschaftlichen  Klasse  giebt  wiederum  ein 
sehr  vellstindiges  und  anschauliches  Bild  von  den  ausgebreiteten 
Leistungen  dieser  Klasse,  und  enthält  sehr  interessante  Lebens- 
bescbreibiingen  der  beiden  verstorbenen  verdienten  Physiker  und 
Mathematiker  6.  Belli  und  W.  Wertheim,  so  wie  vollstSudige 
Venelchnisse  der  von  denselben  herausgegebenen  Schriften. 

Giuseppe  Belli  war  zu  Calasca,  einem  Dorfe  im  Valie* 
Aozasca  in  der  Provinz  Domodossola  am  25.  November  1701  ge- 
boren, und  erhielt  seine  Vorbildung  zu  den  Universitätsstudiea 
in  Pavia»  wo  er  im  Jahre  1812  auch  die  Doctorwürde  der  phy- 
sisch-mathematischen Facultät  erwarb«  Er  widmete  sich  zuerst 
dem  praktischen  Ingenieurdienst,  ward  aber  im  Jahre  1820  As- 
sistent bei  der  Lehrkanzel  der  Physik  und  Elementar -Mathematik 
an  der  Universität  in  Pavia,  1821  ordentlicher  Professor  der  Phy- 
sik am  kaiserlichen  Lyceum  Porta  nuova  in  Mailand,  1840  zur 
Thl.XXXVII,Hft.  8.  3 
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gleichen  Lehrkanzel  an  der  Universität  in  Padaa  rersetst,  vod 
endlich  1842  ordentlicher  Professor  der  Physik  an  der  Dniversi- 
tSt  in  Pavia^  wo  er  bis  zu  seinem  am  1.  Juni  1860  erfolgten  Tode 
segensreich  gewirkt  hat.  Belli  gehörte  zu  der  nicht  grossen 
Anzahl  von  Physikern»  welche  den  mathematischen  Caicul  mit 
grosser  Gewandtheit  zu  handhaben  verHtehen,  war  aber  aoch  ein 
scharfsinniger  und  gewandter  Experimentator»  wobei  er  sich  je- 
doch immer  auf  streng  mathematischem  Wege  bewegte,  wozu  er 
durch  seine  trefflichen  mathematischen  Kenntnisse  befllhigt  war. 
Arbeiten  Aber  Molecularanziehung,  Ober  die  Luftpumpe  (wo  er 
schon  drei  Jahre  vor  B abinet  den  jetzt  nach  diesem  benannten 
Hahn  beschrieb),  über  das  Thermometer  und  Hygrometer,  fiber 
Elektricitätslehret  wo  er  Melloni 's  Theorie  der  elektrostatischen 
Indttction  entscheidend  widerlegte.  Aber  Meteorologie  u.  s.  w.  be- 
schäftigten ihn  nach  einander.  Glänzend  war  seine  Bef&higung 
als  Lehrer,  mit  der  grossten  Gewissenhaftigkeit  in  der  Erflillnng 
seiner  Berufspflichten  verband  er  die  anspruchslosete  Bescheiden- 
heit, und  besass  die  Sympathie  Aller,  die  ihn  kannten.  Italien 
verlor  an  ihm  einen  seiner  ausgezeichnetsten  Physiker.  Unter 
seinen  Schriften  nimmt  sein  trefflicher  Corso  elementare  di 
fisica  esperimentale,  welcher  in  drei  Bänden  in  den  Jahren 
1830  bis  1838  erschien,  die  erste  Stelle  ein. 

Wilhelm  Wertheim  wurde  im  März  1815  in  Wien  von 
israelitischen  Eltern  geboren,  und  wandte  seinen  Fleiss  haapt- 
sächlich  der  Physik  zu,  da  dieses  Studium  seinem  mathematischen 
Talente  Befriedigung  versprach.  Im  Jahre  1840  ging  er  nach 
Paris,  wo  er  sich  hauptsächlich  mit  hOchst  verdienstlichen 
Arbeiten  über  die  Elasticität  beschäftigte^  ausserdem  über  den 
Schall  und  Akustik  überhaupt,  fiber  Uoppelbrechung,  n. s.w. 
Seine  letzte  grossere  Arbeit  betraf  die  so  wichtigen  Erschei- 
nungen der  Torsion  von  Cylindern  und  Stäben,  an  die  sich  in 
den  letzten  Jahren  seines  Lebens  noch  einige  andere,  die  sich 
mehr  oder  weniger  vollendet  in  seinen  nachgelassenen  Papieren 
ünden  müssen,  über  Capillarität,  fiber  die  kubische  Compressibi- 
Ütät  einiger  homogener  fester  K5rper,  u.  s.  w.  anschlössen,  im 
Jahre  1860  wurde  sein  sonst  so  freier  und  heiterer  Geist  zeit- 
weise von  einem  tiefen  Trfibsinn  befallen;  nach  dem  Journal 
dlndre  et  Loire  verlangte  er  am  20.  Januar  d.  J.  in  Tours, 
wohin  er  auf  dringendes  Anrathen  seines  Arztes  gereist  war,  mit 
Ungeduld,  auf  den  Thurm  der  Kathedrale  von  Saint- Gatlen  ge- 
führt zu  werden.  Nachdem  er  in  grosser  Eile  die  Plattform  er- 
stiegen hatte,  schwang  er  sich  in  sichtlich  krankhafter,  heftiger 
Anfregung  auf  die  Brfistung,  und  stürzte  sich,  ehe  der  ihn  beglei- 
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tende  KilsUr  es  hiDdern  konnle,  hinab  auf  den  Platz.    So  endete 
ein  Mann  von  seltenem  Talente  in  der  vollen  Blathe  seiner  Kraft! 

Den  Schluss  des  vorliegenden  Jahrgangs  des  Almanachs  macht 
ein  sehr  interessanter  Vortrag  des  Herrn  Franz  Ritter  von 
Haaer:  Die  Geologie  und  ihre  Pflege  in  Oesterreich 
den  wir  unseren  Lesern  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen. 


Geometrie. 

J.  A.  Mffttrich:  Sammlung  stereometrischer  Aufga- 
ben, Zusammengestelltaus  seinen  Diarien  und  aus  den 
Arbeiten  seiner  Schaler.    Königsberg.    Bon.    1861.    8. 

Herr  Oberlehrer  v.  Behr  in  Königsberg  I.  P.,  dessen  Name 
zwar  nicht  auf  dem  Titel,  aber  unter  der  Vorrede  genannt  ist, 
hat  sich  durch  Herausgabe  dieser  Sammlung  stereometrischer 
Aufgaben  jedenfalls  ein  Verdienst  um  den  mathematischen  Un- 
terricht erworben.  Von  einem  sehr  verdienten  Lehrer,  dem  Pro- 
fessor J.  A.  Müttrich,  welcher  eine  lange  Reihe  von  Jahren 
den  mathematischen  Unterricht  auf  dem  Aitstädtischen  Gymna- 
sium in  Königsberg  i.  P.  mit  seltenem  Geschick  ertheilte,  und 
es  verstand,  nicht  bloss  die  fähigeren  Schüler  fGr  die  Wissen- 
schaft zu  begeistern,  sondern  auch  im  Ganzen  ein  reges  In- 
teresse fOr  dieselbe  in  der  Schule  zu  erwecken,  wobei  er  auf 
die  Stereometrie  mit  Recht  ganz  besonderes  Gewicht  legte,  sind 
diese  Aufgaben,  ^  178  an  der  Zahl,  —  nicht  etwa  bloss  gesam- 
melt, sondern  bei  Weitem  dem  grössten  Theile  nach  selbst  er- 
funden und  gebildet  worden,  worin  derselbe  ein  seltenes  Talent 
besass.  In  der  That  mOssen  wir  sagen,  dass  uns  diese  Aufgaben, 
denen  überall  in  zweckmässiger  Weise  die  Resultate  der  Auf- 
lösungen beigeragt  sind,  oft  durch  ihre  Neuheit  (iberrascht  tiaben, 
und  auch  darin  stimmen  wir  dem  Herrn  Herausgeber  bei,  dass 
sich  dieselben  zu  dem  Gebrauche  auf  Schulen  auch  dadurch  be- 
sonders eigenen,  weil  sie,  in  sinniger  Weise  erdacht,  zu  ihrer  L5- 
snng  keinen  sehr  grossen  Umfang  von  Vorkenntnissen  erfordern, 
also  auch  schwächere  Schüler  nicht  abschrecken  werden.  Zunächst 
för  preussische  Lehrer  werden  diese  Aufgaben  auch,  deshalb 
noch  Von  besonderem  Interesse  sein,  weil  sie  mehrfach  fär  die 
Abiturientenarbeiten  benutzt  und  theiiweise  aus  denselben  jetzt  zu- 
sammengestellt worden  sind,  so  wie  denn  überhaupt  die  preussi- 
schen  mathematischen  Abiturientenarheiten,  wenn  man  namentlich 
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auf  die  lange  Reihe  toh  Jahren »  seit  denen  die  fortwihreode 
und  regelmässige  Anrertigang  derselben  angeordnet  ist*),  und 
auf  die  vielen  im  höchsten  Grade  ausgezeichneten  mathemati- 
schen Lehrer,  die  während  dieser  langen  Zeit  an  preussischen 
Lehranstalten  gewirkt  haben,  von  welchen  die  älteren,  denen 
der  mathematische  Unterricht  in  Preussen  hauptsächlich  seine 
jetzige  Bedeutung  verdankt,  leider  meistens  schon  längst  znr 
Ruhe  gegangen  sind**),zuruckblickt,  eine  reiche  Fundgrube  treff- 
licher Aufgaben  darbieten  durften,  die  wohl  einmal  zur  Anferti- 
gung einer  Sammlung  benutzt  zu  werden  verdiente.  Auch  aus 
diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  Ist  fiir  den  UnterzeicbneteD 
die  vorliegende  Sammlung  stereometrischer  Aufgaben  von  grossem 
Interesse  gewesen^  und  verdient  gewiss  allen  Lehrern  der  Ma- 
thematik innerhalb  und  ausserhalb  Preussens  um  so  mehr  cd 
sorgföitiger  Beachtung  empfohlen  zu  werden,  weil  bekanntlieh 
zweckmässige  stereometrische  Aufgaben  nicht  Im  Ueberfluss  Yor- 
handen  sind. 

Möchte  doch  der  oben  ausgesprochene  Gedanke,  die  preussi- 
schen mathematischen  Abiturienten -Arbeiten  zur  Anfertigung  ei- 
ner Sammlung  von  Aufgaben  zu  benutzen.  Anklang  finden,  vielleicht 
eine  solche  Sammlung  velbst  von  der  vorgesetzten  höchsten  Ua* 
terrichts- Behörde  veranlasst  werden,  woraus  unzweifelhaft  ein 
sehr  nützliches  Buch  hervorgeheben  würde!  Grnnert 


Maschinenlehre. 

Allgemeine  Maschinenlehre.  Ein  Leitfaden  für 
Vorträge  sowie  zum  Selbststudium  des  heutigen  Ma. 
schinenwesens  mit  besonderer  Berücksichtigung  sei- 
ner Enwickelung.  Für  angehende  Techniker,  Camera- 
listen, Landwirthe  und  Gebildete  jeden  Standes«  Von 
Dr.  Moritz  Rühlmann,  Professor  an  der  polytechni- 
schenSchule  in  Hannover.    Mit  zahlreichenflolzschnit- 


*)  Mindestens  würde  man  wohl  bis  auf  das  Jahr  1812  zurückge- 
ben müssen.  6. 

**)  Mit  wahrer  Hercensfrende  nnd  innigstem  Danice  wird  der  Her- 
ausgeber de«  Archiv«  hanptsachlich  stet«  des  trefflichen  E.  6.  Fi« eher 
in  Berlin,  Matthias  in  Magdeburg  und  Tiefer  anderen,  die  er  persönlich 
näher  su  kennen  da«  Glück  gehabt  hat,  gedenken.  G. 
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teil.    I.  Bandes  1.  Hälfte.    Bra^ifschweig.    Scbwetecbke 
aod  Sobn.    1862.    8. 

Wenn  uns  von  diesem  Werke  fOr  jetzt  aucb  nur  das  erste 
Heft  (Ersten  Bandes  erste  Hälfte)  vorliegt,  so  glauben  wir  doch 
sogleicb  auf  dasselbe  aufmerksam  machen  zu   müssen»  weil  es 
uns  ein    zeitgemässes   Unternehmen   zu   sein    scheint»  und  sich 
auch  in  seiner  Ausfährung  empfehlen  dürfte.    Eine  Theorie  der 
verschiedenen  Arten  der  Maschinen  wird  man  in  demselben  nicht 
finden  und  wahrscheinlich  auch  nicht  suchen,  so  wie  denn  auch 
der  Herr  Verfasser  dieses  Ziel  sich  in  diesem  Werke  in  der 
Tbat  nicht  gesteckt  hat,  wenn  auch  einfachere  theoretische  Be- 
trachtungen, wie  z.  B.  bei  den  Waagen»  keineswegs  vollständig 
ausgeschlossen  worden  sind.     Er  liefert  vielmehr  nur  eine  Be- 
schreibung der  Maschinen,  wobei   er  dieselben  aber  zweckmässig 
immer  in  ihre  verschiedenen  Haupttheile  zerlegt,  dieselben  ein- 
zeln rOcksichtlich  ihrer  Bedeutung  und  Wirkung  erläutert,  und  in 
sehr^iauber  ausgeführten  Holzschnitten  darstellt,  so  wie  die  bei 
einem  solchen  Werke  nicht  unwichtige  äussere  Ausstattung  über- 
haupt eine  sehr  vorzügliche  und  elegante  ist.     Zugleich  enthält 
das  Werk  fiberall  historische  Notizen  über  die  Erfindung  der  Ma- 
schinen, ihre  Verbesserung  und  weitere  Ausbildung,   und  eine 
grosse  Anzahl  der  dankenswerthesten  literarischen  Nachweisungen, 
wobei  der  Herr  Verfasser  überall  die  ausgebreitetste  Kenntniss 
documentirt.     Da,  abgesehen  von  verschiedenen  hinreichend  be- 
kannten grossen  und  bändereichen  Werken,  ein  Buch  dieser  Art 
in  unserer  Literatur  noch  nicht  ezistiren  dürfte,  so  verdient  das  vor- 
liegende gewiss  Allen,  die  sich  fär  das  Maschinenwesen   interes- 
siren,  insbesondere  aber  auch  Lehrern  an  Realschulen,  Gewerbe- 
sehulen,  u.s.  w.  recht  sehr  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 
In  einer,  viele  überaus  interessante  Notizen  enthaltenden  Einleitung 
bespricht  der  Herr  Verfasser  die  Entwickelung  und  Bedeutung, 
auch  die  Nachtheile    u.  s.  w.  des   Maschinenwesens,  und  giebt 
zuletzt  in    §.7.  eine   vollständige  Classification    der  Maschinen, 
wodurch  er  zugleich  den  in  dem  Werke  zu  befolgenden  Plan  vor- 
zeichnet, indem  er  namentlich  aucb  in  der  lehrreichen  Tabelle  auf 
824.  und  S.  25.  nach  dieser  Classification  alle  zur  Zeit  bekanntge- 
wordenen Maschinen  aufföhrt.    £s  werden  unterschieden :  I.  Ha« 
•cbinen  sum  Meflsen  und  Xälilen  (Uhren,  Umlauf-,  Hub- 
und    Schrittzähler,  Zeug-,  Wasser-   und  Wind- Messmaschinen, 
Regbtrirmaschinen ,  Dynamometer,   Waagen  u.  s.  w.).    H.  Ha« 
•elilnen  siir  Tenriehtani^  nlltBlielier  meeliaaüielier  Ar- 
beiten«   A)  Kraftaufnehmende  Maschinen.     B)  Trans- 
missions- und  Regulirnngsmaschinen.     C)  Transport- 
und  Fabricationsmaschinen. 
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Lassen  sich  auch  manche  aodere,  selbst  vielleicht  wisseo- 
schädlichere  Eiotheilongeo  denkeo»  so  ist  die  hier  angewandte 
doch  eine  recht  praktische  und  entspricht  ganz  dem  Zwecke  die- 
ses Werkes.  Der  Inhalt  des  vorliegenden  Hefts  ist  folgender: 
Blüte  Abthellnii^.  Maselilnen  sum  Messen  und  Xfth- 
len*  Erstes  Capitel.  Uhren  (Pendelahr,  Unrnhuhr,  be- 
sondere Hemmungen  der  Uhren,  Compensationen  für  Pendel- 
nnd  Unruhohren,  Uhren  mit  Centrifugalpendei,  Schlagwerke  der 
Uhren  (Clberaus  vollständig)).  Zweites  Capitel.  Uhrwerke 
zu  hesonderen  Zwecken.  (Wächter -Controluhren,  Braten- 
wender, Automat,  Registrirmaschinen  nnd  Registrirapparate,  Ma- 
schinen zur  Veranschauiichung  der  HimmelskOrperhewegungen). 
Drittes  Capitel.  Zähl-  und  Messmaschinen  fflr  beson- 
dere Zwecke  (Schritt-,  Hub-,  Stfick-  und  Umdrehzähler,  so 
wie  Wegmesser, 'Tachometer,  Zengmessmaschinen,  Wasser-  and 
Gasmesser,  Rechnenmaschinen).  Viertes  Capitel.  Waagen. 
I.  Hebelwaagen.  Gemeine  Waage,  Schnellwaage,  zusammengesetzte 
Hebelwaagen  (Tragbare  Bröckenwaagen ,  Feststehende  Brflcken- 
waagen).  Zeigerwaagen.  H.  Federwaagen.  Fünftes  Capitel. 
Dynamometer.  I.  Dynamometer  mit  directer  Messung  bei  fort- 
schreitender Bewegung. 

Die  Leser  werden  hieraus  die  grosse  Vollständigkeit  des 
Werkes,  bei  aller  verhältnissmässigen  Kflrze,  erkennen,  und  sich 
gewiss  In  ihren  Erwartungen,  so  weit  der  Herr  Verfasser 
seihst  die  Absicht  hat,  denselben  zu  entsprechen,  nicht 
getäuscht  finden.'  Wir  sehen  den  folgenden  Abtheiinngen  mit 
Verlangen  entgegen,  und  werden  dieselben  sogleich,  nachdem  sie 
uns  zugegangen,  zur  Anzeige  bringen«  G. 


Vermischte  Schriften. 

Schriften  des  Vereines  zur  Verbreitung  natur- 
wissenschaftlicher Kenntnisse  in  Wien.  Erster  Band. 
Jahrgang  1860/61.  Mit  2  Tafeln  und  6  Holzschnitten. 
Wien.    Gerold.    1862. 

Seit  dem  Winter  1855/56  werden,  wie  In  anderen  Städten,  auch 
in  der  deutschen  Kaiserstadt  von  einem  Vereine  jCIngerer  Natur* 
forscher  regelmässig  naturwissenschaftliche  Vorträge  für  das  ge- 
bildete Publikum  unter  dem  Namen  der  „Montags-Vorträge*' 
gehalten.  Von  Jahr  zu  Jahr  hat  sich  die  Theilnahme  an  diesen 
Vorträgen  in  der  erfreulichsten  Welse  gesteigert,  so  dass  gegen- 
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wSrtig  die  Zahl  der  Gründer  des  Vereios  und  der  Mitglieder  oder 
Tbeilnebmer  schon  die  hohe  Zahl  von  480  erreicht  hat»  «reiche 
1200*  Golden  Beiträge  und  eine  Sprocentige  Staatsechuldverechrei- 
fonng  Ton  100  Gulden  gezahlt  haben»  worunter  sich  natfirlicb  eine 
grosse  Menge  freiwilliger  BeitrSge  befinden;  der  gesetzliche  jähr- 
liche Beitrag  ist  1  Fl.»  aber  bei  Weitem  die  meisten  Tbeilnebmer 
haben  freiwillige  Beiträge  von  5»  10»  20»  100  Fl.  gezahlt»  so  dass 
es  dem  Verein  selbst  schon  möglich  gewesen  ist,  ein  Kapital  von 
700  Fl.  zinsbar  zu  bestätigen.  Wir  finden  unter  den  Theilneh- 
roern  176  öffentliche  und  Privat- Beamte;  122  Geistliche»  Profes- 
soren» Doctoren  u.  s.  w.;  11  Militärs;  7  Künstler;  32  Studirende; 
62  Fabrikanten»  Kaufleute  u.  s.  w.;  5  Handwerker;  74  Private; 
also  Männer  aus  allen  Ständen,  was  gewiss  einen  sehr  vortheil- 
haften  Schloss  auf  die  Bildang  der  *Bewobner  Wiens  zu  machen 
gestattet»  und  einen  erfreulichen  Beweis  von  dem  regen  In- 
teresse  liefert»  welches  auch  das  grossere  gebildete  Publikum  in 
Gestenreich  an  den  neueren  Eroberungen  der  Naturwissenschaften 
nimmt.  Welchen  Wertb  selbst  die  k.  Akademie  der  Wissen* 
schalten  in  Wien  der  Wirkung  des  Vereins  beimisst»  geht  daraus 
hervor»  dass  die  Vorträge  jetzt  in  dem  sogenannten  gränen  Saale 
des  k.  Akademie*  Gebäudes  gebalten  werden.  Wir  haben  diese 
Details  über  den  jungen  Verein  hier  mitgetheilt»  weil  wir  solchen 
Unternehmungen»  die  wir  für  im  höchsten  Grade  nützlich  und 
fruchtbringend  halten,  wenn  sie  in  so  verständiger  Weise  wie  im 
vorliegenden  Falle  begonnen  und  weiter  geßlhrt  werden»  von 
jeher  unsere  wärmste  Theilnahme  gewidmet  haben. 

Von  jetzt  an  wird  der  Verein  die  gehaltenen  Vorträge  ge- 
druckt herausgeben»  und  das  erste  Bändchen  dieser  Druckschrif- 
ten (Jahrgang  1860/61)  liegt  in  äusserst  eleganter  Ausstattung 
vor  uns.  Auf  eine  Beurtheilung  der  einzelnen  Vorträge  kGnnen 
wir  hier  natürlich  schon  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen 
nicht  eingehen»  und  würden  uns  darauf  auch  um  so  weniger 
einlassen  dürfen»  well  deren  wissenschaftlicher  Inhalt  oft  ganz 
ausserhalb  des  Kreises  unserer  speciellen  Studien  liegt.  So  viel 
können  und  dürfen  wir  aber  im  Allgemeinen  sagen»  dass  uns  der 
Stoff  überall  in  sehr  verständiger  Weise  ausgewählt  zu  se|n  scheint» 
und  zur  Erweckung  des  Interesses  an  den  Naturwissenschaften» 
sowie  zu  wirklicher  Belehrung»  überall  sehr  geeignet  ist»  wobei  die 
Verfasser  der  Vorträge  zugleich  jederzeit  die  neuesten  Entdeckun- 
gen und  Eroberungen  vorzugsweise  berücksichtigt»  aber  auch  ganz 
mit  Recht  zur  Erweckung  vaterländischen  Geistes  und  Sinnes 
nicht  selten  auf  die  Leistungen  im  engeren  Vaterlande  besonders 
hingewiesen   haben.     Die  Sprache  ist  überall   frisch  und  belebt 
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dajbei  aber,  was  ans  gaoa  beacoders  angeaprocbaD  hat«  frei  von 
allen  leeren  poetbchen  Floskeln  und  frei  von  einem  Haschen  naeh 
pikanten  Wendangen  und  Anspielungen,  wie  man  sie  leider  in 
solchen  VortrSgen  oft  zum  Ueberdruss  antrifft,  überall  aber  ae 
gehalten,  dass  sie  wahrhafte  Belehrung  erstrebt,  ohne  auch  nur 
Im  Entferntesten  In  einen  pedantischen  Schulmeisterton  zu  ver* 
fallen.  So  wie  uns  selbst  die  Lectfire  dieser  Vorträge  nicht  bloss 
eine  sehr  angenehme  Unterhaltung,  sondern  auch  die  vielfachste 
Belehrung  gewährt  hat,  glauben  wir  dieselben  zu  gleichem  Zweck 
auch  allen  Leseni  des  Archivs  recht  sehr  empfehlen  zu  mfisseu, 
und  schliessen  mit  der  folgenden  vollständigen  Angabe  de»  Inhalts: 

Die  österreichischen  naturforschenden  Reisenden  dieses  Jahr- 
hunderts in  fremden  Erdtbeilen.  Von  Dr.  Siegfried  Relssek. 
S.  21 — S.  51.  —  Die  Lichterscheinungen  bei  totalen  Sonnenfin* 
sternissen.  Von  Karl  Hornstein.  S.  57  — S.  80.  —  Die  Dar- 
win'sche  Theorie  über  die  Entstehung  der  Arten.  Von  Dr. 
Gustav  Jäger.  S.  81  — S.  110.  ~  Uofrath  Bronn's  Ansichten  von 
der  Entwickelung  des  Thierreichs.  Besprochen  von  Professor 
Eduard  Suess.  S.  111 — 8.148.  —  (Jener  die  Artunterschiede 
der  positiven  und  negativen  Elektricität.  Von  Dr.  Edmund  Reit-^ 
linger.  S.  149— S.  190.  —  Sind  die  Schleimpilze  Thiere  oder 
Pflanzen.  Von  Dr.  Alois  Pokorny.  S.  191  — S.212.  —  Die 
auseestorbenen  Riesenv»p:el  von  Neuseeland.  Von  Dr.  Ferdinand 
V.  nochstetter.  S.  213— S.  246.  —  Ceber  Barometer- Schwan- 
kungen. Von  Dr.  Hermann  Pick.  S.247— S.278.  —  Ueber 
das  Aquarium.  Von  Dr.  Gustav  Jäger.  8.279— S. 298.  — 
Einiees  über  Mineralwasser.  Von  Dr.  A.  Bauer.  S.  299 — 8.322. 
—  Ceber  die  Umwandlung  der  Gebirgsmassen.  Von  Dr.  Gustav 
Tscher niak.  S.323— S.336.  —  Die  Befruchtung  und  Keimbil- 
dung bei  den  Bifithenpflanzen.  Von  Dr.  Siegfried  Reissek. 
8.337—8.346.  —  Ceber  Meteoriten.  Von  Dr.  Edmund  Weiss. 
&  347  —  8.382.  —  Die  Bewegungserscheinungen  sensitiver  Pflan- 
zen.   Von  Dr.  Adolf  J.  Weiss.    8.383—8.418. 

Muge  der  Verein  in  seinem  verdienstlichen  Wirken  rüstig 
fortfahren  und  das  gebildete,  flir  Naturwissenschaft  sich  interes- 
sirende  Publikum  im  nächsten  Jahre  wieder  mit  einem  so  vieles 
Lehrreiche  darbietenden  Bfindchen  beschenken!  6. 

Sitzungsberichte  der  konigl.  Bayer.  Akademie  der 
Wissenschaften  in  München.  (Vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLV.  8.16). 

1861.  I.  Heft  IV.  Wir  machen,  als  noch  in  den  Kreis  des 
Archivs  gehörend,  in  diesem  Hefte  auf  eine  Notiz  von  Herrn 
Pettenkofer  über  die  Theorie  der  Gasmesser  .  8.418. 
und  auf  einen  Aufsatz  von  Herrn  A.  Vogel  jun.:  Ceber  die 
organischen  Beimengungen  des  Wassers.  8.418  —  S.420. 
aufmerksam. 
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Literarischer  Bericht 

CXLVIII. 


Unterrichtswesen* 

Aozeige  4er  Vorlesuagen  auf  der  Grosftherzoglich 
Badiscfaeo  Polytechnischen  Schule  za  Carlsrahe  fClr 
da»  Jahr  I861--42.    Carlsrube. 

Adressbuch  der  Grossherzoglich  Badischen  Poly- 
technischenSchnle  in  Carlsruhe.  Studienjahr  1861—62. 
Carisruhe. 

So  wie  wir  aas  der  ersteren  Schrift  die  grosse  Vollstlndig- 
keli  der  Vorlesungen ,  welche  In  dem  Studienjahre  1861—62  an 
der  pol3rtecbnischen  Schule  in  Carlsrahe  von  ungefähr  50  Leh- 
rern Ober  alte  Fächer  der  Technik  und  die  vorbereitenden  und 
Hfilfswissensehaften  gehalten  werden ,  mit  Freuden  ersehen  ha- 
ben: si  haben  wir  aus  der  zweiten  Schrift  wieder  mit  besonde- 
tem  Interesse  von  der  ungemein  gtossen  Anzahl  von  Schülern 
aas  fast  allen  cultivirten  Ländern  der  Erde  Kenntniss  genommen, 
welche  aas  dieser  von  der  Badischen  Regierung  dargebotenen 
reichen  Quelle  des  technischen  Unterrichts  schupfen.  Die  Schfi- 
l«rsahl  beträgt  im  Ganzen  7M,  und  die  Anzahl  der  Auslän- 
der, anter  denen  sich  11  aus  Amerika,  7  aus  Brasilien,  1  aus 
Java,  a.  s.w.  befinden,  ist  in  diesem  Jahre  nocn  grosser  als  im 
vorigen,  nämlich  600  gegen  484.  Wir  freuen  uns  sehr  fiber  den 
AttCsehwung,  den  hiernach  der  pol3rtechnische  Unterricht  in  Deutsch- 
land fortwährend  nimmt  und  wiederholeil  unsere  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLl.  S.  2.  ausgesprochene  BHte,  dass  uns  auch  von  anderen 
pelyteebnlschen  Lehranstalten  ähnliche  den  Unterricht  betrefettde 
ScbrifteO)  wie  die  beiden  obigen,  fSr  deren  Uebersendung  wir 
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hier  unsern  Dapk  von  Neuem  aaszusprechen  nicht  verfebleD,  mlt- 
getheilt  werden  mochten,  was  bis  jetzt  noch*  nicht  geschehen  ist. 
Eine  Icurze  Anzeige  derselben  wärde  immer  in  kürzester  Zeit  ge- 
liefert werden. 


Geometrie. 

Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  mit  be- 
sonderer Berücksichtigung  der  neueren  Methoden  von 
George  Salmon.  Unter  Mitwirkung  des  Verfassers 
deutsch  bearbeitet  von  Dr.Wilhelm  Fiedler.  Leipzig, 
teubner.    1860.    8^. 

Das  zoerst  im  Jahre  1848,  in  dritter  Ausgabe  1855  erschie- 
nene Werk:  ,,A  Treattse  on  Conic  Sections.  By  tbe 
Rev.  George  Salmon,  A.  M.  Fellow  and  Tutor,  Trinity 
College,  Dublin.  London.  3.  ed.  ^1855.,  welches  ffbrigens 
keineswegs  die  Kegelschnitte  allein,  sondern  überhaupt  die  ana- 
lytische Geometrie  der  Ebene  betrifft,  hat  sich  mit  Recht  eines 
grossen  Beifalls  erfreuet,  und  ist  bereits  in  mehrere  Sprachen 
übersetzt  worden.  Dasselbe  wird  hauptsächlich  nach  unserer 
Meinung  dadurch  charakterisirt,  dass  es  ausser  dem  Cartesischen 
Coordinatensystem  auch  die  wichtigsten  und  fruchtbarsten  der 
übrigen  Coordinatensysteme ,  durch  welche  In  neuerer  Zeit  die 
Geometrie  weiter  geführt  worden  ist,  kennen  und  anwenden  lehrt 
und  überall  eine  zweckmässige  Verbindung  der  rein  analytischen 
und  synthetischen  Betrachtung  erstrebt,  eine  Methede,  die  ja 
überhaupt  vorzugsweise  bei  den  englischen  Geometern  heliebt 
ist,  und  auch  jedenfalls  in  mehrfacher  Beziehung  alle  Empfehlung 
verdient.  Es  ist  daher  sehr  dankenswertb ,  dass  Herr  Fiedler 
dieses  ausgezeichnete  Werk  auch  den  deutschen  Mathematikem 
durch  eine  nach  unserer  Ueberzeugung  durchaus  nichts  zu  wfin- 
sehen  übrig  lassende  freie  deutsche  Uehersetzung  zogänglicber 
gemacht  bat.  Aber  nicht  bloss  dieses  hat  Herr  F.  gethan.  Seine 
deutsche  Bearbeitung  ist  .mindestens  um  ein  Drittheil  stärker  ab 
das  OriginalTf^erk,  weil  er  von  dem  richtigen  Gesichtspunkte  shs- 
ging,  durch  Biozufügung  mehrerer  wichtiger  Arbeiten  dentscher 
und  französischer  Geometer  in  Verbindung  mit  dem  Origioal- 
werke  das  zu  geben,  womit  sich  derjenige  bekannt  zu  maehen 
hat,  welcher  entweder  zuerst  an  das  Studium  der  neueren  analy- 
tiscben  Geometrie  herantritt  oder  nicht  gerade  sei»  Hauptstadiam 
aus  diesem  Theile  der  mathematischen  Wissensehaftee  za  machen 
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beabsichtigt,  da  deren  Reich  zu  gross  ist,  und  immer  mehr  und 
mehr  so  sehr  in's  Ungeheuere  sich  ausdehnt,  dass  eine  Tullige 
Beherrschung  des  ganzen  Feldes  für  den  Einzelnen  geradezu  un- 
möglich ist.  Wir  sind  der  Meinung,  dass  der  Herr  Verfasser 
diesen  Zweck  sehr  gut  erreicht  hat,  und  ein  mit  besonderem 
Danke  aufzunehmendes,  jedwede  Empfehlung  verdieoendes  Werk 
geliefert  hat  Auch  verdient  es  besonders  bemerkt  zu  werden, 
dass  nach  unserer  Meinung  dasselbe  zugleich  als  eine  der  vor^ 
treflfiichsten  und  reichhaltigsten  Aufgaben -Sammlungen  betrachtet 
werden  kann.  Unsere  literarischen  Berichte  sind,  wie  schon  mehr- 
fach Ton  uns  bemerkt  worden  ist,  nicht  dazu  bestimmt,  tiefer 
eingehende  Kritiken  und  ausführliche  Relationen  zu  liefern,  indem 
wir  uns  vielmehr  stets  mit  einer  ganz  allgemeinen  Charakterisi* 
rang  des  betreffenden  Werkes  begniigen  müssen.  Bei  der  grossen 
Würdigkeit  der  voWiegenden  Schrift  finden  wir  es  aber  ange- 
messen, unseren  Lesern  im  Folgenden  wenigstens  den  Hauptin- 
halt nach  den  einzelnen  Kapiteln  mitzutheilen,  damit  dieselben 
einigermassen  übersehen  können,  was  ihnen  hier  geboten  wird: 
L  Der  Tunkt.  H.  Die  gerade  Linie.  HL  Aufgaben  über  die  ge- 
rade Linie.  IV.  Anwendung  einer  abgekürzten  Bezeichnung  für 
die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  V.  Gleichungen  von  höhe- 
ren Graden,  welche  gerade  Linien  darstellen.  VL  Ableitung  der 
Haqpteigenschaften  aller  Curven  zweiten  Grades  aus  der  allge- 
meinen Gleichung.  VH.  Der  Kreis.  VIII.  Lehrsätze  und  Auf- 
gaben über  den  Kreis ;  Anwendung  einer  abgekürzten  Bezeichnung 
auf  seine  Gleichung.  IX.  Eigenschaften  eines  Systems  von  zwei 
oder  mehreren  Kreisen.  X.  Die  allgemeine  Gleichung  des  zwei- 
ten Grades  als  Central -Gleichung:  Ellipse  nnd  Hyperbel.  XI. 
Die  Parabel.  XII.  Vermis<^bte  Aufgaben  und  Lehrsätze  über 
die  Kegelschnitte.  XIIL  Die  Methode  des  Unendlich-Kleinen,  die 
Quadratur  und  Rectification  der  Kegelschnitte  (hier  wird  Diffe- 
rential- nnd  Integralrechnung  angewandt).  XIV.  Die  Methoden 
der  abgekürzten  Bezeichnung,  die  trimetrischen  Coordinaten  -  Sy- 
steme und  das  Princip  der  Dualität  in  ihrer  Anwendung  auf  die 
Kegelsohnitte.  XV.  Die  allgemeine  homogene  Gleichung  zwei* 
ten  Grades  und  die  Algebra  der  linearen  Transformationen.  XVL 
Geometrische  Metboden  (1.  Die  Methode  der  reciproken  Polaren. 
2.  Die  harmonischen  und  anharmoniscben  Eigenschaften  der  Ke- 
gelschnitte. 3.  Die  Methode  der  Projectionen  und  die  geometri- 
schen Verwandtschaften  ^e»  ersten  Grades).  Zusätze.  Quellen- 
Nachweis. 

Die  Leser  werden  hieraus  den  Reichthum  des  Ihnen  gebotenen 
Inhalts  erkennen  und  mögen  sieb  daher  das  Buch  nochmals  zor 
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Beachtung  empfohlen  sein  lassen.    Die  treffliche  Snssere  Aasstat- 
tang macht  der  berfihmten  Verlangshandlung  alle  Ehre. 


Alle  die,  welche  för  die  feinere  analytische  and  reine  Geo- 
metrie sich  interessiren ,  machen  wir  auf  die  folgenden  Abhand- 
lungen und  Schriften  des  Herrn  Professor  L.  Gremona  In  Bo- 
log  na  recht  sehr  aufmerksam. 

Nota.  Intorno  ad  aicuni  teoremi  di  Geometria 
segmentaria.    Cremona.    1857.    4^. 

Diese  Schrift  enthält,  mit  hesooderer  Rücksicht  auf  die  Ke- 
gelschnitte, sehr  interessante  Dntersuchungen  über  homographiscbe 
Figuren  oder  Systeme,  und  wird  dadurch  noch  ganz  besonders 
lehrreich,  dass  der  Herr  Verfasser  bei  diesen  Untersuchungen 
das  sogenannte  Dreilinien-Coordinatensystem,  worüber 
die  Leser  weitere  allgemeine  Belehrung  u.  A.  in  der  vorher 
angezeigten  deutschen  Uebersetzung  der  Analytischen  Geo- 
metrie der  Kegelschnitte  von  Salmon  finden  können,  in 
Anwendung  gebracht,  und  dadurch  einen  neuen  interessanten  Be- 
weis von  der  Fruchtbarkeit  dieses  Coordinatensystems  geliefert 
hat,  weshalb  diese  Schrift  besonders  zur  Beachtung  zu  empfeh- 
len ist. 

Sülle  superficie  gobbe  del  terz'  ordine.  Memoria 
del  Dottor  L.  Cremona,  Professore  di  Geometria  sape- 
riore  nella  Regia  Uniyersitä  di  Bologna.  Communi- 
cata  al  Reale  Istituto  Lombarde  di  scienze,  lettere  e 
arti.     18.  Aprile  186L    4 

So  wie  die  vorhergehende  Schrift  sich  der  neueren  Metho- 
den der  aiialytischen  Geometrie  bedient,  ist  die  in  der  vor» 
liegenden  gegebene  Untersuchung  über  Flächen  der  dritten  Ord- 
nung ganz  rein  geometrisch  gehalten,  und  verdient  deshalb 
den  Liebhabern  der  reinen  Geometrie  recht  sehr  zur  Beachtung 
empfohlen  zu  werden.  Je  enger  aber  gerade  in  solchen  rein 
geometrischen  Darstellungen  die  einzelnen  Sätze  und  Wahrhei- 
ten unter  einander  zusammenhängen,  je  consequenter  dieselben 
stufenweise  auf  und  aus  einander  folgen,  je  weniger  der  eine  ohne 
alle  vorhergehenden  verstanden  werden  kann:  desto  weniger  ge- 
statten solche  Schriften,  die  wie  die  vorliegende  namentlich  durch 
die  grosse  Allgemeinheit  und  rein  speculative  Natur  der  ange- 
stellten Betrachtungen  dem  Scharfsinne  ihrer  Verfasser  alle  Ehre 
machen,  namentlich  an  diesem  Orte  einen  Auszug,  weshalb 
wir  uns  leider  immer  meistens  darauf  beschränken  massen,  auf 
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ihre  wissenschaftliche  Bedeutung  im  Allgemeinen  aufmerksam  sn 
machen. 

Dass  bei  der  Universität  in  Bologna  'ein  eigentlicher  Lehr- 
stuhl für  sogenannte  neuere  oder  höhere  Geometrie  gegrflndet» 
und  durch  Herrn  Professor  Creme  na  in  so  würdiger  Weise  be- 
setzt worden  ist,  muss  jedenfalls  einen  Jeden»  der  an  dem  Fort- 
schritt der  Wissenschaft  In  Italien  lebhaften  Antheil  nimmt«  mit 
der  grSssten  Freude  erfüllen. 

Considerazioni  di  storia  della  Geometria  in  occa> 
sione  di  un  libro  di  Geometria  elementare  publicate 
recentemente  a  Firenze  del  Dottor  Luigi  Cremona. 
Milane.     1860.    8<». 

Diese  40  Seiten  umfassende  Schrift  enthält  eine  ausführliche 
Relation  über  die  unter  dem  Titel:  Trattato  dl  Geometria 
elementare  di  A.  Amiot.  Prima  traduzione  italiana 
coo  note  ed  aggiunte  di  Giovanni  Novi,  Professore  di 
meccanica  nel  liceo  militare  di  Firenze.  Gon  un  at- 
laute  di  59  tarole.  Firenze«  Feiice  Lemonnler,  1858. 
erschienene  italienische  Uebersetaung  der  in  Deutschland  hinrei- 
chend bekannten  Lee ons  nouveiles  de  göoro^trie  el^men- 
taire  par  M.  A.  Amiot«  wobei  zugleich  der  Verdienste«  welche 
sich  Herr  Lemonnier  in  Florenz  durch  Veranstaltung  italie- 
nischer üebersetzungen  von  ausländischen  ausgezeichneten  Wer- 
ken  (z.  B.  von  Bertrand«  A.  8 er ret«  u.  s.  w.)  erwirbt«  rühmend 
gedacht  wird.  Aber  nicht  bloss  wegen  dieser  Analyse  eines  in 
mehrfacher  Beziehung  vorzüglichen  geometrischen  Werkes  ist 
die  vorliegende  Schrift  des  Herrn  Professor  Cremona  interes- 
sant und  wichtig;  vielmehr  enthält  dieselbe  eine  so  schone  und 
vollständige«  von  der  grussten,  tiefsten  und  ausgebreitetsten  Kennt- 
nis« auf  dem  Gebiete  aller  Literaturen  zeugende  Darstellung  der 
Eroberungen«  welche  in  neuerer  Zeit  auf  dem  Gebiete  der  Ele* 
meotar «Geometrie  gemacht  worden  sind«  oder  auch  über  alte  und 
ältere  Sätze  von  Pappus«  Desargues  u.  s.  w.  u.  s.  w.«  deren 
grosse  Wichtigkeit  erst  in  neuerer  Zeit  vollständige  Anerkennung 
gefunden  hat«  wodurch  der  Elementar  •Geometrie  vielfach  eine 
wesentliche  Umgestaltung  und  Erweiterung  zu  Theil  geworden  ist: 
dass  wir  diese  Schrift  för  einen  sehr  werthvollen  Beitrag  zur  Ge- 
schichte der  elementaren  Geometrie  überhaupt  halten«  und  unse- 
ren Lesern  eine  sehr  interessante  und  lehrreiche  Leetüre  durch 
dieselbe  aus  vollkommener  Ueberzeugung  versprechen  können«  da« 
her  auch  auf  dieselbe  hier  besonders  aufmerksam  zu  machen  wir 
nicht  verfehlen. 
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Astronomie. 

Memoires  de  l'Academie  imperiale  des  ä^iences 
de  St-Petersbourg,  VH«  s^rie.    Tome  IV.  No.  1. 

Beobachtung  der  totalen  Soonenfinsterniss  vom 
18.  (6.)  Juli  1860  in  Pobes.  Nach  den  Berichten  der  ein- 
zelnen Theilnehmer  zusammengestellt  von  O.  Struve, 
Mitgliede  der  Akademie.  (Mit  3  Tafeln).  Gelesen  am 
16.  November  1860.    St.  Petersburg.    1861.    4«. 

Der  von  Herrn  O.  Struve  der  kaiserlich  russischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  aber  die  Beobachtungen  der  gros8en 
Sonnenßnstemiss  vom  Jahre  1860  in  Pobes  ekrstattete  vorläufige, 
noch  in  Spanien  abgefasste  Bericht  ist  von  uns  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLI.  S.  8.  angezeigt  worden,  mit  der  näheren  Angabe  aller 
diese  nach  Spanien  unternommene  denkwürdige  Expedition  be* 
gleitenden  Umstände.  Jetzt  liegt  uns  nun  auch  der  obige  voll- 
ständige Bericht  vor,  den  wir  hier  zu  einer  etwas  genaueren 
Anzeige  zu  bringen  uns  beeilen,  weil  wir  denselben  -für  den  wich- 
tigsten halten,  weichet  bis  jetzt  über  das  merkwfirdige  Ereigniss 
erschienen  ist.  Wir  bemerken  zuerst  im  Allgemeinen,  dass  Herr 
O.  StruVe  sich  in  diesem  vorzugsweise  streng  wissenschaftlich 
gehaltenen  Berichte  nach  unserer  Meinung  ganz  mit  Recht  f&r's 
Erste  daurauf  beschränkt,  nur  die  Resultate  der  Beobachtungen, 
—  die  beobachteten  Thatsachen,  —  zu  geben,  natdrlich  mit  ge- 
nauer Angabe  def  dabei  angewandten  Hulfsmittel  und  Beobach- 
tnngs  -  Methoden,  wodurch  namentlich  auch  dieser  wichtige  Bericht 
für  oinen  Jeden,  der  sich  fiir  diesen  Gegenstand  interessirt,  un- 
gemein lehrreich  wird.  Keineswegs  aber  beschränkt  sich  der 
Herr  Verfasser  auf  seine  eigenen  Beobachtungen,  sondern  giebt 
auch  die  Resultate  der  Beobachtungen  seiner  Begleiter  und  ei- 
niger Anderen,  namentlich  Airy's,  was  gleichfalls  die  Wichtig- 
keit dieses  Berichts  noch  wesentlich  erhöhet,  so  dass  derselbe 
von  Jedem,  der  sich  zu  weiteren  Reflexionen  und  Schlussfolge- 
rungen fiber  die  merkwürdige  Erscheinung  veranlasst  sehen  dflrfte, 
hauptsächlich  und  vorzugsweise  berücksichtigt  werden  muss, 
wobei  wiederholt  der  Umstand  hervorzuheben  ist,  dass  Herrn 
Otto  Struve  aus  früheren  Beobachtungen  ähnlicher  Erschei- 
nungen vorzugsweise  eine  reiche  Erfahrung  zur  Seite  steht.  — 
Der  Herr  Verfasser  beginnt  mit  einer  historischen  Darstellong 
der  hauptsächlich  unter  Airy's  Leitung  von  England  aus  onter- 
noromenen  Expedition,  worüber  das  Nähere  aus  unserem  fVfiheren 
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ohem  erwahnteD  Berichte  bekannt  ist.  Hferaof  fotgen  die  TorlSu* 
tigen  Beobaohhingen  zar  Zeit-  und  Peltohenbeiitinimanf  in  Pebee> 
die  PolbSbe  and  LSnge  der  Dorfktrclie  in  Pobee,  die  geographi- 
sehea  Coordinaten  der  von  den  einzelnen  Beobachtern  fflr  die 
Sonnenflnsterniae  gewähken  StaodpoDkte.  Dann  geht  der  Herr 
Verfasser  zu  den  Beobachtungen  der  Sonnenfinstemiss  selbst 
aber,  und  zwar:  a)  Bericht  des  Herrn  Airy,  vrelcher  aaf  einem 
Hügel  bei'm  Städtchen  Erenna  links  vom  Fhisse  Bayas  beob* 
achtete»  und  von  seiner  Frau^  seinem  Soboe  Wilfried,  seiner 
Tochter  Hilda»  dem  Eisenbahoingeniear  Herrn  Stead  und  0  Ar- 
beitern,  welche  die  Instrumente  trogen,  begleitet  and  bei  den 
Beobachtungen  mehrfach  anterstfitzt  wurde,  b)  Bericht  von  Otto 
Struve.  c)  Bericht  voa  A.  Winneoke.  d)  Beriebt  von  F.  A. 
Oom.  e)  Bericht  des  Herrn  G.  Weiter,  Ingenieurs  und  eiie- 
maligen  Zöglings  der  polytechnischen  Schule  In  €arlsmbe.  f)  Be- 
ridit  des  Herrn  St  engl  ein,  Eisenbahningenieurs.  Drei  sehr 
schone  illuminirte  lilhographirte  Tafeln  machen  den  Schluss  die- 
ses überaus  vollständigen  und  wichtigen  Berichts,  ftr  welchen 
die  Wissenschaft  dem  Herrn  Verfasser  den  lebhaftesten  Dank 
sehttUet. 

Kalender  für  alle  Stände.  )86*2.  Herausg^gei^en  von 
Karl  von  Littrow,  Direötor  der  li^  k.  Sternwarte  in 
Wien.    Mit  einer  Sternkarta    Wien.    Carl  Gerold.    8^. 

Der  Jahrgang  1861 .  dieses  Kalenders  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXL.  S.  9.  angezeigt  worden ,  und  seine  Einrichtung,  die  in 
dem  neuen  uns  vorliegenden  Jahrgänge  wesentliche  Abfioderun« 
gen  nicht  erlitten  hat,  kann  also  im  Ganzen  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden.  Wir  können  daher  im  Allgemeinen  auf  jene 
frfihere  Anzeige  verweisen,  indem  wir  jedoch  wiederholt  und  ganz 
besonders  darauf  aufmerksam  machen,  dass  wir  auch  diesen  neuen 
*  Jahrgang  wie  seine  Vorgänger  als  eine  sehr  zweckmässige  kleine 
Ephemeride  Liebhabern  der  Himmels  -  Beobachtung  bestens  em- 
pfehlen  kOnnen,  und  den  verdienstlichen  Unternehmen  deshalb 
ungehinderten  Fortgang  recht  sehr  wQnsofaen.  Ausser  der  Ephe- 
meride,  der  wir  eine  bessere  zu  dem  genannten  Zweck  jetat  nicht 
an  die  Seite  zu  setzen  wössten,  enthält  der  vorliegende  Jahr- 
gang aber  noch  vieles  andere  Lehrreiche.  Namentlich  weisen 
wir  bin  auf  die  sehr  vollständige  Darstellung  der  neueren  astro- 
nomischen Entdeckungen  und  auf  die  Uebersicht  des  Planeten- 
systems, welche  man  in  solcher  Vollständigkeit  und  Genauigkeit 
schwerlich  anderwärts  antfieffen  wird»  werter  die  Leser  aus  den 
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folgend#D  einzeloen  Rubrikeo,  ans  deoen  dieselbe  beeteht,  sieh 
selbst  einen  Schlass  za  machen  Im  Stande  sein  werden :  Alphabe- 
tisches Verzeichniss  der  Asteroiden.  Verzeichniss  der  Asteroiden 
nach  der  Zeit  ihrer  Entdeckung,  mit  Ihren  Zeichen»  dem  Tage 
der  Entdeckangy  dem  Namen  des  Entdeckers  und  dem  Ort  der  Ent- 
deckung. Elemente  sämmtlicher  Planetenbahnen  (überaus  vollstän- 
dig» sorgßltig  und  genau).  Der  Mond.  Satelliten  des  Jupiter. 
Satelliten  des  Saturn.  Satelliten  des  Uranus.  Satelliten  des  Nep- 
tun. Phasen  des  Saturnringes  in  den  J.  1861  und  1862.  Endlich 
finden  die  Leser  auf  S.  94— S.  116  eine  erschöpfende  Geschichte 
des  Femrohrs  nach  Grant,  von  der  ersten  Entdeckung  bis  so  Lord 
Rosse's  fliesen -Telescopen  und  Foucault's  und  SteinheiTs 
verdienstlichen  Arbeiten»  die  wir  namentlich  auch  Physikern  als 
besonders  interessant  zur  Beachtung  recht  sehr  empfehlen.  Rock- 
sichtlich  des  eigentlichen  Erfinders  des  Fernrohrs  spricht  sich 
der  Verfasser  auf  S.99.  foigendermassen  aus:  „Unser  Schlass 
lautet  also  dabin»  dass  Lipperhey'^  —  welcher  auf  S.  98.  John 
Lipperhey»  Brilienmacher»  aus  Wesel  gebOriig»  ansässig  in 
Middelburg»  genannt  wird,  -^  »»zuerst  FemWibre  herstellte»  und 
dass  auch  er  zuerst  die  Welt  mit  dieser  Erfindung  bekannt  machte» 
ihm  daher  gerechter  Anspruch  auf  die  damit  verbundene  Ehre 
zukomme''.  Man  muss  das  vielfach  interessante»  röcksichtlich 
der  ersten  Erfindung  selbst  theilweise  aus  den  Acten  der  Gene- 
ralstaaten vom  Jahre  1608»  die  In  den  Haager  Regierungs- Archi- 
ven bewahrt  werden»  geschöpfte  Detail  in  dem  sehr  verdienst- 
lichen Aufsatze  selbst  nachlesen. 

Eine  meteorologische  Charakterisirung  des  Jahres  1860  schliesst 
das  Bfichlein»  zu  dessen  weiterer  Bekanntwerdung  wir  durch  diese 
Mittheilungen  von  Neuem  beizutragen  wflnschen. 


In  dem  neuerlich  erschienenen  Buche: 

Die  astronomische  Strahlenbrechung  In  ihrer  hi- 
storischen Entwickelung  dargestellt  von  Dr.  G.  Brnhns, 
Astronom  der  neuen  Sternwarte  und  Professor  der 
Astronomie  zu  Leipzig.  Eine  gekrönte  Preischrift. 
Leipzig.    1861. 

steht  auf  S.  65.  w5rtiich  Folgendes:  »»Die  Reihe  för  r  wird»  wenn 
2  einer  grossen  Zenithdistanz  angehört,  nur  etivas  mehr  con- 
vergiren»  wie  die  Reihe" 

1     1.3     1.3.6 
»1  +  5+2,4  +  2.4.0+  ••• 
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Nun  ist  ja  aber 

1^1,    2  —  2'    2.4^3*    2.4.6^4'    2.4.6.8^5'    ••' 
und  es  lässt  aich  leicht  zeigen»  daas,  wenn  nur  n>l  ist,  immer 
1.3.5..,.(2n— 1)^      1 


2.4.6....2n     -^n  +  l 
ist.    Weil  nämlich 

(2n  +  l)(n  +  2)=2n«+5n+2,    2(n  +  l)«  =  2n«+4n  +  2 
iat^  80  ist  offenbar 

(2n  +  lX«  +  2)>2(n  +  l)«,    aUb    ^^)>^- 

\»X  nun  die  Ungleichung 

1.3.6... ,(2ii->l)^      1 


2.4.6.. .,2»      ^n+1 
richtig,  so  ist  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  anch 


also 


1.3.5., ,.(2n-*l)     2n4-l  1       n+1 

2.4.6... .2n      '2(11  +  1)^  n  +  ln  +  2' 

1.3.5....(2n  +  l)         1 
2. 4.6.. ..2(11+1)^11  +  2' 


welche  Ungleichung  aus  der  obigen  unmittelbar  hervorgeht»  wenn 
man  darin  9»+]  ffir  n  setzt»  woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes 
sogleich  mittelst  des  Schlusses  von  n  auf  n  + 1  erhellet.  Also 
sind  die  Glieder  der  Reihe 

1      ^3      1.3.6      1.3.6.7 
*'    2'    2.4*    2.4.6*    2.4.6.8''  •' 

wenigstens  vom  dritten  an  grosser  als  die  entsprechenden  Glie- 
der der  Reihe 

1    1    1    1    L 

*    2'     3'    4'    6'  •*•• 

Es  ist  ja  aber  bekannt,  dass  diese  letztere  Reibe  keine  conver- 
gente»  sondern  eine  divergente  Reihe  ist»  woraus  sich  ergiebt» 
dass  um  so  roebr  auch  die  Reihe 
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1     1      L?      1-3.5      1.3.6,7 

*'    2'    2.4'    2,4.6*    2.4.6.8'    •  • 

eine  divergirende  Reihe  ist.  Die  oben  aogefuhrten  Worte 
sagen  also  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  Folgendes  aus: 

,,Die  Reihe  Tür  r  wird»  wenn  z  einer  grossen  Zenithdistanz 
angehört,  nur  etwas  weniger  eenTeryiren  wie  diediver» 
ffirende  Reihe 

+2+2.4^  2.4.6+-  •• 

Wer  dies  versteht,  den  beneiden  wir  um  seine  CapacitKt  and  sei- 
nen matliematiscben  Scharfsinn  t 

In  der  sehr  schonen  Schrift  des  trefflichen  Lambert:  Les 
propriet^s  remarquabfes  de  la  route  de  la  lomi^re. 
A  la  Haye.  .1758.  heisst  es  freilich  auch  auf  p.  46.  ,,la  conver- 
gence  des  Goefficiens  n'est  guöres  plus  grande  que  celle  de  la 

1     1.3 
Suite   1»  2'  2~4'  ®^^''''  ^^^  Obige  ist  also  eigentlich  eine  Ueber* 

Setzung  dieser  Worte  Lamberts  oder  denselben  nachgeschrie- 
ben, und  Dergleichen  kann  und  muss  man  wohl  in  einer  spnst 
trefflichen  Schrift  aus  der  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  entschul- 
digen; aber  jetzt  im  Jahre  1860  sollten  doch  solche  Dinge 
ohne  alle  weitere  Bemerkung  und  ohne  alle  Kritik  In 
einem  mathematischen  Buche  nicht  mehr  gedruckt  und  iHr  haare 
Münze  ausgegeben  werden.  Wollte  man  überhaupt -die  in  dem 
oben  genannten  Buche  in  sehr  grosser  Anzahl  vorkommenden  so- 
genannten unendlichen  Reihen  sämnitlich  rücksichtlich  ihrer  Con- 
vergenz  einer  strengen  Untersuchung  unterwerfen,  so  würde  man 
wahracheioKch  theibrelse  au  einem  Manchen  •—  (uns  freilieb  nicht) 
—  sehr  üherraschenden  Resultate  gelangen.  Namentlich  Anfta- 
ger»  die  erfahrungsmässig  leider  nur  zu  oft  Alles,  was  in  mathe- 
matischen Büchern  steht ,  ßlr  haare  Münze  zu  nehmen  gewohnt 
sind,  verdienen  bei  solchen  Gelegenheiten  wie  im  vorliegenden 
Falle  gewarnt  und  zur  Anwendung  sorgfältiger  Kritik  ermahnt 
zu  werden,  was  auch  einzig  und  allein  der  Zweck  der  vorstehen- 
den Zeilen  ist. 


Nautik. 

Almanacb  der   dsterreichlschen   Kriegsmarine   Cur 
das  Jahr  1862.     Mit  Genehmigung  des  heben  Marine- 
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Obercomniaodo's  herausgegeben  too  der  hydrographi- 
schen Anstalt  der  k.  k.  Marine.    Wien.    Gerold.    8^., 

Eine  Anstalt  wie  die  im  Jahre  1860  in  s  Leben  gemfene  hy- 
drographische Anstalt  der  k.  k.  Kriegsmarine  muss  man  der  Ma- 
rine-Verwaltung eines  jeden  Landes  wflnscheu;  denn  dieselbe 
hat  zur  Aufgabe: 

1)  dafOr  zu  sorgen,  dass  die  Kriegsschiffe  S.  M.  mit  den  er- 
forderlichen hydrographischen  Hülfsmitteln,  als:  Seekarten,  nau- 
tischen Hfilfsbüchern  und  Instrumenten  von  erprobter  Verlässlich- 
keit  versehen  werden; 

2)  zur  Forderung  der  Hydrographie  und  verwandter  Wissen- 
schaften nach  Kräften  beizutragen; 

3)  dahin  zu  wirken,  dass  die  Fortschritte  im  Gebiete  der  Hy- 
drographie und  Nautik  für  8.  M.  Marine  möglichst  nutzbringend 
gemacht  werden; 

und  Ist  also  die  eigentlich  wissenschaftliche  See- Behörde  in 
Oesterreich.  Der  Director  dieser  nachahmungswerthen  Anstalt, 
welche  ihren  Sitz  in  Triest  hat,  ist  der  um  die  Nautik  schon  so 
vielfach  verdiente  Herr  Professor  Dr.  Franz  Seh  au  b,  und  un- 
ter ihm  arbeiten  fiir  jetzt  drei  Hydrographen  zweiter  Klasse,  drei 
Adjuncten  zweiter  Klasse  und  ein  Assistent.  Die  drei  Hydro- 
graphen (die  Herren  Dr.  Adalbert  Kunes,  Johann  Zesce- 
vich  und  Robert  Müller)  verseben  die  Geschäfte,  welche  durch 
die  Sternwarte,  die  Verwaltung  des  Instrumenten-  Vorraths,  des 
garten •  Archiv^  und  der  Bibliothek  bedingt  werden,  und  halten 
für  die  Marine -Cadetten  Vorträge  über  Mathematik,  Nautik,  Phy- 
sik, Mechanik  und  Maschinenlehre;  zwei  der  drei  Adjuncten  (die 
Herren  Johann  Rund,  Dr.  Franz  Paugger*),  Robert  Mül- 
ler) sind  als  Lehrer  der  Mathematik  am  Eleven -Curse  auf  der 
Fregatte  „Venus''  eingeschifft;  der  dritte  Adjunct  und  der  Assi- 
stent (Herr  Dr.  Gustav  Werner)  werden  nach  Bedürfniss  bei 
den  einzelnen  Abtheilungen  verwendet.  —  Von  dieser  wissen- 
,  scbaftllchen  Anstalt  wird  von  jetzt  an  der  nautische  Almanach 
herausgegeben,  dessen  erster  Jahrgang  uns  vorliegt  Derselbe 
enthält  zuerst  den  Kalender  und  eine  kleine  nautische  Epheme- 
ride, welche  die  Declination  der  Sonne  und  die  Zeitgleichung  bis 
auf  Secunden  und  Zehntheile  der  Secunde  genau,  nebst  deren 
stündlichen  Aenderungen,  die  mittlere  Zeit  der  Culmination  des 
Mondes    bis   auf  Zehntheiie   der  Minute  genau  ^   ausserdem  den 


*)  M.  «.  eine  Ahhttndlang  von  ilemselben  im  Archiv  T.XXXV.  S.91. 
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Sonneiihalbniesaer  für'  den  Iston  ond  löten  jedes  Monats ,  die 
Mondesphasen  aod  die  Sichtbarkeit  der  Planeten  liefert  Ausser- 
dem enthält  der  Almanacb  Aufsätze  von  allgemeinem  naatischen 
Interesse«  von  denen  wir  namentlich  auf  den  ersten  über  die 
so  wichtige  locale  Abweichung  des  Compasses  auf 
Schiffen  aufmerksam  machen«  Wer  da  weiss»  wie  verderblich 
die  locale  Abweichung  des  Compasses  den  Schiffen  werden  kanD 
und  notorisch  schon  oft  geworden  ist,  wird  das  überaus  Verdienst- 
liche dieser  mit  grosser  Deutlichkeit  verfassten  Anweisung  cur 
Bestimmung  der  localen  Abweichung  gewisf  anerkennen  und  sich 
dieselbe  su  sorgfältigster  Beachtung  dringend  empfohlen  seio 
lassen.  Dieselbe  ist  mit  Benutzung  der  Abhandlung:  », Sülle 
correzioni  deiia  bussola'*  und  handschriftlicher  Mittheilungen  des 
Hydrographen  Herrn  J.  Zescevich  von  Herrn  Professor  Seh aub 
verfasst.  So  einfach  auch  mittelst  einer  Tafel  der  localen  Ab* 
weichung  die  Correctionen  der  Compass  -  Course  und  Peilungen 
sind«  so  darf  doch  nicht  übersehen  werden«  dass  diese  Correctio* 
nen  oft  in  grosser  Eile  und  unter  schwierigen  Verhältnissen  zu 
machen  sind«  und  dass  ein  begangener  Fehler  dem  Schiffe  die 
grösste  Gefahr  bringen  kann.  Daher  darf  der  Werth  eines  me- 
chanischen Hülfsmittels  hiezu  nicht  zu  gering  angeschlagen  werden. 
Zu  diesem  Zwecke  empfiehlt  sich  ganz  besonders  das  von  Herrn 
Zescevich«  der  bekanntlich  sich  schon  durch  die  Angabe  sinn- 
reicher graphischer  Methoden  zur  Auflosung  sphärischer  Dreiecke 
verdient  gemacht  hat«  angegebene  sogenannte  Dromoscop«  wel* 
ches  in  der  vorliegenden  Abhandlung  beschrieben  und  abgebildet« 
und  auf  den  österreichischen  Kriegsschiffen  allgemein  eingeführt 
ist  Dieses  Instrument  giebt  die  Correction  für  locale  Abwei- 
chung und  Missweisung  zu  gleicher  Zeit«  und  muss  allen  Marine- 
Verwaltungen  zur  Beachtung  recht  sehr  empfohlen  werden. 

Hierauf  folgt  ein  überaus  vollständiges  Verzeichniss  aller 
Leuchtthflrme  im  mittelländisehen«  schwarzen  und 
azows«hen  Meere«  natürlich  mit  Angabe  ihr^r  Länge  und 
Breite  und  sonstiger  Beschreibung  ihrer  Eigen thumlichkeit«  wel- 
ches die  allgemeinste  Beachtung  verdient  Die  Zahl  dieser  Leucht- 
thürme  beträgt  382«  woraus  man  sieht«  wie  sehr  in  den  drei  ge- 
nannten Meeren  für  die  Sicherheit  der  Schifffahrt  gesorgt  wird« 
vor  welchen  Bestrebungen  man  noch  mehr  Achtung  gewinnt«  wenn 
man  bedenkt,  dass  von  jenen  382  LeuchtthGrmen  sehr  nahe 
200  allein  in  den  zehn  Jahren  von  1850^1860  errichtet 
worden  sind.  Das  mögen  sich  beiläufig  die  deutschen  Flotten, 
männer  gesagt  sein  lassen«  die  immer  »ur  an  schmucke  Schiffe« 
an  hübsche  Corvetten  und  Fregatten  denken«  aber  gar  nicht  daran« 
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welche  ungeheuren  Summen,  und  welche  ungeheuren  Anstren- 
gungen der  Regierungen  sonst  noch  nOthig  sind,  wenn  ge- 
hörig für  die  Sicherheit  der  Schiffahrt»  die  doch  immer  die 
Hauptsache  bleiht,  gesorgt  werden  soll,  was  in  den  deut- 
schen Binnenmeeren  gerade  am  NOthigsten  und  ein  Haupterfor 
derniss  Ist  Diesem  Verzeichnisse  schliesst  sich  eine  sehr  deut- 
liche Beschreibung  des  Aneroid-Barometers  von  Vidi 
und  des  Metall  Barometers  von  Bourdon  an.  Sehr  sinn- 
reich ist  jedenfalls  die  auf  S.  89.  und  S.  dO.  besprochene  Idee  des 
Herrn  Commodore  vonWdIlerstorf,  Beobachtungen  mit  diesen 
beiden  Barometern  zur  Bestimmung  der  Abnahme  der  Schwere; 
auf  der  Erde  von  den  Polen  nach  dem  Aequator  hin  zu  benutzen, 
zu  welchem  Zwecke  der  bertihmte  Führer  der  Novara  bei  seiner 
Weltumsegelung  eine  Reihe  vergleichender  Beobachtungen  am 
Aneroid-  und  Quecksilber -Barometer  in  verschiedenen  Breiten 
angestellt  hat,  worflber  wir  weiteren  Veröffentlichungen  mit  Ver- 
langen entgegen  sehen.  Den  Beschluss  macht  die  Genealogie 
des  regierenden  Kaiserhauses  und  der  vollständige  Per- 
sonalstand der  k.  k.  Kriegs-Marine,  welcher  letztere  in 
mehrfacher  Beziehung  Rir  Jeden,  der  sich  för  die  Fortschritte 
des  Seewesens  interessirt,  von  grossem  Interesse  sein  muss. 

Wir  wünschen  diesem  ufltzlichen  und  verdienstlichen  Unter- 
nehmen den  besten  Fortgang. 


Physik. 

Jahresbericht  fiber  die  Fortschritte  und  Leistun- 
gen im  Gebiete  der  Fotografie  und  Stereoskopie  mit 
genauer  Nachweisung  der  Literatur.  Für  1857  VonDr 
Karl  Jos.  Kreutzer,  Kustos  an  der  k.  k.  UniversitätsI 
bibliothek  in  Wien.    Wien.    Seidel.    186L    8. 

Die  beiden  ersten  Jahrgänge  dieses  sehr  verdienstlichen  Jah- 
resberichts über  eine  der  schönsten  und  wichtigsten  neueren 
Künste  sind  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXX.  S.  6.  und  Nr.  CXXV.  S.  5. 
angezeigt  worden.  Der  vorliegende  Jahrgang  (1857)  ist  zu  einem 
Werke  von  580  Seiten  angewachsen,  mehrfach  mit  Figuren  und 
Illustratiopen  ausgestattet,  und  jedenfalls  gegenwärtig  das  voll- 
ständigste Werk  fiber  Photographie  und  Stereoskopie,  welches 
Niemand,  der  sich  mit  dieser  scbOnen  Kunst  in  technischer  oder 
wissenschaftlicher  Rücksicht  beschäftigt,  entbehren  kann,  das  da- 


Digitized  by 


Google 


14  Uter ansehet  Bericht  CXLVW. 

her  dringend  sur  allgemeiosteo  Beachtung  empfohlen  xu  werden 
verdient,  so  wie  seinem  fleissigen  und  kenntnissreichen  Verfasser 
für  dasselbe  der  wärmste  Danlc  gebührt  Namentlich  machen  wir 
darauf  aufmerksam,  dass  jetzt  alle  zur  Sprache  kommenden  Ope«^ 
rationen  sehr  vollständig  und  deutlich  beschrieben  worden  sind, 
so  dass  nur  wenige  Fälle  vorkommen  dürften,  wo  es  fiir  einen 
mit  dem  Gegenstande  an  sich  im  Allgemeinen  Vertrauten  nothig 
wäre,  auf  die  Quellen,  aus  denen  geschöpft  worden  ist,  selbst 
zurückzugehen,  was  namentlich  Künstler,  denen  die  übrigens  über- 
all sehr  sorgfliltig  und  genau  angegebenen  Quellen  meistens  nicht 
leicht  zugänglich  sein  werden,  dem  Herrn  Verfasser  zu  besonde- 
rem Danke  verpflichten  wird.  Die  zur  Sprache  gebrachten  Ge- 
genstände sind  so  mannigfaltig,  dass  es  ganz  unmöglich  ist,  hier 
auch  nur  eine  angenäherte  Vorstellung  von  dem  überaus  reichen 
Inhalte  zu  geben,  wodurch  wir  genOthigt  werden,  uns  auf  die 
folgende  nur  ganz  allgemeine  Uebersicht  zu  beschränken:  I.  Die 
Erzeugung  von  Lichtbildern  und  die  dabei  vorkommen- 
den Arbeiten.  A.  Fotografie  auf  mit  lichtempfindlichen  Stof- 
fen getränktem  Papier.  B.  Fotografie  auf  lichtempfindlichem 
Eiweiss,  Leim  u.  dergl.  C.  Fotografie  auf  Kollod.  D.  Einzeln- 
heiten  bei  den  verschiedeneu  Verfahrungsarten.  E.  Wiedergabe 
von  Farben.  F.  Uebertragung  der  Bildung  von  einer  Oberfläche 
auf  die  andere.  II.  Anwendungen  der  Fotografie.  (Dieser 
Abschnitt  ist  in  diesem  Jahrgange  ausserordentlich  reichhaltig, 
und  bietet  des  Interessanten  ungemein  Vieles  dar;  besondere  Be- 
rücksichtigung haben  auch  die  so  wichtigen  Anwendungen  in  der 
Astronomie  gefunden,  bei  dem  Monde ,  bei  Sterngruppen  u.  s.  w.) 
III.  Apparate.  Instrumente.  Vorrichtungen.  IV.  Fisi- 
kaliscbe  und  chemische  Bemerkungen.  V.  Verschie- 
denes. VI.  Das  Stereoskop.  Ein  sehr  vollständiges  Namen- 
und  Sach- Register  erleichtert  den  Gebrauch  des  mit  dem  grOssten 
Fleisse  verfassten  Buches  ungemein,  und  die  äunsere  Ausstattang 
ist,  wie  bei  allen  neuereu  Erzeugnissen  der 'Wiener  Presse,  an- 
.gemein  nett  und  elegant. 

Beiläufig  rouge  noch  erwähnt  werden,  dass  der  Herr  Verfasser 
auch  eine  sehr  verdienstliche  Zeitschrift  für  Fotografie 
und  Stereoskopie  berausgiebt,  von  welcher  monatlich  2  Hefte 
zu  2  bis  2i  Bogen  In  4^  erscheinen. 


Vermischte  Schriften. 

Rendiconto  delie  sessioni  delT   Accademia  delle 
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«eienze  delT   Istltnto   di  Bologna.     Anno  ftccademieo 
I860--I861.    Bologna.    I86L    . 

Der  Herausgeber  des  Archivs  freut  sich  sehr  und  erkennt  es 
im  Interesse  seiner  Leser  mit  dem  verbindlichsten  Danke  an, 
dass  ihm  in  der  freundlichsten  und  zuvorkommendsten  Weise 
Gelegenheit  geboten  worden  ist«  die  Arbeiten  einer  der  berfihm- 
testen  und  ältesten  Akaderaieen  der  Wissenschaften  in  seiner  Zeit* 
Schrift  zur  Anzeige  zu  bringen,  die  sich  aber  naturlich  auf  die 
in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  Wissenschaften  beschränken 
mussy  und  wegen  der  Beschränktheit  des  Raumes,  oben  so  wie 
bei  den  übrigen  Akaderoieen,  im  Allgemeinen  nur  kurz  sein  kann. 

Der  Bericht  der  berfihmten  Akademie  der  Wissenschaften 
des  Instituts  in  Bologna  fär  das  akademische  Jahr  1860^1861 
liegt  uns  vor,  und  hat  folgenden  Inhalt,  wobei  wir  bemerken,  dass 
in  diesem  Rendiconto  nicht  etwa  bloss  die  Titel  der  gelesenen 
Abhandlungen,  die  vollständig  später  in  den  eigentlichen  Gesell- 
schaftsschriften erscheinen,  sondern  überall  sehr  vollständige  Aus- 
züge aus  denselben  gegeben  sind,  welche  den  mit  dem  betreffen-, 
den  Gegenstande  nicht  ganz  unbekannten  Leser  immer  in  den 
Stand  setzen,  sich  ein  genaueres  Bild  von  dem  Inhalte  der  Ab- 
handlung und  von  den  wichtigsten  Resultaten,  zu  welchen  der 
Verfasser  derselben  gelangt  ist,  zu  machen.  — ^  p.  7 — p.  13.  Prof. 
IioreiftBo  Reffpffflil:  Sülle  osservazioni  circumzenitali 
delle  Stelle.  ~  p. 20.  — p. 23.  wird  Nachricht  gegeben  von  ei- 
nigen aotographischen  Manuscripten  des  berühmten  Galvani, 
die  sich  in  der  von  der  Akademie  publicirten  schCnen  Ausgabe 
der  Werke  Galvani's  (1841)  nicht  finden,  für  die  Geschichte 
der  Entdeckung  des  Galvanismns  von  grosser  Wichtigkeit  sind, 
und  von  denen  u.  A.  auf  p. 20.  Folgendes  gesagt  wird:  „Ora  ^ 
avvenuto  che  nel  decorso  ultimo  ventennio,  siensi  trovati  otto 
aitri  manoscritti,  antografi  dello  stesso  Galvani,  aicuni  dei  qnaK 
luolto  adatti  a  dimostrare,  che  le  esperienze  praticate  dal  mede- 
simo,  e  gli  studi  suoi  intorno  alla  dimostrazione  della  soa  teorica 
8ol  flnido  elettro-nerveo,  forono  aoteriori  di  almeno  dieci  anni  alla 
pubblicazione  del  Commentario*),  e  che  anzi  neil*  anno  1781  egii 
adoperava  la  roacchina  elettrica,  col  fine  di  tentare  la  infloensa 
della  elettricit^  nei  meto  rouscolare,  esperimentando  degli  animali 
a  sangne  caldo,  e  degli  altri  a  sangue  freddo  in  vario  modo  aa- 
fissiati  od  uccisi  per  mezzo  di  gas  mefitici,  e  prati^ando  pure 
altre  relative  esperienze  nelle  ova  covate.'*    Die  Titel  dieser  acht 


*)  Commentariu«  de  Tiribai  eicctricitati«  etc. 
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Mannscripte  sind  auf  p.  21.  voildtfiodig  ang^eben,  und  wir  k8n- 
nen  nicht  amhin,  einen  Jeden,  der  sich  fär  die  Geecbichte  der 
Physilc  interesairt  aaf  diesen  Artiliel  in  dem  vorliegenden  Ren- 
diconto  anfinerksam  zn  machen.  —  p.43. — p.47.  Prof.  P,  JP«- 
menleaClielliit:  Del  problema  relativo  alla  legge,  onde 
un  Ellissoide  eterogeneo  propaga  la  soa  attrazione 
da  pnnto  a  punto,  soluziooe  diretta  ed  elementare.  — 
p. 58. — p. 03.  Prof.  Ii.  Cfremon» :  Intorno  alla  curva  gohba 
de!  q'uart'  ordine  per  la  quäle  passa  ona  sola  soperfi- 
cie  di  secondo  grado.  —  p.  71.  — p.76.  Prof.  ÜoreHBo  Re- 
•pliplit:  Inflaenza  del  meto  dei  mezzi  rifrangenti  sulla 
propagazione  dei  raggi  laminosi  da  cui  sooo  attraver- 
sati.  —  p.92.— p.  98.  Cav*  AlessAKdro  Palayi:  Fenomeni 
elettrici'doFuti  all'  avVicinarsi  e  alT  allontanarsi  re- 
ciproco  de'  corpi.  Nnove  sperienze.  —  p.  102. — p.  106. 
B«tt.  dtulio  Cas^bI:  Dell'  Irraggiamento  Solare. 

Der  Raum  erlaubt  uns  fär  jetzt  leider  nur  die  Angabe  der 
Titel  dieser  Abhandlungen,  auf  die  wir,  wenn  sie  vollständig  er- 
schienen sein  werden,  theilweise  zurQckzukommen  hoffen. 


Der  mir  so  eben  gütigst  zugesandte  Catalogvon  Büchern 
aus  den  Gebieten  der  Mathematik,  'Astronomie  und 
Physik  von  S.  Calvary  &  Comp.  Berlin,  Mittel-Strasse 
Nr.  61.  enthält  in  4294  Nummern  eine  sehr  grosse  Anzahl  der 
wertbvollsten  grösseren  Bücher  und  kleineren  zum  Tbeil  sehr 
seltenen  Abhandlungen  aus  den  genannten  wissenschaftlichen  Ge- 
bieten, so  dass  ich  denselben  hier  dringend  zu  empfehlen  für 
meine  Pflicht  halte.  Derselbe  ist  nach  den  Verfassern  genau 
lezicographisch  geordnet  und  mit  grosser  wissenschaftlicher  Ge- 
nauigkeit angefertigt;  und  wird,  wenn  Herr  Calvary  nach  sei- 
nem Versprechen  In  dem  Vorwort  ihn  durch  Fortsetsungen  von 
Zeit  zu  Zeit  ergänzt,  zugleich  als  ein  sehr  werthvolles  literari- 
sches Repertorium,  also  keineswegs  als  in  die  Klasse  gewöhn- 
licher Antiquariats 'Cätaloge  gehörend  zu  betrachten  sein,  verdient 
deshalb  auch  sorgMtig  aufbewahrt  zu  werden.  Die  Fortsetzun- 
gen werde  ich,  sobald  sie  mir  zugehen,  sogleich  anzeigen. 

Den  26.  Januar  1862.  Grunert. 
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